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ЗМIНА ХIМIЧНОГО ПОТЕНЦIАЛУ
ФЛЮЇДУ ПIД ДIЄЮ РАДIАЦIЙНОГО
ОПРОМIНЕННЯ ТА ЗОВНIШНЬОГО ПОЛЯУДК 536, 538.9

Дослiджено вплив просторової обмеженостi та радiацiйного опромiнення на термоди-
намiчну поведiнку рiвноважних властивостей рiдинних систем. Побудовано узагальне-
ння теорiї обмежених неоднорiдних рiдин, яке дозволяє врахувати кореляцiйнi власти-
востi таких систем. Отриманi результати дозволяють проводити обчислення про-
сторового розподiлу концентрацiї рiдинної системи в широкому iнтервалi змiни тер-
модинамiчних параметрiв у випадку дiї радiацiйного опромiнення та зовнiшнього поля.
К люч о в i с л о в а: фазовий перехiд, критичнi явища, хiмiчний потенцiал, обмежена си-
стема, рiвноважна термодинамiка.

1. Вступ

Важливим результатом розвитку статистичної фi-
зики протягом останнiх рокiв стала можливiсть
кiлькiсного опису однорiдної рiдинної системи [1].
Проте численнi дослiдження вказують на те, що
будь-яка реальна рiдка система завжди є неоднорi-
дною як завдяки наявностi поверхонь, що її обме-
жують, так i завдяки дiї зовнiшнiх чинникiв, та-
ких як радiацiйне опромiнення [2] та зовнiшнi по-
ля [3, 4]. При розрахунках термодинамiчних вла-
стивостей реальних систем неоднорiднiсть, викли-
кану наявнiстю стiнок, вважають цiлком локалi-
зованою в околi дiї приповерхневих сил [5, 6]. Це
дає пiдставу при розрахунках об’ємних властиво-
стей достатньо великих систем нехтувати грани-
чною неоднорiднiстю. Неоднорiднiсть, викликана
наявнiстю радiацiйного опромiнення або гравiта-
цiйного поля, на молекулярних вiдстанях у бiль-
шостi випадкiв досить мала, що дає змогу роз-
глядати рiдину як таку, що складається з одно-
рiдних пiдсистем з рiзними iнтенсивними пара-
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метрами. Обидва наближення дозволяють розра-
ховувати властивостi термодинамiчних систем з
точнiстю, що в багатьох випадках достатня для
опису реальної системи. Разом з тим, iснує ба-
гато дослiдницьких результатiв, якi свiдчать про
те, що у деяких випадках – наприклад, у зовнi-
шньому полi, яке сильно змiнюється в просторi,
або в околi критичної точки – зробленi наближен-
ня не дозволяють дати задовiльний опис експери-
менту [7,8]. Тому для опису властивостей реальної
системи необхiдно проводити врахування її неод-
норiдностi.

В загальному випадку необхiдно брати до ува-
ги те, що вiльна енергiя неоднорiдної системи є
вже не функцiєю змiнних 𝑇 та 𝑛, а функцiоналом:
𝐹 = 𝑁 𝐹 (𝑇 (r), 𝑛(r)) вiд функцiй просторової ко-
ординати r: 𝑇 (r) та 𝑛(r).

Розрахунок просторового розподiлу фiзичних
величин за допомогою статистичного оператора у
цьому випадку є надзвичайно складною задачею
[9,10], тому, як правило, поведiнку системи розгля-
дають у рамках локального наближення. В цьому
наближеннi вважають, що система складається з
“фiзично малих” комiрок – областей простору, якi
настiльки малi, що їх можна вважати однорiдни-
ми, тобто застосовувати до кожної з них термо-
динамiку однорiдних систем. Тодi для розрахунку
поведiнки системи в зовнiшньому полi вводять гу-
стину вiдповiдного потенцiалу, наприклад, вiльної
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енергiї 𝑓(r), так що [11]:

𝐹 =

∫︁
𝑉

𝑑r𝑓(r).

У цьому випадку вiльна енергiя залишається фун-
кцiєю 𝑇 та 𝑛, але тi, в свою чергу, стають фун-
кцiями координат r: 𝐹 = 𝑁𝑓 (𝑇 (r), 𝑛(r)). В межах
даного наближення зв’язок мiж хiмiчним потен-
цiалом неоднорiдної рiдкої системи 𝜇(r) та зовнi-
шнiм полем 𝑢(r) описується за допомогою вiдомого
виразу:

𝜇0 − 𝜇(r) = 𝑢(r), (1)

де 𝜇0 – хiмiчний потенцiал системи у вiдсутностi
поля. Таким чином, у випадку, коли динамiчнi змi-
ни мало змiнюються на вiдстанях порядку радiуса
кореляцiй вiдповiдних параметрiв, головний член
статистичного оператора при розрахунку середнiх
значень набуває вигляду виразу (1), тобто в рiв-
новажних середнiх необхiдно замiнити рiвноважнi
параметри їх значеннями, що залежать вiд коор-
динати r. Це спiввiдношення можна довести також
i вiдбором та пiдсумовування вiдповiдних членiв
ряду теорiї збурень.

Але, як вiдмiчено у [12], цей пiдхiд було розвину-
то лише для областей змiни термодинамiчних па-
раметрiв, далеких вiд точок неперервних фазових
перетворень, встановлення зв’язку мiж хiмiчним
потенцiалом неоднорiдного флюїду та потенцiалом
зовнiшнього поля у безпосередньому околi крити-
чної точки потребує окремого розгляду. Зокрема,
саме тому подальший розвиток теоретичного пiд-
ходу був пов’язаний з побудовою несуперечливої
теорiї густини рiдини 𝑛(r) як функцiонала 𝜇(r).

2. Загальне рiвняння для хiмiчного
потенцiалу неоднорiдної системи

У данiй роботi пропонується теоретичний ме-
тод дослiдження загальних особливостей поведiн-
ки неоднорiдної системи в околi критичної точки,
який дозволить проводити розрахунки густини та-
ких неоднорiдних систем.

При зростаннi радiуса кореляцiйної неоднорi-
дної системи класичне спiввiдношення (1) не до-
зволяє отримати реальнi профiлi густини рiдини.
Крiм того, введення поправок (див., наприклад,
[13, 14]), не вказує на шлях подальшого вдоскона-
лення теорiї з метою пiдвищення точностi розра-
хункiв. Тому виникає потреба побудувати на базi

фундаментальних статистико-механiчних та тер-
модинамiчних принципiв послiдовну теорiю, що
описує поведiнку хiмiчного потенцiалу неоднорi-
дної системи.

Для цього розкладемо потенцiал зовнiшнього
поля 𝑢(r) у функцiональний ряд Тейлора за вiд-
хиленням Δ𝑛(r) чисельної густини рiдини 𝑛(r) вiд
її значення для однорiдної рiдини:

𝛽𝑢 (r) =

∫︁
𝑉

𝛿𝛽𝑢 (r)

𝛿𝑛 (r1)

⃒⃒⃒⃒
𝛽𝑢=0

Δ𝑛 (r1) 𝑑r1 + ...+

+
1

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝛿2𝛽u (r)

𝛿𝑛 (r1) 𝛿𝑛 (r2)

⃒⃒⃒⃒
𝛽𝑢=0

×

×Δ𝑛 (r1)Δ𝑛 (r2) 𝑑r1𝑑r2 + ..., (2)

де 𝛽 = (𝑘𝑇 )−1. Ряд (2) збiгається завдяки обмеже-
ностi iнтеграла

∫︀
𝑉
(Δ𝑛(r)) 𝑑r.

Враховуючи, що

𝛿𝑠−1𝛽𝑢 (r1)

𝛿𝑛 (r2) ... 𝛿𝑛 (r𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛽𝑢=0

+

+(−1)𝑠
(𝑠− 2)!

𝑛 (r1)
𝑠−1 𝛿 (r1, r2) ... 𝛿 (r1, r𝑠) =

= 𝑐*𝑠 (r1, r2, ..., r𝑠), (3)

де 𝑐*𝑠 (r1, r2, ..., r𝑠) – або пряма кореляцiйна фун-
кцiя 𝑠-го порядку обмеженої системи, або пряма
кореляцiйна функцiя однорiдної нескiнченої систе-
ми, а 𝛿 (r1 − r𝑠) – тривимiрна 𝛿-функцiя Дiрака,
одержимо

𝛽𝑢 (r) =

∫︁
𝑉

𝑐*2 (r, r1)Δ𝑛 (r1) 𝑑r1 −
Δ𝑛 (r)

𝑛
+

+
1

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐*3 (r, r1, r2)Δ𝑛 (r1)Δ𝑛 (r2) 𝑑r1𝑑r2 +

+
1

2!

(Δ𝑛 (r))
2

𝑛2
+ ...+

+
1

𝑘!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

...

∫︁
𝑉

𝑐*𝑘+1 (r, r1, ..., r𝑘)

𝑘∏︁
𝑖=1

Δ𝑛 (r𝑖) 𝑑r𝑖 +

+(−1)𝑘
(𝑘 − 1)!

𝑘!

(︂
Δ𝑛 (r)

𝑛

)︂𝑘

+ ... . (4)
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Якщо система є обмеженою, то її пряму кореля-
цiйну функцiю можна розкласти у функцiональ-
ний ряд Тейлора навколо постiйної густини рiдини
𝑛0 нескiнченої системи [15]:

𝑐*2 (r1, r2) = 𝑐2 (r1, r2) +

∫︁
𝑉

𝛿𝑐*2 (r1, r2)

𝛿𝑛 (r3)

⃒⃒⃒⃒
𝑛(r)=𝑛

×

× [𝑛 (r3)− 𝑛0] 𝑑r3 +
1

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝛿2𝑐*2 (r1, r2)

𝛿𝑛 (r3) 𝛿𝑛 (r4)

⃒⃒⃒⃒
𝑛(r)=𝑛

×

× [𝑛 (r3)− 𝑛0] [𝑛 (r4)− 𝑛0] 𝑑r3𝑑r4 + ...+

+
1

𝑘!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

...

∫︁
𝑉

𝛿𝑘𝑐*2 (r1, r2)

𝛿𝑛 (r3) ... 𝛿𝑛 (r𝑘+2)

⃒⃒⃒⃒
𝑛(r)=𝑛

×

×
𝑘+2∏︁
𝑖=3

[𝑛 (r𝑖)− 𝑛0] 𝑑r𝑖 + ..., (5)

де 𝑐2 (r1, r2) – парна пряма кореляцiйна функцiя
однорiдної необмеженої системи. Таким чином, у
нульовому наближеннi можна вважати, що прямi
кореляцiйнi обмеженої системи збiгаються з пря-
мими кореляцiйними функцiями нескiнченої одно-
рiдної системи. Записавши для вiдхилень густини
формальний вираз

Δ𝑛 (r1) = Δ𝑛 (r) + [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)],

одержимо

𝛽𝑢 (r) = Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

𝑐2 (r, r1) 𝑑r1 +

+

∫︁
𝑉

𝑐2 (r, r1) [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1 −
Δ𝑛 (r)

𝑛
+

+
(Δ𝑛 (r))

2

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) 𝑑r1𝑑r2 +

+Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2)×

× [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1𝑑r2 +

+
1

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)]×

× [Δ𝑛 (r2)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1𝑑r2++
1

2!

(Δ𝑛 (r))
2

𝑛2
+..., (6)

де було враховано симетричнiсть прямих кореля-
цiйних функцiй однорiдної системи вiдносно пере-
становки їх аргументiв.

Виконуючи частинне пiдсумовування ряду (6), i
розглядаючи лише неiнтегральнi доданки та додан-
ки, що мiстять нульовi моменти прямих кореля-
цiйних функцiй

∫︀
𝑉

∫︀
𝑉
...

∫︀
𝑉
𝑑r1... 𝑑r𝑠𝑐𝑠+1(r, r1, ..., r𝑠)

(локальне наближення), отримуємо

𝛽𝑢 (r) = −𝛽

{︂
1

𝑛

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑛

)︂
𝑇

Δ𝑛 (r)+

+
1

2!

𝜕

𝜕𝑛

(︂
1

𝑛

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑛

)︂
𝑇

)︂
(Δ𝑛 (r))

2
+ ...

}︂
=

= −𝛽

{︂(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑛

)︂
𝑇

Δ𝑛 (r)+

+
1

2!

(︂
𝜕2𝜇

𝜕𝑛2

)︂
𝑇

(Δ𝑛 (r))
2
+ ...

}︂
, (7)

де було використано зв’язок мiж похiдною прямої
кореляцiйної функцiї 𝑠-го порядку та iнтегралом
вiд прямої кореляцiйної функцiї 𝑠+ 1-го порядку

𝜕𝑐 (r1, r2, ..., r𝑠)

𝜕𝑛
=

∫︁
𝑉

𝑐 (r1, r2, ..., r𝑠+1) 𝑑r𝑠+1,

а також враховано, що∫︁
𝑉

𝑐 (r, r1) 𝑑r1 =
1

𝑛

[︂
1− 𝛽

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑛

)︂
𝑇

]︂
.

Легко бачити, класична формула (1) вiдповiд-
ає локальному наближенню при розрахунках се-
реднього в рамках локально-рiвноважного ансам-
блю. Для одержання поправок до виразу (1) необ-
хiдно враховувати члени ряду (6), що залишилися:

𝑢 (r) = 𝜇0 − 𝜇 (r) + Δ𝜇cor (r), (8)

де Δ𝜇cor – внесок у рiзницю хiмiчних потенцiалiв
вiд кореляцiйних ефектiв:

𝛽Δ𝜇cor (r) =

∫︁
𝑉

𝑐2 (r, r1) [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1 +

+Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2)×

× [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1𝑑r2 +

+
1

2!

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) [Δ𝑛 (r1)−Δ𝑛 (r)]×

× [Δ𝑛 (r2)−Δ𝑛 (r)] 𝑑r1𝑑r2 + ... . (9)
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Для випадку плавної просторової змiни густини
Δ𝑛 (r) на вiдстанях порядку радiуса дiї мiжмоле-
кулярних сил, коли Δ𝑛 (r1) − Δ𝑛 (r) можна роз-
класти в ряд Тейлора за ступенями, можна одер-
жати наближений вираз для Δ𝜇cor (r) з будь-якою
точнiстю. Далеко вiд критичної точки просторовi
похiднi густини малi, що забезпечує малi значення
Δ𝜇cor (r).

Вiдомi результати Лебовица та Перкуса можна
легко одержати, якщо в доданку з прямою кореля-
цiйною функцiєю другого порядку врахувати ли-
ше члени розкладу до квадратичного включно i
розглянути нескiнченну систему. У цьому випадку
одержимо:

𝛽𝑢 (r) ≈ 𝛽 {𝜇0 − 𝜇 (r)}+

+
1

2
∇2Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r)
2
𝑑r1 +

+∇Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r) 𝑑r1. (10)

Тодi в наближеннi Лебовица–Перкуса для
Δ𝜇corr (r) одержимо

𝛽Δ𝜇corr = 𝑎∇2𝑛 (r), (11)

де

𝑎 =
1

2

∫︁
𝑉

𝑑r1𝑐2 (r1 − r) (r1 − r)
2
. (12)

Таким чином, наближення Лебовица–Перкуса
призводить до диференцiального рiвняння друго-
го порядку в частинних похiдних вiдносно густини
рiдини 𝑛 (r), причому це рiвняння не мiстить пер-
шої похiдної густини [17]:

𝑎∇2𝑛 (r) = 𝛽𝑢 (r)− 𝛽 (𝜇0 − 𝜇 (r)). (13)

Крiм того, легко бачити, що коефiцiєнт 𝑎 при
других похiдних густини пропорцiйний 𝜉2, тому
в бiльшостi випадкiв користуються внутрiшнiм
розв’язком диференцiального рiвняння (13). Та-
кий внутрiшнiй розв’язок можна розглядати як
наближення до точного розв’язку рiвняння (13)
лише у випадку малих значень радiуса кореляцiї,
тобто далеко вiд критичної точки, але при набли-
женнi до останньої роль, яку вiдiграє диференцiй-
ний член, стає визначальною, i таке наближення

приводить до значної похибки при розрахунках гу-
стини рiдини.

Уточнення формули (11) для нескiнченої систе-
ми природнiм чином випливає iз послiдовного вра-
хування подальших членiв розкладу в усiх додан-
ках ряду (10). Так, врахувавши в доданку, пов’я-
заному з прямою кореляцiйною функцiєю третього
порядку лiнiйнi члени, одержимо вираз

𝛽𝑢 (r) ≈ 𝛽 {𝜇0 − 𝜇 (r)}+

+
1

2
∇2Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r)
2
𝑑r1 +

+
1

2
(∇Δ𝑛 (r))

2 ×

×
∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) (r1 − r) (r2 − r) 𝑑r1𝑑r2 +

+∇Δ𝑛 (r)

{︃∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r) 𝑑r1 +

+Δ𝑛 (r)

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) (r1 − r) 𝑑r1𝑑r2

}︃
. (14)

Тодi покращене наближення Лебовиця–Перкуса
можна записати у виглядi [8]:

𝛽Δ𝜇cor = 𝑎∇2𝑛(r) + 𝑏 (∇𝑛(r))
2
, (15)

𝑎 =
1

2

∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r)
2
𝑑r1, (16)

𝑏 =
1

6

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) (r1 − r) (r2 − r) 𝑑r1𝑑r2. (17)

Аналiз отриманих результатiв вказує на те, що
лише в обмеженiй системi доданок, пропорцiйний
∇𝑛(r), є вiдмiнним вiд нуля:

𝛽Δ𝜇cor = 𝑎∇2𝑛(r) + 𝑏 (∇𝑛(r))
2
+ c ·∇𝑛(r), (18)

де

c =

∫︁
𝑉

𝑐2 (r1 − r) (r1 − r) 𝑑r1 +

+Δ𝑛(r)

∫︁
𝑉

∫︁
𝑉

𝑐3 (r, r1, r2) (r1 − r) 𝑑r1𝑑r2. (19)

Таким чином, можна зробити висновок про те,
що наближення Лебовиця–Перкуса працює лише
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у випадку нескiнченних систем або обмежених си-
стем, в яких внеском доданку c можна нехтувати
(це справджується лише для систем з деякими ви-
дами симетрiї поверхонь, що їх обмежують). Ситу-
ацiя поблизу критичної точки в присутностi зовнi-
шнього поля (наприклад, гравiтацiйного), потре-
бує особливого пiдходу. Як вiдомо, у самiй крити-
чнiй точцi похiднi ∇𝑛(r) стають сингулярними на
критичнiй iзотермi при 𝑛(0) = 𝑛𝑐, де 𝑛𝑐 – густина
в критичнiй точцi. Тодi в отриманому наближеннi
(19) доданки з градiєнтними членами вiдiграють
головну роль. Проте, якщо врахувати, що рiвня-
ння стану на критичнiй iзотермi можна надати у
виглядi (𝜇 − 𝜇𝑐) ∼ (𝑛 − 𝑛𝑐)

𝛿, де 𝜇𝑐 – хiмiчний по-
тенцiал системи в критичнiй точцi, 𝛿 – критичний
показник (у тривимiрнiй системi 𝛿 ≈ 4,6), то по-
хiднi 𝑑𝑘𝜇

𝑑𝑛𝑘 при наближеннi до критичної точки при
𝑘 ≥ 5 прямують до нескiнченностi. Це означає, що
прямi кореляцiйнi функцiї 𝑐𝑘 (r1, ..., r𝑘) при 𝑘 ≥ 6
стають далекодiючими в критичнiй точцi, i внесок
вiд доданкiв, що мiстять їх пiд iнтегралом, може
стати визначальним при обчисленнi хiмiчного по-
тенцiалу в зовнiшньому полi. Крiм того, природно
зробити висновок про те, що якщо нульовi моменти
прямих кореляцiйних функцiй розбiгаються в кри-
тичнiй точцi, то моменти бiльш високих порядкiв
також будуть розбiгатися.

Одержанi результати свiдчать про те, що далеко
вiд критичної точки можна користуватись рiвнян-
ням (1). Але при наближеннi до критичної точки
роль кореляцiйних доданкiв Δ𝜇corr(r) зростає, i не-
обхiдно користуватись виразом (18), враховуючи
все бiльше число поправочних членiв. У самiй же
критичнiй точцi застосування рiвняння (1), а тим
бiльше (1), викликає сумнiв [17]. Крiм того, в обме-
женiй системi поблизу критичної точки необхiдно
для розрахунку 𝑛(r) користуватись не диференцi-
альним рiвнянням (13), а рiвнянням

𝛽𝑢(r) = 𝛽(𝜇0 − 𝜇(r)) + 𝑎∇2𝑛(r)+

+ 𝑏(∇𝑛(r))2 + c ·∇𝑛(r), (20)

яке мiстить лiнiйний за ∇𝑛(r) доданок. Цей факт
важливий для виконання умов теореми Тихонова
при побудовi загального асимптотичного розкладу
рiшення сингулярно збуреного рiвняння.

3. Висновки

Запропоновано метод для розрахунку хiмiчного
потенцiалу та густини неоднорiдної рiдини в околi

критичної точки шляхом послiдовного врахуван-
ня кореляцiйних доданкiв для систем, що знахо-
дяться пiд впливом радiацiйного опромiнення та
зовнiшнiх полiв. Показано, що в околi критичної
точки врахування кореляцiйних ефектiв призво-
дить до змiни профiлю концентрацiї в об’ємi, який
визначається радiусом кореляцiї вiдповiдної одно-
рiдної системи, а не радiусом дiї сил приповерхне-
вого поля стiнки, що обмежує систему.

Робота була пiдтримана Мiнiстерством освi-
ти i науки України в рамках проєкту “Дифу-
зiйне розповсюдження радiоактивних речовин,
що потрапили в екосистеми внаслiдок засто-
сування ядерної зброї або техногенних аварiй”
№0124U001655.
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D.A.Gavryushenko

A CHANGE IN THE CHEMICAL
POTENTIAL IN LIQUIDS UNDER THE ACTION
OF RADIATION AND AN EXTERNAL FIELD

The influence of the spatial confinement and radiation on the

thermodynamic behavior of the equilibrium properties of liquid

systems has been studied. The theory of spatially confined in-

homogeneous liquids has been generalized in order to take the

correlation effects in such systems into account. The obtained

results allow the spatial distribution of the density in binary

liquid systems subjected to the action of radiation and exter-

nal fields to be calculated in a wide range of thermodynamic

parameters.

Ke yw o r d s: phase transition, critical phenomena, chemi-
cal potential, spatially confined system, equilibrium thermo-
dynamics.
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