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Розглянуто фiзичнi основи застосування сучасних нанотехнологiй для розробки наноро-
змiрних та енергоефективних чутливих датчикiв для систем управлiння малогабари-
тних супутникiв. Практичний iнтерес викликає створення феромагнiтного гiроскопа,
в ролi моделi якого пропонується використати перiодичну структуру (псевдокристал)
з когерентних монодоменних феромагнiтних квантових точок (ФКТ), локалiзованих у
сферичних наноконтейнерах, де вони будуть перебувати у станi квантової левiтацiї.
Внаслiдок ефекту Ейнштейна–де Гааза, ФКТ будуть мати момент iмпульсу, що зберi-
гається у часi. Для контролю за орiєнтацiєю псевдокристала у просторi вiн крiпиться
до рухомої платформи, розмiщеної у зовнiшньому двокомпонентному магнiтному полi
(МП). Статична компонента МП є перпендикулярною до основи псевдокристала, а ди-
намiчна – до його бiчної сторони. За рахунок аналiзу спектра поглинання динамiчного
МП, залежного вiд орiєнтацiї псевдокристала у просторi, iснує можливiсть розраху-
вати кутовi координати його нового положення, якi визначаються взаємною орiєнта-
цiю фiксованого напрямку моменту iмпульсу ФКТ та вектора зовнiшнього статич-
ного МП.
Ключ о в i с л о в а: нанофiзика, наночастинка, феромагнiтна квантова точка, левiтацiя,
гiроскоп, спiн, магнетон, момент iмпульсу.

1. Вступ
Останнiм часом пiдвищений iнтерес викликають
наносупутники, пiд якими розумiють надмалi шту-
чнi супутники стандарту CubeSat (cube satelli-
te). Це “кубики” розмiром 10× 10× 10 сантиме-
трiв i масою до 1 кiлограма. Їхнi зовнiшнi по-
верхнi оснащенi сонячними батареями, а всере-
динi розмiщенi мiкроелектроннi елементи живле-
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ння, системи передавання i приймання сигналiв,
вiдеокамерами для проведення космiчної зйомки
поверхнi Землi, тощо. Недолiки супутникiв стан-
дарту CubeSat у тому, що вони маленькi та ма-
ють обмеженi енергетичнi можливостi. Перевагою
є ширша гама напрямiв дослiджень i технологiй,
якi можна швидко реалiзувати за вiдносно неве-
ликих фiнансових витрат. У зв’язку з цим є пра-
ктично значущим розгляд можливостей нанофiзи-
ки та нанотехнологiй у розробленнi нанорозмiрних
та енергоефективних чутливих датчикiв для си-
стем управлiння малогабаритних супутникiв. При
цьому головний iнтерес викликає створення феро-
магнiтного гiроскопа з нанорозмiрними чутливими
елементами.
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2. Модель нанорозмiрного чутливого
елемента феромагнiтного гiроскопа

В ролi моделi феромагнiтного гiроскопа виберемо
𝑁 сферично–симетричних наноконтейнерiв, в око-
лi центра яких у станi квантової левiтацiї (див. До-
даток) знаходяться феромагнiтнi квантовi точки
(ФКТ), тобто сферично–симетричнi об’єкти ство-
ренi з феромагнiтного матерiалу з характеристи-
чним розмiром 𝑑 6 10 нм (див. далi). З таких еле-
ментарних структур створюється шарувата перiо-

Рис. 1. Модель феромагнiтної квантової точки

Рис. 2. Феромагнiтна квантова точка iнкапсульована у на-
ноконтейнер

Рис. 3. Векторна схема фероманiтного гiроскопа

дична структура з кубiчною симетрiєю (ферома-
гнiтний псевдокристал з кубiчною симетрiєю).

У такiй структурi ФКТ рiвновiддаленi одна
вiд одної на вiдстань 𝑎, яка дорiвнює дiаметру
сферично–симетричного контейнера 𝑎 = 2𝑟0, де
знаходиться ФКТ (див. рис. 1, 2 та рис. 3).

При технологiчнiй реалiзацiї псевдокристала
отримаємо матрицю для ФКТ, в якiй вони будуть
вiддаленi одна вiд одної на вiдстань достатню, щоб
вважати, що мiж ФКТ має мiсце лише магнiтна
диполь-дипольна взаємодiя.

За цих умов знiмається питання впливу симе-
трiї псевдокристала на його макроскопiчнi магнi-
тнi властивостi, тобто мова про кубiчну симетрiю
псевдокристала ведеться лише для конретизацiї
моделi.

У данiй роботi ми зосередимося на аналiзi фi-
зичних принципiв функцiонування феромагнiтно-
го гiроскопа з нанорозмiрними чутливими елемен-
тами (див. рис. 1), що утворюють тривимiрну, пе-
рiодичну, шарувату структуру (див. далi рис. 3)
заданого об’єму 𝑉 (штучний, шаруватий кристал
з нанорозмiрних чутливих елементiв), тобто отри-
манi результати дослiдження будуть мати якiсно–
схематичний характер.

Вiдправною точкою для такого аналiзу ми виб-
рали вiдомий з курсу загальної фiзики ефект Ейн-
штейна–де Гааза [1,3], який полягає у тому, що фе-
ромагнетик пiд час намагнiчування уздовж певної
осi набуває вiдносно неї момент iмпульсу (обер-
тального iмпульсу) L = const, який буде про-
порцiйним магнiтному моменту M феромагнiтного
зразка.

Вiдзначимо, що у роботах [4, 5] висловлювалися
пропозицiї використати класичнi ефекти Ейнште-
йна–де Гааза [1, 3] i Барнетта [6, 8] (ефект Барнет-
та у вiдомому сенсi зворотний ефекту Ейнштейна–
де Гааза) для побудови феромагнiтних гiроскопiв.
Однак у випадку масивних кристалiв цi ефекти,
зважаючи на малiсть їхнiх кiлькiсних показникiв,
мали суто академiчний iнтерес. Водночас у разi на-
нооб’єктiв, що мають квантовi властивостi, ситуа-
цiя може бути якiсно iншою.

Як показують теоретичнi та експериментальнi
дослiдження [9, 14], у феромагнiтних кристалах
магнiтний момент його атомiв, у наслiдок спiн–ор-
бiтальної взаємодiї та магнiтної анiзотропiї, буде
iстотно меншим, нiж сума нескомпенсованих маг-
нетонiв Бора (спiнових магнiтних моментiв елект-
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ронiв) цих же атомiв. У той самий час у наноро-
змiрного феромагнетика з характеристичним роз-
мiром 1 6 𝑑 6 12 нм (де може перебувати вiд 10
до 104 атомiв), внаслiдок перебудови мiжатомної
взаємодiї та переважаючої ролi поверхневих ато-
мiв над об’ємними, нанорозмiрний феромагнетик
стає монодоменним, а його власний магнiтний мо-
мент наближається за своїм значенням до вектор-
ної суми нескомпенсованих магнетонiв Бора ато-
мiв, що входять до його складу, i стає iстотно бiль-
шим [11,12] порiвняно з випадком феромагнiтного
кристала.

Ансамблi нанорозмiрних феромагнiтних утво-
реннь, якi мають властивiсть надзвичайно велико-
го питомого намагнiчування (що iстотно переви-
щує питоме намагнiчування феромагнiтного кри-
стала) у слабких зовнiшнiх магнiтних полях без
виникнення гiстерезису, називають суперпарама-
гнетиками [11,13]. Їх можна розглядати як “великi
блоки” для створення нових матерiалiв i приладiв.

Для досягнення мети роботи необхiдно:
∙ розглянути структуру i проаналiзувати фiзич-

нi властивостi нанорозмiрних чутливих елементiв;
∙ проаналiзувати квантовi стани нанорозмiр-

них чутливих елементiв, якi зумовленi ефектом
Ейнштейна–де Гааза;

∙ розглянути питання квантової левiтацiї нано-
розмiрних чутливих елементiв у сферичному нано-
розмiрному контейнерi;

∙ проаналiзувати механiзм вiдслiдковування
змiни орiєнтацiї псевдокристала вiдносно фiксова-
ного напрямку магнiтного моменту нанорозмiрних
чутливих елементiв за рахунок збереження їх мо-
менту iмпульсу.

Наразi нанорозмiрнi феромагнiтнi утворення по-
трiбного розмiру конструюють, в основному, з iо-
нiв перехiдних елементiв. Вiдомо безлiч [11, 12]
молекул-магнiтiв: 𝑉15, Fe8, Fe10, Fe30, 𝑚𝑛2Ac, 𝑚𝑛6,
𝑚𝑛12 тощо. Вiдзначимо, що технологiя виготовле-
ння нанорозмiрних феромагнiтних утворень нинi
добре розвинута у зв’язку з їх широким застосу-
ванням у медикобiологiчнiй практицi.

Звернемо увагу також на той факт, що наноро-
змiрнi утворення з iонiв перехiдних елементiв бу-
дуть надiленi не тiльки магнiтним моментом, а й
нескомпенсованим електричним зарядом.

Як модель чутливого елементу феромагнiтно-
го гiроскопа розглянемо нанорозмiрну феромагнi-
тну кулю, радiус якої 𝑅 має розмiр порядка 1 6

6 𝑅 6 12 нм. Таке утворення, що буде складатися
з невеликої кiлькостi атомiв (10–104) (див. рис. 1),
називається по-рiзному: наночастинкою, нанокри-
сталом, штучним атомом або квантовою точкою,
оскiльки воно ще має квантовi властивостi. Далi
ми будемо використовувати термiн “феромагнiтна
квантова точка” (ФКТ).

Будемо вважати, що ФКТ iнкапсульована у на-
ноконтейнер у виглядi сфери (див. рис. 2), у
котрої радiус у кiлька десяткiв разiв перевер-
шує радiус ФКТ, де вона буде перебувати у ста-
нi квантової левiтацiї (як матерiальна точка, що
перебуває у сферично–симетричнiй потенцiальнiй
ямi [20] (див. Додаток). Левiтацiя ФКТ необхiдна,
щоб виключити вплив навколишнього середовища
на її динамiку (щодо тертя, то у цьому випадку
воно буде повнiстю вiдсутнiм).

ФКТ цiкавi тим, що надiленi внутрiшнiм, дода-
тковим ступенем вiльностi – монодоменним магнi-
тним моментом m, який зумовлює велике розмаїт-
тя властивостей i дає змогу зондувати й керувати
їхнiм станом за допомогою зовнiшнього магнiтного
поля з напруженiстю H0.

В ролi чутливого елемента феромагнiтного гiро-
скопа пропонується розглядати ФКТ, яка преце-
сує у зовнiшньому магнiтному полi, перебуваючи
у станi квантової левiтацiї, у якої магнiтний мо-
мент m значною мiрою формується її нескомпен-
сованою спiновою пiдсистемою.

Феромагнiтний гiроскоп буде практично значу-
щим за умови, що квантовий момент iмпульсу
ФКТ S, 𝑆 = |S| = 𝑁 ~

2 , який зумовлений її спi-
новою пiдсистемою, що складається з 𝑁 неском-
пенсованих спiнiв, буде iстотно перевищувати її
класичний механiчний момент iмпульсу l0 = 𝐽0𝜔0.
Тут 𝐽0 = 2

5𝑚0𝑅
2 – класичний момент iнерцiї феро-

магнiтної кулi з iнертною масою 𝑚0, радiусом 𝑅,
що обертається з циклiчною частотою класично-
го ефекту Ейнштейна–де Гааза 𝜔0. Лише за умови
виконання цiєї умови, з якої випливає нерiвнiсть

𝜔 ≃ 𝑆/𝐽0 ≫ 𝜔0, (1)

намагнiчена ФКТ перебуватиме у станi оберталь-
ного руху з частотою 𝜔,, тобто виникатиме супер-
ефект Ейнштейна–де Гааза.

В пiдсумку механiчний момент iмпульсу ФКТ j,
що зберiгається, буде визначається формулою

j = l0 + S, S = const, l0 ≪ S. (2)
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Вiдповiдно ми можемо вважати, що вектор момен-
ту iмпульсу псевдокристала J = const визначає-
ться векторною сумою

J =

𝑁∑︁
𝑖=1

j𝑖 ≃
𝑁∑︁
𝑖=1

S𝑖 (3)

нескомпенсованих спiнiв ФКТ, що ранiше було вi-
домо [11, 14] з експериментальних дослiджень.

Величина магнiтного моменту ФКТ визначаєть-
ся ланцюжком формул

𝑚 = 𝜇B𝑁 = 𝜇B
2𝑆

~
= −𝛾𝑆, (4)

де 𝜇B = 𝑒~
2𝑚𝑒𝑐

– магнетон Бора (елементарний ма-
гнiтний момент електрона), а 𝛾 = |𝑒|

𝑚𝑒𝑐
– гiромагнi-

тне вiдношення електрона. Згiдно з формулою (1)
частота обертання ФКТ дорiвнюватиме

𝜔 ≃ 𝑆

𝐽0
=

5

4

𝑁~
𝑚0𝑅2

, 𝑁 ≫ 1, 𝜔 ≫ 𝜔0. (5)

Зробимо оцiнку величини 𝜔.. Очевидно, що вели-
чини 𝑁 i 𝑅 взаємозалежнi. Встановимо мiж ними
функцiональний зв’язок. Для цього ФКТ i її стру-
ктурний елемент будемо розглядати як кулi радiу-
сом 𝑅 i 𝑟𝑎 вiдповiдно, а зв’язок мiж їх об’ємами 𝑉
i 𝑉𝑎 та iнертними масами 𝑚0 i 𝑚𝑎 запишемо таким
чином 𝑉 ≃ 𝑁𝑉𝑎/𝑘, 𝑚0 ≃ 𝑁𝑚𝑎/𝑘,, де 𝑘 – кiлькiсть
нескомпенсованих спiнiв у структурного елемента
ФКТ. Тодi кiлькiсть нескомпенсованих спiнiв ФКТ
𝑁 в об’ємi 𝑉 та величина 𝜔 будуть мати такi пред-
ставлення:

𝑁 = 𝑘
(︁𝑅
𝑟𝑎

)︁3
, 𝜔 =

5

4

𝑘~
𝑚𝑎𝑅2

. (6)

Кiлькiсну оцiнку величин 𝑁 i 𝜔 зробимо на при-
кладi такого структурного елемента ФКТ, як атом
залiза, у якого 𝑚𝑎 = 9,27·10−23 г, 𝑟𝑎 = 1,2·10−8 см,
𝑘 = 4. У цьому випадку для ФКТ з характеристи-
чним розмiром 𝑅 ≃ 1 нм отримаємо

𝑁 ≃ 4 · 72 = 289, 𝜔 ≃ 1,43 · 1011 1
𝑐
. (7)

Iстотно, що ФКТ з 𝑅 ≃ 1 нм у станi квантової ле-
вiтацiї буде обертатися з кутовою швидкiстю по-
рядка 1011 1

𝑐 (рух за iнерцiєю) тiльки за рахунок
наявностi у неї монодоменного магнiтного момен-
ту m, без будь-яких енергетичних витрат (супер-
ефект Ейнштейна–де Гааза).

Для оцiнки величини iндукцiї магнiтного поля
ФКТ 𝐵𝜇B

, зумовленого її магнiтним моментом 𝑚,
використаємо рiвнiсть 𝐵𝜇B

𝑚 ≃ ~𝜔. Звiдси, врахо-
вуючи формули (1), (4), отримуємо

𝐵𝜇B
≃ ~𝜔

𝛾𝑆
=

~
𝛾𝐽0

. (8)

По порядку величини iндукцiя магнiтного поля
ФКТ (8) буде мати таке значення

𝐵𝜇B
≃ 5 · 103 Гс. (9)

Формула (9) свiдчить про те, що магнiтний мо-
мент ФКТ m створює суттєве магнiтодипольне по-
ле, яке буде потрiбно враховувати у подальших
розрахунках.

Таким чином ми знайшли фiзичне обґрунтуван-
ня для використання у перспективi ФКТ як чу-
тливого елемента феромагнiтного гiроскопа.

Корисною для розумiння фiзики штучних маг-
нiтних матерiалiв є робота [15] та цитованi в [15]
науковi публiкацiї, в яких розглядалися магнiтнi
композити, котрi можна створити шляхом вбудо-
ви суперпарамагнiтних наночастинок в рiдку, по-
лiмерну чи тверду просту кубiчну матрицю.

Для побудови приладу на основi моделi псевдо-
кристала, що реально працює, потрiбно врахува-
ти той факт, що ФКТ є квазiкласичним об’єктом,
який слiд iзолювати вiд зовнiшнього впливу за ра-
хунок того чи iншого механiзму левiтацiї.

У профiльнiй науковiй лiтературi можна зна-
йти теоретичний опис рiзних механiзмiв левiта-
цiї макроскопiчних об’єктiв. Найбiльш вiдомим ме-
ханiзмом левiтацiї феромагнiтних макроскопiчних
об’єктiв є ефект Мейснера [16, 19]. Саме ефе-
ктом Мейснера пояснюється левiтацiя надпровiд-
ника над сильним магнiтом (або магнiту над над-
провiдником). Але реалiзацiя левiтацiї упорядко-
ваного ансамбля ФКТ на основi ефекту Мейсне-
ра є малоперспективною у силу її технологiчної
складностi.

З огляду на мету даної роботи, з нашої точки
зору, бiльш перспективною є квантова левiтацiя
ФКТ (яка ранiше не розглядалася у науковiй лi-
тературi) у пiдходящому наноконтейнерi, який вi-
дiграватиме для ФКТ роль глибокої потенцiаль-
ної ями [20]. У цьому випадку проблема iзоляцiї
ФКТ вiд впливу навколишнього середовища вирi-
шується автоматично, за рахунок механiзму кван-
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тової левiтацiї ФКТ у наноконтейнерi (див. Дода-
ток та рис. 2).

З точки зору прикладних застосувань псевдо-
кристал доцiльно жорстко крiпити нижньою гран-
ню до рухомої платформи, яка знаходиться у
зовнiшньому однорiдному магнiтостатичному по-
лi з напруженiстю H0. Магнiтостатичне поле
H0 доцiльно вибрати перпендикулярним до ру-
хомої платформи, на якiй розташовано цей псев-
докристал.

З огляду на закон збереження сумарного момен-
ту iмпульсу ФКТ J = const, змiна орiєнтацiї ру-
хомої платформи у просторi буде призводити до
змiни напрямку вектора повної iндукцiї магнiтно-
го поля Bres, який формується як векторна сума
магнiтостатичного поля H0 та магнiтодипольного
поля псевдокристала B, зумовленого магнiтними
моментами m ФКТ (див. далi). Контроль за iн-
дукцiєю магнiтного поля Bres, у свою чергу, до-
зволить отримати данi про орiєнтацiйну динамiку
лiтального апарата.

З метою контролю за орiєнтацiйною динамi-
кою лiтального апарата над геометричним цен-
тром верхньої гранi псевдокристала необхiдно зак-
рiпити датчик магнiтометра. За його домогою ви-
мiрюється iндукцiя результуючого магнiтного по-
ля Bres = H0 +B. Як буде показано далi у компо-
нентах вектора iндукцiї результуючого магнiтного
поля Bres зосереджуються данi про змiну орiєнта-
цiї псевдокристала у просторi, тобто данi про орi-
єнтацiйну динамiку лiтального апарата.

3. Аналiз динамiки
намагнiченостi псевдокристала

Введемо декартову систему координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍,,
центр якої 𝑂 буде знаходитися у геометричному
центрi псевдокристала, а осi 𝑋,𝑌, 𝑍 паралельнi йо-
го бiчним ребрам. Орти цiєї системи координат по-
значимо таким чином: e𝑥, e𝑦, e𝑥.

Будемо вважати, що вздовж осей 𝑋,𝑌, 𝑍 знахо-
диться по 2𝑁1,2,3 + 1 ФКТ. Тут i далi 𝑁1,2,3 – цiлi
числа. Загальна кiлькiсть ФКТ у псевдокристалi
буде рiвною 𝑁 = (2𝑁1 +1)× (2𝑁2 +1)× (2𝑁3 +1).

Координати кожної ФКТ будуть визначатися
радiус-вектором rn = 𝑎n, n = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3),, де
𝑛1,2,3 = 0,±1,±2, ...,±𝑁1,2,3.

З огляду на властивостi ФКТ [11,12] та їх значну
взаємовiддаленiсть допустимо вважати, що мiж
ними iснує лише магнiтодипольна взаємодiя.

У вибранiй системi координат iндукцiю магнiто-
дипольного поля Bn = Bn(r) ФКТ з координатами
𝑟n можна записати у такому виглядi:

Bn = −

(︃
m

|r− rn|3
− 3

�̂�(r− rn)m

|r− rn|5

)︃
. (10)

Згiдно з принципом суперпозицiї магнiтодиполь-
не поле B𝑑 псевдокристала можна записати таким
чином:

B𝑑 = −
∑︁
n

(︃
m

|r− rn|3
− 3

�̂�(r− rn)m

|r− rn|5

)︃
. (11)

Для подальших викладок доцiльно виразити ве-
ктор (11) через намагнiченiсть псевдокристала:

M =
1

𝑉

∑︁
n

m, або M =
m

𝑎3
(12)

у такому виглядi

B𝑑 = −�̂�(r)M,

�̂� = 𝑎3
∑︀

n

(︃
1

|r− n|3
− 3

�̂�(r− n)

|r− n|5

)︃
,

(13)

де 𝐺 – геометричний фактор (дискретний розмаг-
нiчуючий фактор) псевдокристала, а 𝑉 = 𝑎3𝑁 –
його об’єм.

Згiдно з принципом суперпозицiї iндукцiя маг-
нiтного поля, створеного псевдокристалом у
магнiтостатичному полi H0, буде визначатися
формулою

Bres = H0 +B𝑑. (14)

Оскiльки магнiтнi моменти кожної ФКТ пропор-
цiйнi їх моментам iмпульсу, що зберiгаються, то
i магнiтнi моменти ФКТ також будуть зберiга-
ти свiй напрямок у просторi при змiнi орiєнта-
цiї псевдокристала. Це означає, що у силу збе-
реження моментiв iмпульсу ФКТ, орiєнтацiя ве-
ктора B𝑑 у просторi буде незмiнною. У той са-
мий час при змiнi орiєнтацiї псевдокристала ве-
ктор Bres = H0 +B𝑑 буде змiнюватися, що вiдкри-
ває можливiсть вiдслiдковувати змiну орiєнтацiї
лiтального апарата.

При змiнi орiєнтацiї псевдокристала перехiд до
зв’язаної з ним нової системи координат 𝑂𝑋 ′𝑌 ′𝑍 ′

буде визначатися матрицею
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�̂� =

⎛⎝ 𝑐(𝛾) + 𝑒𝑥
2𝑤(𝛾) 𝑒𝑥𝑒𝑦𝑤(𝛾)− 𝑒𝑧𝑠(𝛾) 𝑒𝑥𝑒𝑧𝑤(𝛾) + 𝑒𝑦𝑠(𝛾)

𝑒𝑦𝑒𝑥𝑤(𝛾) + 𝑒𝑧𝑠(𝛾) 𝑐(𝛾) + 𝑒𝑦
2𝑤(𝛾) 𝑒𝑦𝑒𝑧𝑤(𝛾)− 𝑒𝑥𝑠(𝛾)

𝑒𝑧𝑒𝑥𝑤(𝛾)− 𝑒𝑦𝑠(𝛾) 𝑒𝑧𝑒𝑦𝑤(𝛾) + 𝑒𝑥𝑠(𝛾) 𝑐(𝛾) + 𝑒𝑧
2𝑤(𝛾)

⎞⎠, (15)

𝑠(𝛾) = sin(𝛾), 𝑐(𝛾) = cos(𝛾), 𝑤(𝛾) = 1− cos(𝛾),

де одиничний вектор e = e𝑧′ визначає напрямок
осi 𝑍 ′ системи координат 𝑂𝑋 ′𝑌 ′𝑍 ′, а 𝛾 – кут її
повороту навколо вектора e. Вiдзначимо, що ком-
поненти вектора

e = (sin(𝛼) cos(𝛽), sin(𝛼) sin(𝛽), cos(𝛼))

визначається у системi координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍,, де 𝛼,
𝛽 – полярний та азимутальний кути.

Компоненти магнiтного моменту ФКТ m у си-
стемi координат 𝑂𝑋 ′𝑌 ′𝑍 ′ визначаються матрицею
повороту m′ = �̂�(e, 𝛾)m, а вектор магнiтодиполь-
ного поля в околi точки r очевидно матиме такий
вигляд:

B′
𝑑 =

∑︁
n

�̂�(e, 𝛾)�̂�(r)M. (16)

Застосувати формулу (16) у гiроскопiї, зокрема,
можна таким чином:

1. Магнiтостатичний пiдхiд. У загально-
му випадку iндукцiя результуючого магнiтного по-
ля B′

res в околi датчика магнiтометра буде визна-
чатися формулою

B′
res = H′

0 +B′
𝑑(r

′
𝑁3

). (17)

Оскiльки у данiй постановцi задачi намагнiченiсть
псевдокристала практично однорiдна, то далi iн-
декс 𝑁3 у формулi (17) будемо опускати.

Формула (17) має прикладне значення для гi-
роскопiї, основне завдання якої є вiдслiдкування
змiни орiєнтацiї лiтального апарата.

Так, якщо вектор Bres визначити при H0 = 0 за
допомогою магнiтометра, то формулу (17) можна
буде розглядати як систему трьох рiвнянь вiдно-
сно невiдомих кутiв 𝛼, 𝛽, 𝛾,, якi визначають нову
орiєнтацiю псевдокристала. Тобто можна вважа-
ти, що система рiвнянь (17), яка описую iндукцiю
магнiтного поля феромагнiтного псевдокристала,
є фiзичною основою для розробки феромагнiтного
гiроскопа.

2. Магнiтодинамiчний пiдхiд. Бiльш пер-
спективним з прикладної точки зору виглядає ма-
гнiтодинамiчний пiдхiд. Так, при H0 ̸= 0 магнiтнi

моменти ФКТ m у псевдокристалi будуть перебу-
вати у станi прецесiї. Якщо мiж двома бiчними
гранями псевдокристала створити однорiдне гар-
монiчне магнiтне поле (ГМП) H𝜔 з циклiчною ча-
стотою 𝜔𝑧, перпендикулярне до магнiтостатичного
поля H0, то в околi ларморiвських частот магнi-
тних моментiв ФКТ m виникне iнтенсивне погли-
нання його енергiї. Це явище можна використати
для визначення змiни орiєнтацiї псевдокристала у
просторi.

За умови 𝑁1,2,3 ≫ 1 можна вважати, що основ-
ну роль у поглинаннi енергiї ГМП H𝜔 вiдiграють
ФКТ в об’ємi псевдокристала. Тому будемо вважа-
ти повну iндукцiю магнiтного поля

B′
𝑓 = B𝑑 +H0 +H𝜔 (18)

у межах псевдокристала однорiдною, а за сво-
їм значенням близькою до такої у центрi псевдо-
кристала.

Якщо вибрати розмiри псевдокристала такими,
що 1 ≪ 𝑁3 ≪ 𝑁1,2 то, згiдно з [21, 22], геоме-
тричний фактор (дискретний розмагнiчуючий фа-
ктор) та магнiтодипольне поле будуть мати лише
по однiй вiдмiннiй вiд нуля компонентi

𝐺𝑧′𝑧′ = 4𝜋, B′
𝑑 = (0, 0,−4𝜋𝑀𝑧′). (19)

У цьому наближеннi нелiнiйне динамiчне рiвняння
Ландау–Лiфшиця для намагнiченостi псевдокри-
стала (12) в системi координат 𝑂𝑋 ′𝑌 ′𝑍 ′ матиме
вигляд

𝑑M′

𝑑𝑡
= −𝛾[B′

𝑓 ×M′]− 𝛽

𝑀0
2 [[B

′
𝑓 ×M′]×M′], (20)

𝛾 – гiромагнiтне вiдношення, 0 < 𝛽 ≪ 1 – коефiцi-
єнт затухання, 𝑀0 = |M′|.

Якщо рiвняння (20) скалярно помножити на ве-
ктор M′ i врахувати властивостi змiшаного ве-
кторного добутку у правiй частинi рiвняння (20),
то дiйдемо до висновку, що |M′| = const. Це озна-
чає, що динамiка вектора M′ у магнiтному полi з
iндукцiєю B′

𝑓 зводиться до прецесiї.
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Конкретизуємо напруженiсть зовнiшнього ма-
гнiтного поля H′

𝑓 таким чином:{︂
H′

𝑓 = (𝐻𝜔𝑥′ , 𝐻𝜔𝑦′ , 𝐻0𝑧′ +𝐻𝜔𝑧′),

H′
𝜔 = H′

1𝑒
𝑖𝜔𝑧′ 𝑡

(21)

де 𝜔𝑧′ – циклiчна частота гармонiчного магнiтного
поля. У цьому випадку iндукцiя магнiтного поля
в (20) матиме таке представлення:

B′
𝑓 = B′

𝑑 +H′
𝑓 . (22)

З математичної точки зору рiвняння (20) подiбне
до таких, що аналiзувалися у теорiї магнiтного ре-
зонансу [21, 22] зазвичай при малих кутах вiдхи-
лення мiж векторами M′ i B′

𝑓 . У даному випадку
таке обмеження не прийнятне.

Для розбудови загального розв’язку рiвняння
(20) в ролi пробної функцiї виберемо анзац⎧⎪⎨⎪⎩
𝑀 ′

0𝑥′ = 𝑀0 sin(𝜃) cos(𝜙),

𝑀 ′
0𝑦′ = 𝑀0 sin(𝜃) sin(𝜙),

𝑀 ′
0𝑧′ = 𝑀0 cos(𝜃),

(23)

де 𝑀0 = |M′|. Тут i далi 𝜃 = 𝜃(𝑡) – полярний i
𝜙 = 𝜙(𝑡) – азимутальний кути, якi є динамiчними
змiнними задачi при умовi, що |M′| = 𝑀0 = const.

Мiж компонентами вектора M′ i кутовими ди-
намiчними змiнними 𝜃, 𝜙 має мiсце такий зв’язок:

𝜃 = arccos

(︃
𝑀 ′

0𝑧′

𝑀0

)︃
, 𝜙 = arctg

(︃
𝑀 ′

0𝑦′

𝑀 ′
0𝑥′

)︃
. (24)

Для подальших викладок зручно виразити iнду-
кцiю магнiтного поля B′

𝑓 через потенцiальну енер-
гiю 𝑈 намагiченостi M′ у цьому полi таким чином:

𝐵′
𝑓𝑖 = − 𝜕𝑈

𝜕𝑀 ′
𝑖
= −𝜕𝑈

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑀 ′
𝑖
− 𝜕𝑈

𝜕𝜙

𝜕𝜙

𝜕𝑀 ′
𝑖
, (25)

де 𝑖 = 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′.
Зв’язок мiж компонентами магнiтного поля у де-

картовiй i сферичнiй системах координат знайдено
у такому виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵𝑓𝑥′ = − 𝜕𝑈

𝜕𝑀𝑓𝑥′
= − sin(𝜙)𝐵𝑓𝜙,

𝐵𝑓𝑦′ = − 𝜕𝑈

𝜕𝑀𝑓𝑦′
= +cos(𝜙)𝐵𝑓𝜙,

𝐵𝑓𝑧′ = − 𝜕𝑈

𝜕𝑀𝑓𝑧′
= − 1

sin(𝜃)
𝐵𝑓𝜃,

(26)

де⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐵𝑓𝜃 = − 1

𝑀0

𝜕𝑈

𝜕𝜃
,

𝐵𝑓𝜙 = − 1

𝑀0 sin(𝜃)

𝜕𝑈

𝜕𝜙

(27)

компоненти магнiтного поля B′
𝑓 у сферичнiй си-

стемi координат, якi були знайденi за рахунок фор-
мул (24).

Пiдстановка (26) у (20) пiсля алгебраїчних пере-
творень спрощує їх i надає такий вигляд:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝛾𝐵𝑓𝜙 =

𝛽

𝑀0
𝐵𝑓𝜃,

𝜕𝜙

𝜕𝑡
− 𝛾

sin(𝜃)
𝐵𝑓𝜃 =

𝛽

𝑀0 sin(𝜃)
𝐵𝑓𝜙.

(28)

Система рiвнянь (28) еквiвалентна рiвнянням
Ландау–Лiфшиця (20) i має широку область засто-
сування. Її можна використовувати при довiльнiй
амплiтудi коливань вектора M′, у тому числi при
будь-якому рiвнi нелiнiйностi.

Далi будемо вважати, що ГМП B𝜔 є малим збу-
ренням магнiтостатичного поля H0 i використає-
мо критерiй |H1| ≪ |H0|, для лiнеаризацiї системи
рiвнянь (28) в околi стацiонарного стану системи.
З цiєю метою запишемо потенцiальну енергiю на-
магнiченостi таким чином:

𝑈 = 𝑈0 + 𝑈1, (29)

де перший доданок

𝑈0 = −𝐻0𝑀0 cos(𝜃) + 2𝜋𝑀0
2 cos2(𝜃) (30)

визначає потенцiальну енергiю намагнiченостi M′

у магнiтостатичному полi, а другий

𝑈1 = −𝐻𝜔𝑀0

(︀
sin(𝜃) sin(𝜃1) cos(𝜙− 𝜙1)+

+ cos(𝜃) cos(𝜃1)
)︀
,

𝐻𝜔 = 𝐻1 exp(𝑖𝜔𝑧′𝑡)

(31)

у ГМП H′
𝜔, де 𝜃1 = const, 𝜙1 = const – кутовi

координати вектора H1.
Цiлком зрозумiло, що фiзичний змiст мають ли-

ше дiйснi частини величини 𝑈1 та формул отрима-
них на її основi.
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Пiдстановка (29)–(31) у (27) конкретизує магнi-
тне поле (27) у такому виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵𝑓𝜃 = −𝐻0

(︁
1− 4𝜋

𝑀0

𝐻0
cos(𝜃)

)︁
sin(𝜃)+

+𝐻𝜔

(︀
cos(𝜃) sin(𝜃1) cos(𝜙− 𝜙1)−

− sin(𝜃) cos(𝜃1)
)︀
,

𝐵𝑓𝜙 = −𝐻𝜔 sin(𝜃) sin(𝜃1) sin(𝜙− 𝜙1),

𝐻𝜔 = |H′
1|𝑒𝑖𝜔𝑧′ 𝑡.

(32)

Комбiнацiя формул (28) i (32) надає динамiчним
рiвнянням задачi такий вигляд:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= −

(︀
𝛼𝜔𝜃 − (𝑎𝜙 + 𝛼𝑎𝜃)𝜔1𝑒

𝑖𝜔𝑧′ 𝑡
)︀
sin(𝜃),

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝜔𝜃 + (𝑎𝜃 − 𝛼𝑎𝜙)𝜔1𝑒

𝑖𝜔𝑧′ 𝑡,

(33)

де

𝜔𝜃 = 𝜔0(1− 𝜆 cos(𝜃)), 𝜔0 = 𝛾𝐻0, 𝜆 = 4𝜋
𝑀0

𝐻0
,

𝑎𝜃 = ctg(𝜃) sin(𝜃1) cos(𝜙− 𝜙1)− cos(𝜃1),

𝑎𝜙 = sin(𝜃1) sin(𝜙− 𝜙1),

𝛼 =
𝛽

𝛾𝑀0
𝜔1 = 𝛾𝐻1.

(34)

Рiвняння (33) точнi. Спочатку розглянемо стацiо-
нарну динамiку вектора намагнiченостi M′ у ма-
гнiтостатичному полi H′

0 у залежностi вiд рiзних
факторiв.

У найпростiшому випадку, тобто без врахування
розмагнiчуючого поля та процесiв дисипацiї 𝛽 = 0,
розв’язки рiвнянь (28) будуть мати такий вигляд:{︂
𝜃 = 𝜃0 = const,
𝜙 = 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔0𝑡, 𝜑0 = const,

(35)

тобто динамiка вектора M′ зводиться до прецесiї
навколо вектора H′

0 з циклiчною частотою 𝜔0 =
= 𝛾H′

0, як i повинно бути.
Якщо врахувати розмагнiчуюче поле при 𝛽 = 0,

то розв’язки рiвнянь (28)⎧⎨⎩
𝜃 = 𝜃0 = const,
𝜙 = 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔𝜃0𝑡, 𝜑0 = const,
𝜔𝜃0 = 𝜔0

(︀
1− 𝜆 cos(𝜃0)

)︀ (36)

набудуть нову якiсть, а саме частота прецесiї 𝜔0 →
→ 𝜔𝜃0 стає залежною вiд кута 𝜃0 мiж напрямами
векторiв H′

0 i M′
0.

Процеси дисипацiї 𝛽 ̸= 0 суттєво ускладнюють
розв’язки системи рiвнянь (28). Так, без впливу
розмагнiчуючого поля при 𝛽 ̸= 0 вони будуть мати
у своему складi неявну функцiю вiдносно динамi-
чної змiнної 𝜃⎧⎨⎩tg

(︂
𝜃

2

)︂
= tg

(︂
𝜃0
2

)︂
𝑒−𝛼𝜔0𝑡, 𝜃0 = const,

𝜙 = 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔0𝑡, 𝜑0 = const.
(37)

Формули (37) описують затухаючу прецесiю з ча-
стотою 𝜔0 та параметром затухання 𝛼𝜔0.

У найбiльш загальному випадку магнiтоста-
тична динамiка намагнiченостi M′ буде описува-
тися розв’язками системи рiвнянь (28)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴(𝜃) = 𝐴(𝜃0)𝑒

−𝛼𝜔0𝑡,

𝜙 = 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔0

(︁
𝑡− 𝜆

𝑡∫︁
0

cos(𝜃(𝜏))𝑑𝜏
)︁
,

(38)

отриманими при H′
𝜔 = 0, де

𝐴 =
tg
(︁
𝜃
2

)︁ 1
1−𝜆

(︁
tg
(︁
𝜃
2

)︁2
+ 1−𝜆

1+𝜆

)︁ 𝜆
1−𝜆2

, (39)

якi виражаються через неявну функцiю вiдносно
динамiчної змiнної 𝜃. Очевидно, що при 𝜆 = 0 фор-
мули (38) зводяться до формул (37).

Отриманi розв’язки (38) системи рiвнянь (28)
при H′

𝜔 = 0 будуть точними. З (38) випливає, що
розмагнiчуюче поле та процеси дисипацiї суттєво
впливають на характер прецесiї вектора M′.. Так
циклiчна частота прецесiї

𝜔𝜃0 = 𝜔0

(︁
1− 𝜆 cos(𝜃)

)︁
(40)

буде залежати вiд кута 𝜃 мiж векторами M′ та
H′

0, який до того ж повiльно змiнюється з часом
у промiжку 0 < 𝜃 < 𝜃0 за рахунок дисипативних
процесiв (0 < 𝛽 ≪ 1).

Далi розглянемо вплив ГМП H′
𝜔 (див. рис. 3)

на динамiку вектора намагнiчення псевдокристала
M′. Оскiльки ця задача є суттєво нелiнiйною, то
точний розв’язок системи рiвнянь (28) знайти не
має можливостi. Тому обмежимося їх розв’язком
у лiнiйному наближеннi.
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Зазвичай у теорiї феромагнiтного резонансу при
лiнеаризацiї рiвняння Ландау–Лiфшиця викори-
стовують метод Смiта–Сули [23, 25]. При його за-
стосуваннi в ролi опорного розв’язку для динамi-
чних рiвнянь задачi використовують умову рiвно-
ваги намагнiченостi, коли ефективне магнiтне по-
ле (27) дорiвнює нулю. Але у данiй роботi, вна-
слiдок ефекту Енштейна–де Гази [1, 3], такий стан
намагнiченостi неможливий. Намагнiченiсть у да-
ному випадку завжди буде перебувати у станi пре-
цесiї. Тому тут в ролi опорного розв’язку при лi-
неаризацiї системи рiвнянь (28) буде потрiбно ви-
бирати їх стацiонарнi розв’язки (36) або (38).

З огляду на характер збурень системи гармонiч-
ним магнiтним полем H′

𝜔 динамiчнi змiннi задачi
виберемо у такому виглядi:

𝜃 = 𝜃0 + 𝛿𝜃, 𝜙 = 𝜙0 + 𝛿𝜙, 𝛿𝜃 ≪ 1, 𝛿𝜙 ≪ 1, (41)

де величини 𝜃0 = const, 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔𝜃0𝑡, вiдповi-
дають стацiонарному стану системи, який визна-
чається розв’язками (36) системи рiвнянь (28) без
врахування процесiв дисипацiї (𝛽 = 0). Далi ми їх
врахуємо [21, 22] стандартною редукцiєю частоти
𝜔𝜃0 → 𝜔𝜃0 + 𝑖𝛼𝜔𝑧′ .

Використавши представлення (41) для динамiч-
них змiнних задачi у (32) та (28) знайдемо систему
неоднорiдних лiнiйних рiвнянь для величин 𝛿𝜃, 𝛿𝜙
у такому виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝛿𝜃

𝑑𝑡
= 𝜔1 sin(𝜃1) sin(𝜒1)𝑒

𝑖𝜔𝑧′ 𝑡,

𝑑𝛿𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔1

(︀
ctg(𝜃0) sin(𝜃1) cos(𝜒1)−

− cos(𝜃1)
)︀
𝑒𝑖𝜔𝑧′ 𝑡,

(42)

де 𝜔1 = 𝛾𝐻1, 𝜒1 = 𝜙0 − 𝜙1, 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔𝜃0𝑡.
Розв’язки системи рiвнянь (42)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛿𝜃 =
𝜔1𝜔𝑐𝑠(𝜒1)

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

sin(𝜃1)𝑒
𝑖𝜔𝑧′ 𝑡,

𝛿𝜙 = −
(︂
𝜔1𝜔𝑠𝑛(𝜒1)

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

ctg(𝜃0) sin(𝜃1)+

+
𝜔1

𝑖𝜔𝑧′
cos(𝜃1)

)︂
𝑒𝑖𝜔𝑧′ 𝑡,

(43)

де

𝜔𝑐𝑠 = 𝜔𝜃0 cos(𝜒1) + 𝑖𝜔𝑧′ sin(𝜒1),

𝜔𝑠𝑛 = 𝜔𝜃0 sin(𝜒1)− 𝑖𝜔𝑧′ cos(𝜒1),
(44)

мають чiтко виражений резонанс в околi частоти
𝜔𝜃0 = 𝜔0

(︀
1 − 𝜆 cos(𝜃0)

)︀
, яка залежить вiд параме-

тра 𝜃0. Окрiм того амплiтуди коливань величин 𝛿𝜃
i 𝛿𝜙 будуть функцiями часу, оскiльки величина 𝜒1

у (44) є перiодичною функцiєю часу, що суттєво
впливає на динамiку вектора M′. Звернемо також
увагу на те, що у випадку колiнеарностi векторiв
H′

1 i H′
0 (𝜃1 = [0, 𝜋]) гармонiчне магнiтне поле H′

𝜔

фактично не впливає на динамiку вектора M′. У
зв’язку з цим далi будемо розглядати випадки, ко-
ли 𝜃1 = 90∘.

Для чисельного аналiзу задачi перейдемо до без-
розмiрних змiнних, а саме

𝜏 = 𝜔0𝑡, 𝜔𝜃0 =
𝜔𝜃0

𝜔0
, 𝜔𝑧′ =

𝜔𝑧′

𝜔0
, 𝜔1 =

𝜔1

𝜔0
,

𝜔𝑐𝑠 =
𝜔𝑐𝑠

𝜔0
, 𝜔𝑠𝑛 =

𝜔𝑠𝑛

𝜔0
, 𝜙0 = 𝜑0 − 𝜔𝜃0𝜏.

(45)

Якщо у записi формул (43), (44) зробити замiни,
згiдно з (45), то вони збережуть свою форму i бу-
дуть представляти вирази для величин 𝛿𝜃, 𝛿𝜙 у
безрозмiрних змiнних (45).

Спочатку розглянемо вiльну прецесiю вектора
вiдносної намагнiченостi J = M

𝑀0
на основi формул

(36) у безрозмiрних змiнних (45) для таких значень
полярного кута: 𝜃0 = [30∘, 60∘, 90∘] та параметра
розмагнiчування 𝜆 = 0,25. Графiк прецесiй за цих
умов зображено на рис. 4. Вiдзначимо траєкторiю
руху вектора J при 𝜃0 = 90∘ як опорну. Зокрема
у цьому випадку розмагнiчуюче поле на динамiку
вектора J не має нiякого впливу, а перiод прецесiї
i радiус орбiти дорiвнюють 𝜏90∘ = 2𝜋, 𝑟90∘ = 2𝜋
вiдповiдно. Вiдзначимо, що площини орбiт вектора
J тут паралельнi площинi 𝑂′𝑋 ′𝑌 ′.

Що стосується перiоду прецесiї вектора J за
решти умов, то вiн буде визначатися формулою
𝜏𝜃0 = 2𝜋

1−𝜆 cos(𝜃0)
. Ця формула роз’яснює чому на

рис. 4 зображенi не завершенi траєкторiї руху ве-
кторiв J𝜃0 з перiодом обертання 𝜏𝜃0 > 𝜏90∘ на про-
мiжку часу 0 ≥ 𝜏 ≥ 𝜏90∘ .

Розглянемо вплив частоти ГМП H′
𝜔 на прецесiю

вектора M′. Вiдповiднi графiки траєкторiй руху
вектора J зображенi на рис. 5, де Δ𝜔 – вiдхилення
частоти 𝜔 вiд частоти резонансу. Кожна траєкто-
рiя розраховувалася у межах вiдповiдного перiоду
обертання вектора J.

Iз графiкiв (5) випливає, що ГМП H′
𝜔 суттєво

впливає на динамiку вектора M′ тiльки в околi
частоти резонансу.
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Рис. 4. Траєкторiї руху вектора вiдносної намагнiченостi
J при певних значеннях полярного кута 𝜃0

Далi розглянемо залежнiсть траєкторiй руху ве-
ктора намагнiченостi M′ псевдокристала вiд ве-
личини амплiтуди H′

1 ГМП в умовах резонансу.
Вiдповiднi графiки для ряду значень величини
𝜔1 = 𝛾|H′

1| наведено на рис. 6. При побудовi графi-
кiв (рис. 6), як i ранiше, кожна траєкторiя розрахо-
вувалася у межах вiдповiдного перiоду обертання
вектора J. З графiкiв (рис. 6) видно, що характер
траєкторiй руху вектора M′ суттєво залежить вiд
полярного кута 𝜃0 i амплiтуди ГМП H′

1, навiть при
незначних змiнах величини 𝜔1 = 𝛾𝐻1.

4. Поглинання енергiї
гармонiчного магнiтного
поля псевдокристалом

Для аналiзу iнтенсивностi поглинання енергiї
ГМП H′

𝜔 необхiдно знайти тензор магнiтної
сприйнятливостi �̂�, який визначається варiацiйни-
ми похiдними

𝜒𝑖′𝑗′ =
𝛿𝑀𝑖′

𝛿𝐻 ′
𝜔𝑗′

, 𝑖′, 𝑗′ = 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′. (46)

Для конкретизацiї формули (46) спочатку перепи-
шемо вирази (43) для 𝛿𝜃 i 𝛿𝜙 через декартовi ком-
поненти вектора H′

𝜔 таким чином:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛿𝜃 = 𝛾
𝜔𝑐𝑠(𝜙0)𝐻1𝑥′ + 𝜔𝑠𝑛(𝜙0)𝐻1𝑦′

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

𝑒𝑖𝜔𝑡,

𝛿𝜙 = −𝛾

(︃
𝜔𝑠𝑛(𝜙0)𝐻1𝑥′ − 𝜔𝑐𝑠(𝜙0)𝐻1𝑦′

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

×

× ctg(𝜃0) +
1

𝑖𝜔𝑧′
𝐻1𝑧′

)︃
𝑒𝑖𝜔𝑡.

(47)

Комбiнацiя формул (23), (41), (46), (47) дозволяє
знайти тензор магнiтної сприйнятливостi �̂� псевдо-
кристала у декартовiй системi координат у такому
виглядi:

�̂� =

⎛⎝ 𝜏𝑐𝑠𝜔𝜃0 −𝑖𝜏𝑐𝑠𝜔𝑧′ 𝜒𝑠𝑛

𝑖𝜏𝑐𝑠𝜔𝑧′ 𝜏𝑐𝑠𝜔𝜃0 −𝜒𝑐𝑠

−𝜏𝑠𝑛𝜔𝑐𝑠 −𝜏𝑠𝑛𝜔𝑠𝑛 0

⎞⎠, (48)

𝜏𝑐𝑠 =
𝛾𝑀0 cos(𝜃0)

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

, 𝜒𝑠𝑛 =
𝛾𝑀0 sin(𝜙0)

𝑖𝜔𝑧′
sin(𝜃0),

𝜏𝑠𝑛 =
𝛾𝑀0 sin(𝜃0)

𝜔𝜃0
2 − 𝜔𝑧′2

, 𝜒𝑐𝑠 =
𝛾𝑀0 cos(𝜙0)

𝑖𝜔𝑧′
sin(𝜃0).

Несподiвано тензор �̂� отримав зовсiм просту кон-
струкцiю.

Вираз (48) для тензора магнiтної сприйнятли-
востi псевдокристала �̂� є остаточною формулою
у данiй роботi. Суттєво, що магнiтна сприйнятли-
вiсть �̂� має резонанс в околi частоти 𝜔𝜃0 = 𝜔0(1−
−𝜆 cos(𝜃0)), яка, у свою чергу, залежить вiд кута
𝜃0 мiж векторами H′

0 i M′
0.

Звернемо увагу також на те, що компоненти
𝜒𝑥𝑥, 𝜒𝑥𝑦, 𝜒𝑦𝑥, 𝜒𝑦𝑦 тензора �̂� мають стандартну
конструкцiю, яка зустрiчається у роботах з те-
орiї фероманiтного резонансу [21, 22]. В той са-
мий час iншi компоненти тензора мають суттєвi
вiдмiнностi.

Так, компоненти 𝜒𝑧𝑥 та 𝜒𝑧𝑦 тензора �̂� є перi-
одичними функцiями часу. Пояснюється це тим,
що в основному станi намагнiченiсть псевдо-
кристала внаслiдок ефекту Ейнштейна–де Гааза
знаходиться у станi прецесiї. На рахунок компо-
нент 𝜒𝑧𝑥 та 𝜒𝑧𝑦 слiд вiднести нетривiальну дина-
мiку намагнiченостi псевдокристала (див. рис. 5,
6), яка зумовлена ГМП H′

𝜔 = (𝐻1𝑥′ , 𝐻1𝑦′ , 0)×
× exp(𝑖𝜔𝑡).

Щоб врахувати дисипативнi процеси у псевдо-
кристалi у компонентах тензора (48), згiдно з [21,
22], необхiдно виконати редукцiю частоти 𝜔𝜃0 →
→ 𝜔𝜃0 + 𝑖𝛼𝜔𝑧′ . Iнтенсивнiсть поглинання енергiї
ГМП, згiдно з [21, 22], визначається формулою

𝑄 =
𝜔𝑧′

8𝜋
Im
(︀
H′

1𝜔
*�̂�H′

1𝜔

)︀
. (49)

У данiй роботi прiоритетною є така конфiгурацiя
ГМП H′

𝜔 = (𝐻1𝑥′ , 0, 0) exp(𝑖𝜔𝑧′𝑡). У цьому випадку
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а б в
Рис. 5. Траєкторiї руху вектора вiдносної намагнiченостi J для Δ𝜔 = −0,1 (а), 0 (б ), 0,1 (в), 𝜔1 = 0,0075. При побудовi
графiкiв вибиралися такi значення параметрiв: 𝜆 = 0,25, 𝛼 = 0,01, 𝜑0 = 0, 𝜙1 = 45∘, якi задовiльняють умови (41)

а б в
Рис. 6. Траєкторiї руху вектора вiдносної намагнiченостi J для 𝜔1 = 0,0025 (а), 0,005 (б ), 0,0075 (в) в умовах резо-
нансу Δ𝜔 = 0. При побудовi графiкiв вибиралися такi значення параметрiв: 𝜆 = 0,25, 𝛼 = 0,01, 𝜑0 = 0, 𝜙1 = 45∘, якi
задовольняють умови (41)

формула (49) набуває простого вигляду⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑄 =

𝜔𝑧′

8𝜋

(︂
𝛾𝑀0

𝛼𝜔𝑧′Δ+

Δ−
2 +Δ0

2 cos(𝜃0)

)︂
𝐻1

2,

Δ± = 𝜔𝜃0
2 ± (1 + 𝛼2)𝜔𝑧′2,

Δ0 = 2𝛼𝜔𝑧′𝜔𝜃0 .

(50)

На рис. 7 наведенi графiки залежностей форм-
фактора 𝐹 = 𝐹 (𝜃0, 𝜔) iнтенсивностi поглинання
енергiї ГМП H1𝜔 вiд головних параметрiв задачi,
який визначається таким чином:

𝐹 = 8𝜋
𝑄(𝜔, 𝜃0)

𝛾𝑀0𝐻1
2 . (51)

Резонансна частота, на якiй вiдбувається iнтенсив-
не поглинання енергiї ГМП H1𝜔 визначається з

умови екстремуму функцiї 𝐹 = 𝐹 (𝜃0, 𝜔) i має та-
кий вигляд:

𝜔res = 𝜔𝜃0

√︃
2(1 + 𝛼2)1/2

3 + 𝛼2(2− 𝛼2)
+

1

3− 𝛼2
. (52)

Iз виразу (52) зрозумiло, що параметр затухання
𝛼 ≪ 1 слабо впливає на величину 𝜔res ≃ 𝜔𝜃0 .

Залежнiсть резонансної частоти 𝜔res вiд поляр-
ного кута 𝜃0 наведена на рис. 8

Iз рис. 7, 8 видно, що з ростом полярного кута
𝜃0 резонансна частота 𝜔res зростає, а iнтенсивнiсть
поглинання енергiї ГМП H1𝜔 спадає.

Таким чином встановлена залежнiсть амплiтуд-
но-частотної характеристики iнтенсивностi погли-
нання енергiї ГМП H1𝜔 псевдокристалом вiд його
орiєнтацiї у просторi (змiнi орiєнтацiї вектора H′

0
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Рис. 7. Залежностi форм-фактора 𝐹 = 𝐹 (𝜃0, 𝜔) iнтенсив-
ностi поглинання енергiї ГМП H1𝜔 вiд головних параметрiв
задачi, якi були розрахованi з 𝜆 = 0,25, 𝛼 = 0,01

Рис. 8. Залежнiсть циклiчної частоти 𝜔𝜃0 вiд полярного
кута 𝜃0 з 𝜆 = 0,25, 𝛼 = 0,01

при незмiннiй орiєнтацiї вектор M′
0 (див. рис. 3))

може бути покладена в основу розробки ферома-
гнiтного гiроскопа.

Висновки

Показано, що ФКТ, iнкапсульована у наноконтей-
нерi з характеристичним розмiром, який у кiлька
десяткiв разiв бiльший за характеристичний роз-
мiр ФКТ, може використовуватися як чутливий
елемент ферромагнiтного гiроскопа.

Сам феромагнiтний гiроскоп формується як
тривимiрна, перiодична, шарувата структура

(штучний шаруватий кристал (псевдокристал)) з
чутливих елементiв (див. рис. 1, 3), жорстко
закрiплена на рухомiй платформi, яка перебуває у
зовнiшньому двокомпонентному магнiтному полi
H = (𝐻𝜔, 0, 𝐻0). Статичний вектор напруженостi
магнiтного поля H0 вибирається строго перпенди-
кулярним до основи псевдокристала, а динамi-
чний вектор H𝜔 = H1 cos(𝜔𝑧𝑡) до його бiчної
гранi.

Перед використанням феромагнiтного гiроскопа
монодоменнi магнiтнi моменти ФКТ m необхiдно
зорiєнтувати вздовж вектора H0 зовнiшнiм маг-
нiтним iмпульсом.

Через закон збереження моменту iмпульсу L =
= const, феромагнiтний гiроскоп зберiгатиме фi-
ксованi напрямки намагнiченостi M0, незалежно
вiд змiни напрямку вектора H0 перпендикуляр-
ного до рухомої платформи. При цьому змiна вза-
ємної орiєнтацiї векторiв M0 i H0 буде супровод-
жуватися змiною амплiтудно-частотної характе-
ристики iнтенсивностi поглинання енергiї ГМП. Її
спектральний аналiз дасть змогу судити про змi-
ни в орiєнтацiї рухомої платформи i формувати
потрiбнi керуючi сигнали.

Вiдзначимо, що формально структура спектра
поглинання ФКТ енергiї ГМП подiбна до такої,
що зустрiчається у дослiдженнях феромагнiтного
резонансу. Це дозволить використати досвiд радiо-
спектроскопiї у розробцi феромагнiтних гiроскопiв
з нанорозмiрними чутливими елементами.

Суттєво, що у запропонованiй моделi феромаг-
нiтного гiроскопа вiдсутнi будь-якi механiчнi ком-
поненти. Така особливiсть моделi зможе пiдвищи-
ти надiйнiсть конструкцiї i довести чутливiсть фе-
ромагнiтних гiроскопiв до рiвня, досягнутого у ра-
дiоспектроскопiї.

Кiлькiсть чутливих елементiв феромагнiтного
гiроскопа визначається вимогами до iнтенсивностi
поглинання енергiї ГМП ФКТ, яка, у свою чергу,
залежить вiд чутливостi радiоспектрометра, який
використовується для спектрального аналiзу.

ДОДАТОК:
Механiзм квантової левiтацiї
феромагнiтної квантової точки

ФКТ є квазикласичним об’єктом, який зберiгає квантовi
властивостi. Тому динамiку ФКТ у наноконтейнерi допу-
стимо розглядати методами квантової механiки. Оскiльки
об’єм ФКТ значно менший за об’єм наноконтейнера i ФКТ
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не може вийти за межi наноконтейнера, тому далi розгля-
немо ФКТ в рамках моделi матерiальної точки, що знахо-
диться у глибокiй потенцiальнiй ямi з радiусом 𝑟0

𝑊 =

{︂
∞ при 𝑟 > 𝑟0,

0 при 𝑟 6 𝑟0,
(53)

де 𝑟 – радiальна координата ФКТ у наноконтейнерi.
Потенцiальнiй енергiї (53) у межах наноконтейнера

вiдповiдає радiальне стацiонарне рiвняння Шредiнгера
�̂�𝑅(𝑟) = 𝐸𝑅(𝑟) доповнене граничною умовою 𝑅(𝑟 > 𝑟0) =

= 0, яке конкретизується у такому виглядi [20]:

𝑑2𝑅

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑𝑅

𝑑𝑟
+

(︁
𝑘2 −

𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2

)︁
𝑅 = 0, (54)

де 𝑘2 = 2𝑚0𝐸
~2 , 𝑙 = 0, 1, 2, 3, ... – орбiтальне квантове число,

𝐸 – енергiя ФКТ, 𝑅 = 𝑅(𝑟) – радiальна частина її хвильової
функцiї, яка задовольняє умову нормування
∞∫︁
0

𝑅(𝑟)2𝑟2𝑑𝑟 = 1. (55)

Замiною змiнної 𝜌 = 𝑘𝑟 рiвняння (55) зводиться до вигляду
рiвняння Беселя:

𝑑2𝑅

𝑑𝜌2
+

2

𝜌

𝑑𝑅

𝑑𝜌
+

(︁
1−

𝑙(𝑙 + 1)

𝜌2

)︁
𝑅 = 0, 𝑅 = 𝑅(𝜌). (56)

З двох розв’язкiв рiвняння (56) забезпечує скiнченнiсть хви-
льової функцiї при 𝜌 6 0 сферична функцiя Бесселя [26]

𝑅 = 𝐶𝑗 𝑗𝑙(𝜌), 𝑗𝑙 =

√︂
𝜋

2𝜌
𝐽𝑙+1/2(𝜌), (57)

де 𝐶𝑗 – сталi iнтегрування, значення яких визначаються
з умов нормування, 𝐽𝑙+1/2 – функцiя Бесселя напiвцiлого
порядку.

Нормованi радiальнi хвильовi функцiї ФКТ матимуть та-
кий вигляд:

𝑅𝑙 = 2𝑘𝑗𝑙(𝑘𝑟) =

√︂
2𝜋𝑘

𝑟
𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑟). (58)

Згiдно з властивостями функцiї 𝑗𝑙 = 𝑗𝑙(𝑘𝑟) [26] у цен-
трi наноконтейнера хвильова функцiя ФКТ апроксимує-
ться виразом

𝑅𝑙 ≈
2𝑘𝑙+1

(2𝑙 + 1)!!
𝑟𝑙. (59)

При 𝑘𝜌 > 0 хвильова функцiя дорiвнює нулю, оскiль-
ки ФКТ не може перебувати за межами наноконтейнера. З
умови неперервностi хвильової функцiї при 𝑘𝜌 = 𝑟0 знахо-
димо умову квантування енергiї ФКТ у наноконтейнерi:

𝑗𝑙(𝑘𝑟0) = 0. (60)

Якщо позначити коренi сферичної функцiї Бесселя через
𝑥𝑛𝑙,, де 𝑛 = 1, 2, 3, ... – головне квантове число, то з (60)
отримаємо дискретнi значення для енергiї ФКТ:

𝑘 → 𝑘𝑛𝑙 =
𝑥𝑛𝑙

𝑟0
, 𝐸𝑛𝑙 =

~2𝑥𝑛𝑙
2

2𝑚0𝑟0
. (61)

У даному випадку, з усiєї множини квантових станiв ФКТ
у наноконтейнерi, нас цiкавить її основний стан, якому вiд-
повiдають квантовi числа 𝑛 = = 1, 𝑙 = 0 i корiнь сферичної
функцiї Бесселя 𝑥10 = 6,283.. Отже, у основному станi ФКТ
буде надiлена кiнечним значенням енергiї

𝐸10 =
~2

2𝑚0𝑟0
6,283 ̸= 0, (62)

а її хвильова функцiя (58) матиме максимум у центрi нано-
контейнера, монотонно зменшуючись до нуля у напрямку
до його межi. Це означає, що найiмовiрнiше ФКТ буде пере-
бувати у центрi наноконтейнера, тобто ФКТ перебуватиме
у станi квантової левiтацiї (у безконтактному станi з будь-
якими елементами зовнiшнього середовища).

ФКТ, що складається з атомiв залiза i має характерис-
тичний розмiр 𝑅 = 1 нм, будучи розмiщеною у контейнерi з
характеристичним розмiром 𝑟0 = 10 нм, в основному станi
буде мати таке значення енергiї:

𝐸10 = ~𝜔10, 𝜔10 = 3 · 104
1

c
. (63)

Оскiльки дана робота має якiсно-схематичний характер, то
отриманi в цьому додатку результати будуть цiлком задо-
вiльними.
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N.M.Chepilko, S.A. Ponomarenko

PHYSICAL PRINCIPLES
OF A FERROMAGNETIC GYROSCOPE
WITH NANOSCALE SENSITIVE ELEMENTS

Physical principles of applying modern nanotechnologies to de-

velop nano-sized and energy-efficient sensitive elements for con-

trol systems in small satellites have been considered. Of prac-

tical interest is the creation of a ferromagnetic gyroscope. As

its model, a periodic structure (a pseudocrystal) of coherent

monodomain ferromagnetic quantum dots (FQDs) localized in

spherical nanocontainers, where they are expected to dwell

in the quantum levitation state, is proposed. Owing to the

Einstein–de Haas effect, those FQDs would retain their an-

gular momentum over time. To control the pseudocrystal ori-

entation in space, the pseudocrystal is mounted on a movable

platform located in an external two-component magnetic field

(MF). The static component of the MF is perpendicular to

the pseudocrystal base, and the dynamic component is per-

pendicular to the pseudocrystal lateral side. By analyzing the

absorption spectrum of the dynamic MF and its dependence on

the pseudocrystal orientation in space, it is possible to calcu-

late the angular coordinates of the new pseudocrystal position,

which are determined by the relative orientations of the fixed

direction of the FQD’s angular momentum and the vector of

the external static MF.

Ke yw o r d s: nanophysics, nanoparticle, ferromagnetic quan-
tum dot, levitation, gyroscope, spin, magneton, angular
momentum.
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