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Керуючись фiзичними потребами, ми задiяли обертально-iзотропну кулю Пуанкаре,
розглядаючи вкладене в неї доповнення кiлець Борромео. Послiдовно описано геометрiю
доповнення та реалiзовано фундаментальну групу як пiдгрупу iзометрiй у трьох ви-
мiрах. Застосовуючи цю реалiзацiю, ми виявили нормальну стохастизацiю та муль-
тифрактальну поведiнку у дослiджуванiй моделi напрямлених випадкових блукань на
вкорiненому деревi Кейлi, чиї шестигiлковi графи пов’язуються з дендритними полiме-
рами. Згiдно iз Пеннером, побудовано простiр Тейхмюллера декорованої iдеальної октае-
дричної поверхнi, пов’язаної з фактор-простором дiї фундаментальної групи. З викори-
станням конформностi декорацiї означено шiсть модулiв i групу класiв вiдображення,
породжену циклiчними перестановками. Маючи намiр квантувати геометричну пло-
щу, ми сформулювали зв’язок мiж iндукованою геометрiєю та моделлю синус-Гордона.
Завдяки цiй вiдповiдностi отримано диференцiальну двоформу в кодотичному розшару-
ваннi простору модулiв.
К люч о в i с л о в а: доповнення кiлець Борромео, фундаментальна група, дерево Кейлi,
випадковi блукання, декорований простiр Тейхмюллера, рiвняння синус-Гордон.

1. Вступ

Численнi фiзичнi задачi вимагають формулюван-
ня в iзотропному тривимiрному просторi, прикла-
дом якого слугує модель одиничної кулi Пуанкаре
з власною групою iзометрiй, якi включають триви-
мiрнi обертання. Її гiперболiчнiсть передбачає роз-
гляд геометричних структур з негативною ойле-
ровою характеристикою, яка визначає число то-
пологiчних ступенiв вiльностi, також застосовних
у фiзичних моделях. Тут ми зосередимося на до-
повненнi кiлець Борромео (ДКБ), якi представля-
ють найпростiше бруннове зачеплення [1], i деяких

Цит у в а н н я:НазаренкоАнтонА.,НазаренкоА.В. Струк-
тури, пов’язанi з доповненням кiлець Борромео в кулi Пу-
анкаре. Укр. фiз. журн. 69, № 7, 499 (2024).
C i t a t i o n: Nazarenko Anton A., Nazarenko A.V. Structu-
res associated with the Borromean rings’ complement in the
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структурах, пов’язаних з ним. Вивчаючи їх, ми до-
тримуємося вибраної просторової моделi, хоча ча-
сто використовувана модель Кляйна математично
зручна завдяки групi iзометрiй 𝑆𝐿(2,C) [2–4].

Маючи справу з основними гомотопiчними гру-
пами зачеплення i декорованого простору Тей-
хмюллера [5], ми прагнемо створити основу, при-
датну для подальшого використання у фiзицi 1. Це
робиться через зв’язок кiлець Борромео iз кванто-
вою заплутанiстю [6, 7], тримером Єфiмова [8, 9],
полiмерами [10], а також для розвитку квантової
геометрiї, тобто знаходження спектрiв квантова-
них геометричних характеристик [11] i/або вико-
ристання квантових груп [12]. Останнє, на нашу
думку, має концептуальне значення, i тому розпо-
чатi тут дослiдження мають перспективу.

1 Ми змушенi опустити тут детальний огляд багатьох робiт,
присвячених вивченню i використанню кiлець Борромео,
але звертаємо увагу на деякi областi їх прояву.
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Пiсля реалiзацiї фундаментальної групи, по-
родженої тривимiрними параболiчними генерато-
рами, закономiрно постає проблема симетризацiї
функцiй пiд дiєю групи [3]. У зв’язку з цим ми
розглядаємо дерево Кейлi, вкладене у кулю Пуан-
каре i вкорiнене у початку координат, щоб сфор-
мулювати статистичну суму моделi спрямовано-
го випадкового блукання, пов’язаного з фiзикою
полiмерiв [13]. Визначаючи цю функцiю до 𝑁 -
го поколiння, ми очiкуємо швидкої стохастизацiї
членiв ряду типу Пуанкаре i виявлення мульти-
фрактальностi. Шуканi мультифрактальнi пока-
зники легко порiвняти для рiзних моделей i iнтер-
претувати в дусi статистичної фiзики [14]. Зокре-
ма, наближення ланцюгiв Маркова при їх аналi-
тичному обчисленнi подiбне до наближення серед-
нього поля.

Ми також зосереджуємося на деформацiях (кла-
сах) конформних структур, iндукованих на по-
верхнi правильного гiперболiчного октаедра, iде-
альнi вершини якого фiксуються параболiчними
генераторами. Використовуючи реалiзовану групу
як маркування, ми залучаємо декорований прос-
тiр Тейхмюллера i його групу класiв вiдображен-
ня, яка дiє через перестановки вершин. Декорува-
ння передбачає включення орисфер, центрованих
у вершинах, отримання кривих їх перетину з гра-
нями октаедра, i завжди ортогональними до ребер
октаедра [5]. Разом з тим, конформнiсть забезпе-
чується збереженням прямих кутiв незалежно вiд
розмiру орисфер [5, 15, 16].

Щоб визначити диференцiальну двоформу, не-
обхiдну для подальшого квантування геометрiї, ми
шукаємо зв’язок iз вiдповiдною динамiчною мо-
деллю. Це можна реалiзувати шляхом спiввiдне-
сення кутового розмiру кожної кривої перетину i
гiперболiчної вiдстанi вiд неї до початку коорди-
нат, щоб виявити кiнк з моделi синус-Гордона [17].
Це повинно дозволити нам iндукувати диференцi-
альну двоформу в рамках гамiльтонового форма-
лiзму, а також побудувати алгебру геометричних
величин у майбутньому. Ми припускаємо застосов-
нiсть цiєї стратегiї для розвитку квантової геомет-
рiї [18, 19] i теорiї поля [20].

Стаття складена таким чином. У роздiлi 2 ми
описуємо геометрiю доповнення кiлець Борромео у
кулi Пуанкаре та реалiзуємо фундаментальну гру-
пу як пiдгрупу її iзометрiй. Мультифрактальнi по-
казники моделi спрямованого випадкового блукан-

ня на деревi Кейлi дослiджуються в роздiлi 3 за до-
помогою чисельних i наближених методiв. У роз-
дiлi 4 ми вивчаємо структуру декорованого про-
стору Тейхмюллера та його групу класiв вiдобра-
ження. Вводячи модулi, ми з’єднуємо iндуковану
геометрiю з моделлю синус-Гордона. Ми закiнчує-
мо наш розгляд обговоренням.

2. Геометрiя i симетрiя
доповнення кiлець Борромео

2.1. Простори та їх iзометрiї

Означимо простори та їх симетрiї, якi будемо ви-
користовувати. Згiдно з аргументами Терстона [1],
хорошi вузли i зачеплення iндукують гiперболiчну
структуру в тривимiрному просторi, де вони при-
родно iснують. Позначимо через ℋ3 тривимiрний
многовид, вкладений у R3 i надiлений гiперболiч-
ною метрикою сталої вiд’ємної кривини. Корисно
розбити ℋ3 ∋ 𝑥 гiперплощинами i комплексифiку-
вати їх:

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦→ (𝑥1+i𝑥2, 𝑥3) = (𝑧, 𝑡) ∈ C×R. (1)

Отже, фiксуючи гiперплощину 𝑡 = 0, ми вима-
гаємо, щоб результуючий двовимiрний многовид
ℋ2 ∋ 𝑧 ≃ (𝑧, 0) успадкував гiперболiчну струк-
туру (≃ позначає iзоморфну еквiвалентнiсть). Ця
(ортогональна) проекцiя стає очевидною при роз-
глядi двох моделей Пуанкаре: одиничної кулi B =
= {𝑥 ∈ R3| ‖𝑥‖2B = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 < 1} ≃ ℋ3 i оди-
ничного диску D = {𝑧 ∈ C| ‖𝑥‖2D = |𝑧|2 < 1} ≃ ℋ2.
Їхнi нескiнченно малi iнтервали d𝑠2B,D i вiдстанi
distB,D визначаються спiльними формулами:

d𝑠2B,D = 4
‖d𝑥‖2B,D

(1− ‖𝑥‖2B,D)2
, (2)

sinh
distB,D(𝑥, 𝑦)

2
=

‖𝑥− 𝑦‖B,D√︁
(1− ‖𝑥‖2B,D)(1− ‖𝑦‖2B,D)

. (3)

Вони також узагальнюються на 𝑛 вимiрiв i приво-
дять до гауссової кривини 𝐾 = −1.

Геодезичнi в B i D є або дiаметрами, якi про-
ходять через початок координат, або дугами, якi
ортогонально перетинають границi 𝜕B i 𝜕D. Щоб
отримати геодезичну r(𝜃), яка з’єднує двi точки з
радiус-векторами r1, r2 ∈ B, ми пропонуємо пара-
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метризацiю:

r(𝜃) = r0 + (r1 − r0) cos 𝜃 + [n× (r1 − r0)] sin 𝜃;

r0 =
n×m

|r1 × r2|
, n =

r1 × r2
|r1 × r2|

,

m = 𝑐2r1 − 𝑐1r2, 𝑐𝑖 =
r2𝑖 + 1

2
,

(4)

таким чином r(0) = r1.
Насправдi (4) описує дугу кола з центром в r0

i радiусом 𝑅 = |r1 − r0| = |r2 − r0| =
√︀
r20 − 1; а

орт n – нормаль до площини кола, яка охоплює
три точки: r1, r2 i початок координат r = 0, якi не
лежать на однiй прямiй. Рiвняння |r(𝜃2) − r2| = 0
визначає параметр 𝜃2, i ми маємо

distB (r1, r2) = 2𝑅

𝜃2∫︁
0

d𝜃

1− r2(𝜃)
. (5)

Спочатку звернемося до ℋ2 ≃ (D,d𝑠2D) у наших
геометричних i групових конструкцiях. Це перед-
бачає використання пiдгрупи iзометрiй Isom(D),
яка зберiгає орiєнтацiю та iнтервал d𝑠2D, тобто
𝑃𝑆𝑈(1, 1) ≃ 𝑆𝑈(1, 1)/{±1}, елемент 𝑔 якої вiль-
но дiє на 𝑧 ∈ D за допомогою дробово-лiнiйного
перетворення:

𝑔[𝑧] =
𝑢𝑧 + 𝑣

𝑣𝑧 + �̄�
, 𝑔 =

(︁
𝑢 𝑣
𝑣 �̄�

)︁
, (6)

i det 𝑔 = |𝑢|2 − |𝑣|2 = 1.
Тодi, маючи матричне представлення деякої

групи Γ ⊂ 𝑃𝑆𝑈(1, 1), потрiбно розширити дiю її
генераторiв 𝑔 = (𝑔𝑖,𝑗) до кулi B:

𝑔[(𝑧, 𝑡)] = (𝑧𝑔(𝑧, 𝑡), 𝑡𝑔(𝑧, 𝑡)), 𝑔[(𝑧, 0)] = (𝑔[𝑧], 0), (7)

так щоб distB(𝑥, 𝑦) = distB(𝑥𝑔, 𝑦𝑔) для 𝑥 = (𝑧1, 𝑡1),
𝑦 = (𝑧2, 𝑡2) та їхнiх зображень 𝑥𝑔 = (𝑧𝑔(𝑧1, 𝑡1),
𝑡𝑔(𝑧1, 𝑡1)), 𝑦𝑔 = (𝑧𝑔(𝑧2, 𝑡2), 𝑡𝑔(𝑧2, 𝑡2)). Це робиться
за допомогою явних формул, зокрема з [21].

Для параболiчних 𝑃𝑆𝑈(1, 1)-генераторiв,

𝑔 =

(︂
1 + i 𝑎 −i 𝑎 ei𝜙

i 𝑎 e−i𝜙 1− i 𝑎

)︂
, 𝑔[ei𝜙] = ei𝜙, 𝑎, 𝜙 ∈ R, (8)

коли 𝑔𝑛 просто отримуємо шляхом замiни 𝑎 ↦→ 𝑛𝑎,
запишемо розширену дiю 𝑔[r] для r ≡ (𝑥 𝑦 𝑡)⊤ ∈ B
в термiнах лiнiйних комбiнацiй:

𝜉1 = 𝑥 sin𝜙− 𝑦 cos𝜙,

𝜉2 = 𝑦 sin𝜙+ 𝑥 cos𝜙;

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜉21 + 𝜉22 .

(9)

Рис. 1. Лiва панель: схема кiлець Борромео. Тут – сiм
внутрiшнiх трикутникiв, утворених перетинами, а саме
(123), (135), (156), (126), (234), (345), (456), i один зовнiшнiй
трикутник (246). Права панель: замкнена коса з напрямком
згори донизу i груповим спiввiдношенням (𝜎2𝜎

−1
1 )3 = 1 в

термiнах перестановок 𝜎1 (мiж a та b косами) i 𝜎2 (мiж b
та c косами)

Отже, ми одержуємо

𝑔

[︂(︂𝑥
𝑦

𝑡

)︂]︂
=

1

𝑎2[𝑡2 + (𝜉2 − 1)2] + (𝑎𝜉1 + 1)2

(︂
�̃�
𝑦
𝑡

)︂
, (10)

�̃� = 𝑥+ (𝑎2 cos𝜙+ 𝑎 sin𝜙)[𝜉21 + (𝜉2 − 1)2 + 𝑡2] +

+2𝑎𝜉1 cos𝜙,

𝑦 = 𝑦 + (𝑎2 sin𝜙− 𝑎 cos𝜙)[𝜉21 + (𝜉2 − 1)2 + 𝑡2] +

+2𝑎𝜉1 sin𝜙.

Цей вираз слугує для отримання генераторiв
групи Γ* ⊂ Isom(B) з Γ. Однак, Γ* на основi Γ не
може врахувати всi симетрiї тривимiрних об’єктiв.
Тому слiд ввести додатковi генератори з Isom(B),
оперуючи, наприклад, поворотами через закладе-
ну сферичну симетрiю.

Формула Родрiгеса [22] дозволяє подати поворот
вектора r на кут 𝜙 навколо напрямку орта n як

𝑅n,𝜙[r] = r cos𝜙 + n(n r)(1− cos𝜙) + [n× r] sin𝜙.

(11)

Цей поворот такий, що 𝑅−1
n,𝜙 = 𝑅n,−𝜙; а також

𝑅m,𝜙=𝑅𝑅n,𝜙𝑅
−1 для m = 𝑅[n] i повороту 𝑅.

Наприкiнцi також зазначимо групове розшире-
ння HNN [23] i перетворення Мебiуса в термiнах
кватернiонiв [24] (див. також посилання там).

2.2. Доповнення кiлець Борромео

Розглянемо зачеплення, утворене кiльцями Бор-
ромео i зображене на рис. 1 (лiва панель), i опи-
шемо симетрiю його доповнення. Таке зачеплен-
ня iзотопно еквiвалентне косi на рис. 1 (права па-
нель), де кiнцi кожної коси замикаються.
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Рис. 2. Лiва панель: основа гiперболiчного октаедра з iде-
альними вершинами в площинi D. Права панель: централь-
ний гiперболiчний октаедр в B

Рис. 3. Лiва панель: Верхнi частини двох сумiжних октае-
дрiв. Кольоровi ребра дочiрнього октаедра окреслюють те-
траедр, який слiд приклеїти до сумiжної гранi центрально-
го октаедра. Червонi та синi ребра тетраедра у третьому
квадрантi D ототожнюються з ребрами (1) i (2) централь-
ного октаедра дiєю ℎ−1

2 та ℎ3. Права панель: Додекаедр
iз червоними (1) ребрами покриває центральний октаедр
iз синiми (2) ребрами. Вiн виникає, якщо взяти вiсiм те-
траедрiв уздовж екваторiального периметра центрального
октаедра i приклеїти їх до його восьми граней. Штрихо-
вана геодезична плавно з’єднує сусiднi скiнченнi вершини
приклеєних тетраедрiв

За твердженням Терстона [1], доповнення кiлець
Борромео (ДКБ) є гiперболiчним тримноговидом
𝑀 , який має тесселяцiю, що складається з двох
iдеальних правильних октаедрiв. Група 𝐺 iзомет-
рiй 𝑀 дiє вiльно i транзитивно на множинi прапо-
рiв цiєї тесселяцiї, i є порядку 48.

Розпочнемо з розгляду iдеального правильного
октаедра на рис. 2 з iдеальними вершинами в ±i,
±j, ±k, де {i, j,k} – стандартний базис R3. Його
дванадцять ребер є геодезичними дугами, див. (4).

Базис октаедра в D стабiлiзується параболiчни-
ми генераторами групи Γ = ⟨ℎ1, ℎ2 | (ℎ1ℎ2)2 = −𝐼⟩,

ℎ1 =

(︂
1− i −1
−1 1 + i

)︂
, ℎ2 =

(︂
1− i −i
i 1 + i

)︂
. (12)

Увiвши ℎ3 = ℎ2ℎ1ℎ
−1
2 i ℎ4 = ℎ−1

1 ℎ2ℎ1 так, що
(ℎ2ℎ3)

2 = (ℎ3ℎ4)
2 = (ℎ1ℎ4)

2 = ℎ4ℎ3ℎ2ℎ1 = −𝐼, ко-
жен генератор ℎ𝑘 фiксує точку 𝑧𝑘 = exp (i𝜋𝑘/2)

(𝑘 = 1, 4) i задає вiдображення ℎ𝑘: 𝛾𝑘 → 𝛾𝑘+1

(𝛾5 = 𝛾1) на рис. 2 (лiва панель). Далi видно, що
розширення ℎ𝑘 вiдображають також вертикальнi
ребра октаедрiв, основи яких лежать в D. Однак,
щоб заповнити всю кулю B октаедрами, потрiбнi
додатковi засоби. Фактично, групу Γ слiд розши-
рити до Γ*, залучивши генератори (A1)–(A8).

Як стверджувалось ранiше [25], склеюючи два
октаедри разом для отримання ДКБ, максимально
симетричним тiлом, яке можна отримати, є ром-
бiчний додекаедр, який успадковує октаедричну си-
метрiю порядку 48. Щоб цього досягти, можна роз-
рiзати один октаедр на вiсiм тетраедрiв з подаль-
шим приклеюванням кожного до восьми граней iн-
шого октаедра. Реалiзуємо це за допомогою Γ*.

Подiємо чотирма генераторами ℎ𝑘 на октаедр на
рис. 2 (права панель), щоб отримати чотири дочiр-
нi октаедри з основами в чотирьох квадрантах D.
Новi октаедри є геодезичними тiлами в (B,d𝑠2B),
вертикальнi ребра (i гранi) яких з 𝑡 ̸= 0 отрима-
но завдяки (10). За побудовою, дочiрнi октаедри
мають лише одне ребро, сумiжне з батькiвським
октаедром, див. рис. 3 (лiва панель).

Видiлимо тетраедри з одного дочiрнього окта-
едра, розрiзаючи трьома гiперплощинами октае-
дричної симетрiї. Така операцiя показана на рис. 3
(лiва панель). Кожен тетраедр має прямi двогран-
нi кути при утворенiй вершинi в центрi октаедра.

У нашому пiдходi ми приклеюємо по одному те-
траедру до кожної гранi сумiжного центрального
октаедра, як показано на рис. 3 (лiва панель). Це
дозволено через геодезичну природу граней i ре-
бер однакових площ i довжин. Процедура розрiза-
ння чотирьох дочiрнiх октаедрiв iз взяттям двох
тетраедрiв (у верхнiй i нижнiй пiвкулi) нам зда-
ється легшою, нiж розкладання одного октаедра
(з основою в D) на вiсiм тетраедрiв з подальшими
манiпуляцiями. У всякому разi, це також допусти-
мо з використанням ℎ𝑘. У результатi всi процедури
ведуть до ромбiчного додекаедра (з вiсьмома скiн-
ченними вершинами в точках (± 1

3 ± 1
3 ± 1

3 )
⊤), що

визначає ДКБ i показано на рис. 3 (права панель).
Таким чином, ми завершуємо геометричний опис
ДКБ за участю Γ i Γ*.

2.3. Реалiзацiя групи ДКБ

Реалiзуємо фундаментальну групу ДКБ (BRC)
𝜋1(BRC), яка є напiвпрямим добутком Z3

2 o 𝒞3, де
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Структури, пов’язанi з доповненням кiлець Борромео у кулi Пуанкаре

𝒞3 – циклiчна група третього порядку [26, 27]. Во-
на є пiдгрупою групи 𝐺 ≃ Z3

2 o 𝑆3 тримноговида
𝑀 iз симетричною групою 𝑆3, що дiє транзитивно
на стандартному базисi векторного простору Z3

2.
Якщо задати батькiвський октаедр Oct, як пока-

зано на рис. 2, дiя групи Z3
2 на будь-який октаедр

тесселяцiї 𝑀 вiдповiдає вiдображенням у коорди-
натних гiперплощинах B. Крiм того, елементарна
група Z3

2 дiє тривiально на множинi 𝑌 каспiв 𝑀 , а
факторгрупа 𝑆3 дiє транзитивно на 𝑌 .

Тут ми слiдуємо представленню Вiртiнгера для
ΓBRC = ⟨𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 |𝑅1, 𝑅2, 𝑅3⟩:

𝑅1 : (𝑔
−1
2 𝑔3𝑔2𝑔

−1
3 )𝑔1 = 𝑔1(𝑔

−1
2 𝑔3𝑔2𝑔

−1
3 ),

𝑅2 : (𝑔
−1
3 𝑔1𝑔3𝑔

−1
1 )𝑔2 = 𝑔2(𝑔

−1
3 𝑔1𝑔3𝑔

−1
1 ),

𝑅3 : (𝑔
−1
1 𝑔2𝑔1𝑔

−1
2 )𝑔3 = 𝑔3(𝑔

−1
1 𝑔2𝑔1𝑔

−1
2 ).

(13)

Зауважимо, що вiдомi 𝑆𝐿(2,C)-реалiзацiї є в [2–4].
Ми вже стабiлiзували Oct в (B,d𝑠2B) пiдгрупою

iз Isom(B) з композицiєю функцiй в ролi групо-
вої операцiї. Тепер нас цiкавить така реалiзацiя 𝜙:
𝜋1(BRC) ↦→ Isom(B) з вiдображенням 𝑔𝑖 ↦→ 𝜙(𝑔𝑖).

Розпочнемо з генераторiв трьох абелевих пiд-
груп в термiнах “меридiанiв” i “довгот” для трьох
фiксованих точок:

ℎ̃𝑚1 ℎ
𝑛
1 = ℎ𝑛1 ℎ̃

𝑚
1 ,

ℎ̃𝑚2 ℎ
𝑛
2 = ℎ𝑛2 ℎ̃

𝑚
2 ,

ℎ̃𝑚+ℎ
𝑛
+ = ℎ𝑛+ℎ̃

𝑚
+ ,

(14)

де 𝑛,𝑚 ∈ Z.
Вони перетворюють r = (𝑥 𝑦 𝑡)⊤ ∈ B так, що

їх композицiя виглядає якℎ𝑖ℎ𝑗 [r]=ℎ𝑖[ℎ𝑗 [r]].
Дiйсно, кожна пара (ℎ𝑘, ℎ̃𝑘) є абелевою, якщо па-

раболiчнi ℎ𝑘 i ℎ̃𝑘 мають однакову нерухому точку
в 𝜕B. Необхiднi генератори можна легко отримати
за допомогою поворотiв (11). Ми зiбрали допомiж-
нi генератори в Додатку A.

В принципi, (14) означає, що у нас є шiсть гене-
раторiв, i нам потрiбно зменшити їх кiлькiсть до
трьох, наклавши додатковi спiввiдношення (13).

Вибираючи генератори з Додатку A, отримуємо
реалiзацiю ΓBRC, яка оперує в B:

𝑔𝑛1

[︂(︂𝑥
𝑦
𝑡

)︂]︂
=

1

𝑛2[𝑥2 + (𝑦 − 1)2] + (𝑛𝑡− 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥

𝑦 − 1 + 𝑛2[𝑥2 + (𝑦 − 1)2] + (𝑛𝑡− 1)2

𝑡− 𝑛[𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑡2]

⎞⎠,

𝑔𝑛2

[︂(︂𝑥
𝑦
𝑡

)︂]︂
=

1

𝑛2[𝑡2 + (𝑥+ 1)2] + (𝑛𝑦 − 1)2
×

×

⎛⎝𝑥+ 1− 𝑛2[𝑡2 + (𝑥+ 1)2]− (𝑛𝑦 − 1)2

𝑦 − 𝑛[(𝑥+ 1)2 + 𝑦2 + 𝑡2]
𝑡

⎞⎠,
𝑔𝑛3

[︂(︂𝑥
𝑦
𝑡

)︂]︂
=

1

𝑛2[𝑦2 + (𝑡− 1)2] + (𝑛𝑥+ 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥+ 𝑛[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡− 1)2]
𝑦

𝑡− 1 + 𝑛2[𝑦2 + (𝑡− 1)2] + (𝑛𝑥+ 1)2

⎞⎠, (15)

де 𝑛 – степеневий показник.
Можна пересвiдчитись, що 𝑔1, 𝑔2 i 𝑔3 фiксують

точки (0 1 0)⊤, (−1 0 0)⊤ i (0 0 1)⊤. Завдяки
(11) ми маємо, що 𝑔1 = 𝑅j,𝜋/2ℎ

−1
1 𝑅j,−𝜋/2, 𝑔2 =

= ℎ2 i 𝑔3=𝑅i,𝜋/2ℎ
−1
1 𝑅i,−𝜋/2, тодi як 𝑔−1

2 𝑔3𝑔2𝑔
−1
3 =ℎ21,

𝑔−1
3 𝑔1𝑔3𝑔

−1
1 = 𝑅i,𝜋/2 ℎ

−2
2 𝑅i,−𝜋/2 та 𝑔−1

1 𝑔2𝑔1𝑔
−1
2 =

= 𝑅j,𝜋/2ℎ
−2
2 𝑅j,−𝜋/2.

Найпростiший спосiб отримати iншi реалiза-
цiї ΓBRC – подiяти на генератори поворотом
навколо головних координатних осей як 𝑔𝑘 =
= 𝑅n,𝜋/2 𝑔𝑘 𝑅n,−𝜋/2, де орт n є одним iз {i, j,k}.

3. Дерево Кейлi i мультифрактальнiсть

Одним iз прямих застосувань групи ΓBRC слугує
модель випадкового блукання на згенерованому
деревi Кейлi. Таку статистичну модель можна за-
дiяти, зокрема, у фiзицi дендритних полiмерiв [13].
Вона є альтернативою двовимiрним моделям з ви-
користанням гiперболiчних генераторiв. Як пере-
вага, розрахованi тут мультифрактальнi iндекси
легко порiвнювати з iншими.

3.1. Побудова дерева
Кейлi i аналiз спектра

Використовуючи реалiзацiю (15), пронумеруємо
генеруючу множину ΓBRC так:

{𝛾𝑖 | 𝑖 = 1, 6} = {𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔−1
1 , 𝑔−1

2 , 𝑔−1
3 }. (16)

Якщо пов’язати точки B з їхнiми радiус-векто-
рами i розглядати початок координат 0 як корене-
ву точку, шестигiлкове дерево Кейлi 𝑁 -го поколiн-
ня вкладається у кулю B i утворюється множиною
6 × 5𝑁−1 допустимих графiв, якi послiдовно спо-
лучають вершини:

𝛾𝑖1 [0], 𝛾𝑖2𝛾𝑖1 [0], ..., 𝛾𝑖𝑁𝛾𝑖𝑁−1
...𝛾𝑖1 [0], (17)

де 𝑖𝑡 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Рис. 4. Спектр мас 𝜏𝑁 (лiва панель) i спектр фракталь-
них розмiрностей 𝐷𝑁 (права панель) як функцiї порядку
момента 𝑞 для рiзних поколiнь 𝑁

Допустимий граф зi словом {𝑖𝑁 , 𝑖𝑁−1, ..., 𝑖1} зу-
мовлюється ймовiрнiстю 𝑝𝑁 (𝑖𝑁 , 𝑖𝑁−1, ..., 𝑖1) = 1,
яку означено як

𝑝𝑁 (𝑖𝑁 , 𝑖𝑁−1, ..., 𝑖1) =

𝑁∏︁
𝑡=2

𝑝2(𝑖𝑡, 𝑖𝑡−1), (18)

𝑝2(𝑖𝑡, 𝑖𝑡−1) =

{︂
0, |𝑖𝑡 − 𝑖𝑡−1| = 3,
1, iнакше. (19)

Легко бачити, що 𝑝𝑁 забороняє кроки назад i ро-
бить граф спрямованим. Крiм того, iснує зв’язок:

6∑︁
𝑖1=1

...

6∑︁
𝑖𝑁=1

𝑝𝑁 (𝑖𝑁 , 𝑖𝑁−1, ... , 𝑖1) = 𝑣(𝑁), (20)

де 𝑣(𝑁) = 6× 5𝑁−1 – число вершин 𝑁 -го поколiн-
ня. Це означає, що таке дерево Кейлi є вкорiненим
пучком 𝑣(𝑁) гiлок (зi спiльними дiлянками).

Власне кажучи, композицiї вихiдних генерато-
рiв (16) дають нам в результатi перетворення всiх
типiв: параболiчнi, елiптичнi, гiперболiчнi. Наївно
очiкується, що тiльки комбiнацiї виду 𝛾𝑛𝑖 (𝑛 ∈ Z) i
тi, що представленi в дужках спiввiдношень (13),
залишаються параболiчними. Цi особливостi до-
дають iнтересу до вивчення (скiнченного) дерева
Кейлi. Разом з тим звернемося до мультифрак-
тального аналiзу.

Наше дослiдження базується на статистичнiй
сумi 𝑁 -го поколiння для порядку момента 𝑞:

𝒵𝑁 (𝑞) =

6∑︁
𝑖1=1

...

6∑︁
𝑖𝑁=1

𝑝𝑁 (𝑖𝑁 , ..., 𝑖1) e
𝑞ℒ(𝑖𝑁 ,...,𝑖1), (21)

ℒ(𝑖𝑁 , ..., 𝑖1) =
𝑁∑︁
𝑡=1

distB(0, 𝛾𝑖𝑡𝛾𝑖𝑡−1
...𝛾𝑖1 [0]). (22)

Математично функцiя 𝒵𝑁 (𝑞) є рiзновидом ряду
Пуанкаре за групою. Фiзично (21) можна iнтер-
претувати як iнтеграл Фейнмана вiд ваги Боль-

цмана за дискретними шляхами, пов’язуючи пара-
метр 𝑞 iз оберненою температурою 1/𝑇 , яка набу-
ває додатних i вiд’ємних значень. При цьому виг-
ляд функцiонала ℒ повинен фактично забезпечу-
вати фазовий перехiд другого роду, геометричним
аналогом якого є мультифрактальна поведiнка. У
цiй роботi (22) можна розглядати як периметрич-
ну характеристику поверхнi, яка складається iз су-
мiжних трикутникiв, що з’єднують кореневу точку
i двi точки рiзних поколiнь. Також зауважимо, що
подiбнi функцiї ранiше використовувалися в [28]
для групи Фукса, яка дiє в (D,d𝑠2D).

Простий аналiз показує, що функцiонал

ℒ0(𝑖𝑁 , ..., 𝑖1) =

=

𝑁∑︁
𝑡=1

distB(𝛾𝑖𝑡−1 ...𝛾𝑖1 [0], 𝛾𝑖𝑡𝛾𝑖𝑡−1 ...𝛾𝑖1 [0]) (23)

не призводить до мультифрактальної поведiнки
через нульову дисперсiю ℒ0-спектра. Однак, такий
член можна також використати деiнде.

Пронумеруємо 𝑣(𝑁) дозволених значень (22)
одним iндексом 𝜁: {ℒ𝜁 | 𝜁 = 1, 𝑣(𝑁)}, щоб звести
𝒵𝑁 (𝑞) до вигляду:

𝒵𝑁 (𝑞) =

𝑣(𝑁)∑︁
𝜁=1

e𝑞ℒ𝜁 ; 𝒵𝑁 (0) = 𝑣(𝑁). (24)

Вiдповiдно до рецепту в [14], ми визначаємо по-
казник 𝜏𝑁 (𝑞), який часто називають спектром мас,
i спектр фрактальних розмiрностей 𝐷𝑁 (𝑞), пов’я-
заних з розмiрнiстю Гаусдорфа, з точнiстю до роз-
мiрностi геометричного носiя:

𝜏𝑁 (𝑞) =
1

ln 𝑣(𝑁)
[ln𝒵𝑁 (𝑞)− 𝑞 ln𝒵𝑁 (1)],

𝐷𝑁 (𝑞) =
𝜏𝑁 (𝑞)

1− 𝑞
.

(25)

Аналiз цих функцiй для рiзних 𝑁 можна зробити
на рис. 4. Показано, що нахил функцiй лiворуч вiд
𝑞 = 0 зростає при збiльшеннi 𝑁 .

Iншою важливою характеристикою є спектр
сингулярностей 𝑓𝑁 (𝛼𝑁 ), означений (у параметрич-
нiй формi) за допомогою перетворення Лежандра:

𝑓𝑁 (𝑞) = 𝜏𝑁 (𝑞)−𝑞 d𝜏𝑁 (𝑞)

d𝑞
, 𝛼𝑁 (𝑞) = −d𝜏𝑁 (𝑞)

d𝑞
. (26)

За означенням встановлюється, що

𝛼𝑁,min = lim
𝑞→+∞

𝐷𝑁 (𝑞), 𝛼𝑁,max = lim
𝑞→−∞

𝐷𝑁 (𝑞). (27)
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Обчисленi характеристики вказують на нор-
мальну стохастизацiю зi збiльшенням 𝑁 на рис. 5
(лiва панель), а також на досить широкий дiапа-
зон показника Лiпшиця–Гельдера 𝛼𝑁 для𝑁 = 6 на
рис. 5 (права панель). Тодi, за великих 𝑁 застосов-
на центральна гранична теорема (ЦГТ) [29]. По-
друге, широкий дiапазон 𝛼 каже про вiдсутнiсть
домiнантної пiдмножини графiв (фракталiв) i по-
требу враховувати всi графи, хоч i наближено, при
аналiтичному обчисленнi 𝒵𝑁 (𝑞). Це мотивує нас
використати ланцюг Маркова (випадкове блукан-
ня) у нашому дослiдженнi.

3.2. Наближення ланцюгiв Маркова

Аналiзуючи (24), спочатку припустимо, що спектр
{ℒ𝜁 | 𝜁 = 1, 𝑣(𝑁)} є виродженим. Iншими словами,
iснує множина нерiвних величин {ℒ𝑠 | 𝑠 = 1, 𝑆(𝑁)}
з 𝑆(𝑁) ≤ 𝑣(𝑁). Вводячи коефiцiєнт виродження
𝑤𝑠 для кожного ℒ𝑠, отримуємо

𝒵𝑁 (𝑞) =

𝑆(𝑁)∑︁
𝑠=1

𝑤𝑠 e
𝑞ℒ𝑠 . (28)

Нехай ℒmin(𝑁) i ℒmax(𝑁) такi, що ℒmin(𝑁) ≤
≤ ℒ𝑠 ≤ ℒmax(𝑁), i в неперервнiй границi пишемо:

𝒵𝑁 (𝑞) = 𝑣(𝑁)

ℒmax(𝑁)∫︁
ℒmin(𝑁)

𝑊𝑁 (ℒ) e𝑞ℒ dℒ. (29)

Беручи до уваги спостереження з рис. 5 (лiва
панель), ми робимо висновок про те, що розподiл
𝑊𝑁 (ℒ) для великих 𝑁 апроксимується гаусcовим:

𝑊𝑁 (ℒ) = 𝐴𝑁 exp

[︂
− (ℒ − ℒ𝑁 )2

2𝜎2
𝑁

]︂
,

ℒmax(𝑁)∫︁
ℒmin(𝑁)

𝑊𝑁 (ℒ) dℒ = 1.

(30)

Простi обчислення дають наближений вираз:

𝒵*
𝑁 (𝑞) = 𝑣(𝑁)

𝑐𝑁 (𝑞)

𝑐𝑁 (0)
exp

(︂
1

2
𝑞2𝜎2

𝑁 + 𝑞ℒ𝑁

)︂
,

𝑐𝑁 (𝑞) = erf

(︂
ℒmax(𝑁)− ℒ𝑁 − 𝑞𝜎2

𝑁√
2𝜎𝑁

)︂
+

+erf

(︂
ℒ𝑁 + 𝑞𝜎2

𝑁 − ℒmin(𝑁)√
2𝜎𝑁

)︂
,

(31)

де erf(𝑥) є функцiєю помилок [30].

Рис. 5. Характеристики моделi з 𝑁 = 6. Лiва панель:
Кiлькiсть ℒ𝜁 в iнтервалi Δℒ = 0, 2 вiд ℒmin ≃ 13, 04

до ℒmax ≃ 33, 1. Права панель: Спектр сингулярностей
𝑓𝑁 (𝛼𝑁 ); 𝛼𝑁,min ≃ 0, 5353 i 𝛼𝑁,max ≃ 2, 574

Отже, застосування ЦГТ дозволяє звести задачу
до пошуку чотирьох параметрiв ℒmin(𝑁), ℒmax(𝑁),
ℒ𝑁 та 𝜎𝑁 , якi характеризують ℒ-спектр. Хоча це
наближення дозволяє вiдтворити показник 𝜏𝑁 (𝑞)
для великих 𝑁 i вiдносно малих |𝑞|, перед на-
ми постає завдання отримати аналiтичнi оцiнки
ℒ*
min(𝑁), ℒ*

max(𝑁), ℒ *
𝑁 i 𝜎*

𝑁 , оминаючи обчисле-
ння спектра {ℒ𝜁 | 𝜁 = 1, 𝑣(𝑁)}. Для його реалiзацiї
звернемося до низки загальних властивостей.

Так ℒ-спектр {ℒ(𝑖1, ..., 𝑖𝑁 ) | 𝑝𝑁 (𝑖1, ..., 𝑖𝑁 ) = 1}
збiгається з {ℒ(𝑖𝑁 , ..., 𝑖1) | 𝑝𝑁 (𝑖𝑁 , ..., 𝑖1) = 1}. Крiм
того, нагадаємо, що distB(0, r) = distB(𝛾[0], 𝛾[r]) та
distB(0, 𝛾[r]) = distB(𝛾

−1[0], r) для 𝛾 ∈ Isom(B).
Також має мiсце правило трикутника для трьох

точок {0, r𝑡−1, r𝑡}:

cosh distB(0, r𝑡) = cosh distB(0, r𝑡−1) cosh 𝑑𝑡,𝑡−1 +

+ sinh distB(0, r𝑡−1) sinh 𝑑𝑡,𝑡−1 cos𝜓𝑡,𝑡−1, (32)

де 𝑑𝑡,𝑡−1 = distB(r𝑡, r𝑡−1); 𝜓𝑡,𝑡−1 – кут, протилеж-
ний сторонi (0, r𝑡), так що

cos𝜓𝑡,𝑡−1 =
v · r𝑡−1

|v| |r𝑡−1|
, v =

dr(𝜃)

d𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

, (33)

використовуючи (4) для r(𝜃) з r1 = r𝑡−1 i r2 = r𝑡.
Оцiнюючи необхiднi складовi, бачимо, що

𝑑𝑡,𝑡−1 = distB(𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑡−1𝛾𝑖𝑡 [0], 𝛾𝑖1 ...𝛾𝑖𝑡−1 [0]) =
= distB(𝛾𝑖𝑡 [0],0). Бiльше того,

ℓ = distB(0, 𝛾𝑖[0]) ≃ 1,762747; 𝑖 = 1, 6. (34)

Для досить великих distB(0, r𝑡), зведемо (32) до

distB(0, r𝑡) ≃ distB(0, r𝑡−1)+

+ ln (cosh ℓ+ sinh ℓ cos𝜓𝑡,𝑡−1), (35)

де останнiй член залежить вiд невiдомого 𝜓𝑡,𝑡−1.
В принципi, кут 𝜓𝑡,𝑡−1 залежить вiд r𝑡−1

(i дiї 𝛾𝑖𝑡), тобто iсторiї блукань, згенерованої
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Рис. 6. Показник 𝜏𝑁 (𝑞) для 𝑁 = 6 i його апроксимацiї.
Обидвi апроксимацiї (кольоровi лiнiї) мають гауссiвський
вигляд (31), але рiзнi набори параметрiв: червона лiнiя (2 )
використовує точнi характеристики ℒmin, ℒmax, ℒ𝑁 i 𝜎𝑁 ,
тодi як синя лiнiя (3 ) використовує параметри (38), (39) в
наближеннi Маркова

𝛾𝑖1 , ..., 𝛾𝑖𝑡−1
. Звернення до наближення Маркова

[29] означає нехтування цiєю залежнiстю кута вiд
точки. Якщо замiнити логарифмiчний член у (35)
деяким 𝜉𝑖𝑡,𝑖𝑡−1 , отримаємо адитивний ланцюг:

distB(0, 𝛾𝑖1 [0]) = ℓ,

distB(0, 𝛾𝑖1𝛾𝑖2 [0]) ≃ ℓ+ 𝜉𝑖2,𝑖1 ,

distB(0, 𝛾𝑖1𝛾𝑖2𝛾𝑖3 [0]) ≃ ℓ+ 𝜉𝑖3,𝑖2 + 𝜉𝑖2,𝑖1 , 𝑒𝑡𝑐.

(36)

Поєднуючи, ми отримуємо наближений вираз за
умови 𝑝𝑁 (𝑖1, ..., 𝑖𝑁 ) = 1:

ℒ*(𝑖1, ..., 𝑖𝑁−1, 𝑖𝑁 ) = 𝑁ℓ+

𝑁−1∑︁
𝑡=1

(𝑁 − 𝑡) 𝜉𝑖𝑡+1,𝑖𝑡 , (37)

який залежить вiд сталої 6× 6-матрицi ‖𝜉𝑖,𝑗‖.
Таким чином, характеристики ℒ-спектра можна

оцiнити так:

ℒ*
min(𝑁)

ℒ*
max(𝑁)

ℒ *
𝑁

⎫⎬⎭ = 𝑁ℓ+
𝑁(𝑁 − 1)

2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min

𝑝2(𝑖,𝑗)=1
(𝜉𝑖,𝑗)

max
𝑝2(𝑖,𝑗)=1

(𝜉𝑖,𝑗)

𝜉

, (38)

(𝜎*
𝑁 )2 = 𝑎0(𝑁)Δ(𝜉2)0 + 2

𝑁−2∑︁
𝑡=1

𝑎𝑡(𝑁)Δ(𝜉2)𝑡; (39)

𝜉 =

6∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑝2(𝑖, 𝑗)

𝑣(2)
𝜉𝑖,𝑗 , Δ(𝜉2)𝑡 ≡ (𝜉2)𝑡 − 𝜉

2
, (40)

(𝜉2)𝑡 =

6∑︁
𝑖1=1

...

6∑︁
𝑖2+𝑡=1

𝑝2+𝑡(𝑖1, ..., 𝑖2+𝑡)

𝑣(2 + 𝑡)
𝜉𝑖2,𝑖1𝜉𝑖2+𝑡,𝑖1+𝑡

,(41)

𝑎0(𝑁) + 2

𝑁−2∑︁
𝑡=1

𝑎𝑡(𝑁) =
𝑁2(𝑁 − 1)2

4
, (42)

𝑎𝑡(𝑁) =

𝑁−1−𝑡∑︁
𝑠=1

𝑠(𝑠+ 𝑡). (43)

Видно, що (41) враховує далекосяжнi кореляцiї.
Насправдi (𝜉2)𝑡 → 𝜉

2
, i 𝑎𝑡(𝑁) спадає при 𝑡 ≥ 3.

Це також дозволяє нам редукувати (39) згiдно з
iдеологiєю випадкового блукання.

Вважаємо природним ввести ‖𝜉𝑖,𝑗‖ як

𝜉𝑖,𝑗 =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝜌𝑔(𝑖, 𝑗) [distB(0, 𝑔𝛾𝑗𝛾𝑖[0])−

−distB(0, 𝑔𝛾𝑗 [0])], (44)

де 𝐺 ⊂ ΓBRC — деякий (скiнченний) набiр генера-
торiв 𝑔; 𝜌𝑔 – вага кожного 𝑔.

Звернiть увагу на те, що (44) узагальнює вираз
iз [28], де 𝑔 = id використовується в двовимiрнiй
моделi. У цьому разi причиною залучення дода-
ткових 𝑔 є отримання достатньо великих значень
гiперболiчної вiдстанi, коли cosh, sinh → 1

2 exp
в (32).

Тут ми перевiряємо реалiзацiю, коли 𝐺 є просто
генеруючим набором (16):

𝜉𝑖,𝑗 =

6∑︁
𝑘=1

𝑝2(𝑗, 𝑘)

5
[distB(0, 𝛾𝑘𝛾𝑗𝛾𝑖[0])−

−distB(0, 𝛾𝑘𝛾𝑗 [0])]. (45)

Застосування цього визначення для 𝑁 = 6 дає
нам ℒ*

min(𝑁) ≃ 12,8784, ℒ*
max(𝑁) ≃ 33,1276,

ℒ *
𝑁 ≃ 24,6803 i 𝜎*

𝑁 ≃ 2,85126, а точнi параме-
три ℒmin(𝑁) ≃ 13,0367, ℒmax(𝑁) ≃ 33,0990, ℒ𝑁 ≃
≃ 25,0977, i 𝜎𝑁 ≃ 3,13207. Пiдставивши цi два
набори в (31) i обчисливши 𝜏𝑁 (𝑞) за допомогою
(25), ми порiвнюємо цi наближення за вiдносно ма-
лих |𝑞| на рис. 6. Фiзично ситуацiя вiдповiдає ви-
сокотемпературному наближенню середнього по-
ля, оскiльки 𝑞 ∼ 1/𝑇 . Хоча подвiйне наближен-
ня погiршує опис, воно усуває необхiднiсть обчи-
слювати спектр ℒ. Ми залишаємо можливi вдоско-
налення для подальших дослiджень. Деякi аспе-
кти щодо ергодичностi моделi також можуть бути
уточненi.

4. Деформацiї i простiр Тейхмюллера

Визначимо простiр деформацiй Def(𝑀) для орбi-
фолду 𝑀 ≃ B/ΓBRC за допомогою узагальненої
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теореми жорсткостi Мостоу [1]. Тодi простiр де-
формацiй гiперболiчного тривимiрного многовиду
𝑀 можна означити як

Def(𝑀) ≃ Teich(𝜕𝑀), (46)

де Teich(𝜕𝑀) – простiр Тейхмюллера маркованих
структур на замкненiй i орiєнтованiй поверхнi 𝜕𝑀 .

Ключовим кроком до нашої мети є опис просто-
ру Тейхмюллера Teich(Σ), асоцiйованого з окта-
едричною поверхнею Σ, що має шiсть каспiв i
𝑆4 × Z2 симетрiю, як показано на рис. 2 (право-
руч). Маркуючи Σ i стабiлiзуючи кожну iдеаль-
ну вершину у Σ за допомогою абелевої пiдгрупи
𝐴𝑖 = ⟨𝛾𝑖, 𝛾𝑖 ∈ ΓBRC|𝛾𝑛𝑖 𝛾𝑚𝑖 = 𝛾𝑚𝑖 𝛾

𝑛
𝑖 ⟩, утворену з ме-

ридiану i довготи для 𝑖 = 1, 6, спочатку побудує-
мо декорований простiр Тейхмюллера 𝒯 (Σ) [5]. Це
простiр гiперболiчних метрик на Σ з додаванням
орисфер з центрами у каспах. Видалення декорацiї
означає проекцiю 𝒯 (Σ) ↦→ Teich(Σ).

Використовуючи радiус-вектори e±𝑥=(±1 0 0)⊤,
e±𝑦 = (0±1 0)⊤, i e±𝑡 = (0 0 ± 1)⊤ для каспiв,
означимо набiр вершин 𝑉 = {e±𝑥, e±𝑦, e±𝑡} з кар-
динальнiстю |𝑉 | = 6, i набiр геодезичних ребер
𝐸 = {𝐸𝑗𝑖} з |𝐸| = 12, якi належним чином з’єд-
нують вершини e𝑗 , e𝑖 ∈ 𝑉 октаедра. Далi ми поз-
начаємо трикутнi гранi як 𝐹𝑖 (або Δ𝑖) з очевидним
числом |𝐹 | = 8.

Якщо декорувати октаедр за допомогою набо-
ру орисфер 𝐻 = {𝐻±𝑥, 𝐻±𝑦, 𝐻±𝑡}, якi центрую-
ться у каспах 𝑉 , всi дискретнi метрики (скiнчен-
нi довжини сегментiв ребер, обмежених 𝐻) фор-
мують многовид дiйсної розмiрностi |𝐸|. Цей мно-
говид розшаровується дискретними конформними
класами, що представляють пiдмноговиди розмiр-
ностi |𝑉 |. Окрiм того, конформна еквiвалентнiсть
наборiв метрик також допускає конформнiсть три-
ангуляцiй граней октаедра. Таким чином, дискре-
тний конформний клас вiдповiдає точцi простору
Тейхмюллера 𝒯|𝑉 |, надiленому групою класiв вiд-
ображення 𝜋0(Aut(Σ)), яка iзоморфна групi кiс пе-
рестановок вершин.

4.1. Декорування октаедричної поверхнi

Опишемо декоровану геометрiю в термiнах набору
евклiдових висот 2 ℎ = {ℎ±𝑥, ℎ±𝑦, ℎ±𝑡}, ℎ𝑖 ∈ [0; 1],

2 Сподiваємось, що те саме позначення ℎ𝑖 для генераторiв
у роздiлi 2 i для висот тут не спричинить плутанину зав-
дяки контексту.

Рис. 7. Декорована поверхня октаедра. Перетинаючи по-
верхню октаедра, кожна орисфера ℎ𝑖, центрована в iдеаль-
нiй вершинi октаедра e𝑖, продукує квадрат з прямими кута-
ми. Довiльно вибираючи висоти ℎ𝑖, тобто евклiдовi вiдстанi
вiд орисфер до початку координат (пунктирнi прямi), на ко-
жнiй гранi октаедра одержується шестикутник, схожий на
утворений червоними лiнiями. Довжини червоних сегмен-
тiв ребер октаедра дорiвнюють 𝜆𝑖,𝑗 , у той час як довжина
кожного ребра квадратного контура навколо каспiдального
хвоста визначається 𝑤𝑖

задаючи положення орисфер 𝐻 так, що ℎ𝑖e𝑖 –
точка 𝐻𝑖, найближча до початку координат (див.
рис. 7). Тодi кiнцева точка сегмента ребра 𝐸𝑗𝑖,
який закiнчується на 𝐻𝑖, задається радiусом-
вектором:

e𝑗,𝑖 = 2
(1− ℎ𝑖)

2

(1− ℎ𝑖)2 + 4
e𝑗 +

(1 + ℎ𝑖)
2

(1− ℎ𝑖)2 + 4
e𝑖, (47)

який прямує до e𝑖 ∈ 𝜕B, коли ℎ𝑖 → 1. Iнший кiнець
того ж сегмента ребра задається e𝑖,𝑗 . Тодi для двох
сусiднiх вершин 𝑖, 𝑗 i вiдповiдних висот ℎ𝑖, ℎ𝑗 ми
знаходимо гiперболiчну довжину мiж e𝑗,𝑖 i e𝑖,𝑗 :

𝜌(ℎ𝑖, ℎ𝑗) = 2 arcsinh
3(ℎ𝑖 + ℎ𝑗)− ℎ𝑖ℎ𝑗 − 1

2
√︁
2(1− ℎ2𝑖 )(1− ℎ2𝑗 )

. (48)

При перекриваннi орисфер: 𝜌(ℎ𝑖, ℎ𝑗) < 0.
Функцiї 𝜆𝑖,𝑗 = 𝜌(ℎ𝑖, ℎ𝑗) породжують набiр Λ =

= {𝜆±𝑥,±𝑦, 𝜆±𝑥,±𝑡, 𝜆±𝑦,±𝑡} ∈ R|𝐸| не обов’язково
вiдмiнних 𝜆-довжин декорованих ребер октаедра.
Цi 𝜆 задають координати простору Тейхмюллера.
Однак число незалежних параметрiв залишається
рiвним |𝑉 |, i вони можуть розглядатися як модулi.
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У iдеального трикутника Δ𝑖 (грань октаедра 𝐹𝑖)
з вершинами {e𝑖1 , e𝑖2 , e𝑖3}, декорованого орисфе-
рами {𝐻𝑖1 , 𝐻𝑖2 , 𝐻𝑖3}, вибираємо конфiгурацiї, що
вiдповiдають нерiвностям трикутника:

𝜆𝑖2,𝑖1 + 𝜆𝑖3,𝑖1 > 𝜆𝑖2,𝑖3 ,
𝜆𝑖2,𝑖1 + 𝜆𝑖2,𝑖3 > 𝜆𝑖3,𝑖1 ,
𝜆𝑖3,𝑖1 + 𝜆𝑖2,𝑖3 > 𝜆𝑖2,𝑖1 .

(49)

Також зауважимо, що вектор, дотичний до реб-
ра 𝐸𝑗𝑖 у кiнцевiй точцi e𝑗,𝑖 є таким:

v𝑗,𝑖 = (3− ℎ𝑖)(1 + ℎ𝑖) e𝑖 − 4(1− ℎ𝑖) e𝑗 . (50)

Окрiм того, нам знадобляться довжини 𝑤𝑖 не-
порожнiх шляхiв 𝐹𝑗 ∩ 𝐻𝑖, що з’єднують сусiднi
кiнцi e𝑗𝛼,𝑖 усiчених ребер 𝐸𝑗𝛼𝑖. Очiкується, що
𝑤𝑖 ≥ distB(e𝑗1,𝑖, e𝑗2,𝑖), де кiнцi e𝑗1,𝑖, e𝑗2,𝑖 ∈ 𝐹𝑗 ∩𝐻𝑖,
i 𝑤𝑖 → 0 при ℎ𝑖 → 1.

Довжину 𝑤𝑖 = 𝑤(ℎ𝑖) можна знайти прямим iн-
тегруванням d𝑠B уздовж шляху мiж сусiднiми кiн-
цями, якi належать 𝐻𝑖, i вона визначається як

𝑤(ℎ) =
√
2
1− ℎ

1 + ℎ
, (51)

подробицi дивiться у Додатку Б.
Таким чином, декорування приводить до нанесе-

ння прямокутного шестикутника на кожну грань
𝐹𝑖 октаедра (див. рис. 7) iз використанням двох на-
борiв довжин: {𝜆𝑖2,𝑖1 , 𝜆𝑖3,𝑖1 , 𝜆𝑖2,𝑖3} i {𝑤𝑖1 , 𝑤𝑖2 , 𝑤𝑖3}.
Оскiльки прямi кути шестикутникiв зберiгаються
за довiльного набору висот ℎ, декорацiя має кон-
формну властивiсть. Як зазначається в [15, 16, 31],
можна ускладнити структуру шляхом додаткової
триангуляцiї шестикутникiв.

Функцiя 𝑤(ℎ) задовольняє рiвнiсть:

𝑤(ℎ) = 𝑤(ℎ̃) e𝜖𝜏e , (52)

𝜏e = distB(ℎe, ℎ̃e), 𝜖 = sign(ℎ̃− ℎ), (53)

для вершини e ∈ 𝑉 .
Це спiввiдношення зумовлює буст (прирiст) ℎ:

ℎ̃ =
ℎ+ tanh (𝑢e/2)

1 + ℎ tanh (𝑢e/2)
, (54)

де 𝑢e ∈ R, i (52) вiдтворюється для 𝑢e = 𝜖𝜏e.
Кориснi спiввiдношення виникають при вве-

деннi середньої точки ребра 𝐸𝑗𝑖, тобто m𝑗,𝑖 =
= (1− 2−1/2)(e𝑗 + e𝑖), i таких вiдстаней:

𝑝𝑗,𝑖 = distB(m𝑗,𝑖, e𝑗,𝑖), 𝑝𝑖,𝑗 = distB(m𝑗,𝑖, e𝑖,𝑗), (55)

так що 𝜆𝑗,𝑖 = 𝑝𝑗,𝑖 + 𝑝𝑖,𝑗 . Геометрично одержуємо,
що 𝑤𝑖 = exp (−𝑝𝑗,𝑖) i 𝑤𝑗 = exp (−𝑝𝑖,𝑗) [5].

Позначаючи 𝑝𝑖2,𝑖1 = 𝑝𝑖3,𝑖1 ≡ 𝑎𝑖, 𝑝𝑖1,𝑖2 = 𝑝𝑖3,𝑖2 ≡
𝑏𝑖, i 𝑝𝑖2,𝑖3 = 𝑝𝑖1,𝑖3 ≡ 𝑐𝑖, маємо 𝜆𝑖2,𝑖1 = 𝑎𝑖+𝑏𝑖, 𝜆𝑖3,𝑖1 =
𝑎𝑖 + 𝑐𝑖, i 𝜆𝑖2,𝑖3 = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖. Знаходимо [15], що

𝑤𝑖1 = e−𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 =
1

2
(𝜆𝑖2,𝑖1 + 𝜆𝑖3,𝑖1 − 𝜆𝑖2,𝑖3),

𝑤𝑖2 = e−𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 =
1

2
(𝜆𝑖2,𝑖1 + 𝜆𝑖2,𝑖3 − 𝜆𝑖3,𝑖1), (56)

𝑤𝑖3 = e−𝑐𝑖 , 𝑐𝑖 =
1

2
(𝜆𝑖3,𝑖1 + 𝜆𝑖2,𝑖3 − 𝜆𝑖2,𝑖1).

Також стверджується, що 𝜆𝑖,𝑗 = − ln (𝑤𝑖𝑤𝑗).
Вводячи ℎ𝑖 = tanh (𝑢𝑖/2) i �̄�𝑖 = 𝑢𝑖 − 1

2 ln 2, дис-
кретнi конформнi метрики визначаємо як

𝑤𝑖 = e−�̄�𝑖 , ℓ𝑖,𝑗 = e𝜆𝑖,𝑗/2, 𝜆𝑖,𝑗 = �̄�𝑖 + �̄�𝑗 , (57)

де ℓ𝑖,𝑗 i 𝑤𝑖 – довжини i висоти Пеннера [5].
Два розширенi набори {𝜆(1)𝑖,𝑗 , 𝑤

(1)
𝑖 } i {𝜆(2)𝑖,𝑗 , 𝑤

(2)
𝑖 }

належать до одного дискретного конформного
класу i є iзометричними, якщо iснує однопарамет-
ричне перетворення Мебiуса для всiх 𝑖 = 1, |𝑉 |:

ℎ
(2)
𝑖 =

ℎ
(1)
𝑖 + tanh (𝜏/2)

1 + ℎ
(1)
𝑖 tanh (𝜏/2)

, �̄�
(2)
𝑖 = �̄�

(1)
𝑖 + 𝜏. (58)

Тодi впорядкований набiр 𝑈0 = {�̄�±𝑥, �̄�±𝑦, �̄�±𝑡}
iз шести фiксованих додатних чисел породжує
клас еквiвалентностi {𝑈𝜏}, де кожен набiр 𝑈𝜏 =
= {�̄�±𝑥 + 𝜏, �̄�±𝑦 + 𝜏, �̄�±𝑡 + 𝜏} має невiд’ємнi скла-
довi за певних 𝜏 ∈ R.

Конформне розтягування поверхневої структу-
ри можна зумовити опуклою функцiєю “енергiї”
ℰ({�̄�𝑖}) так, що

d�̄�𝑖
d𝜏

= −𝜕ℰ({�̄�𝑖})
𝜕�̄�𝑖

. (59)

Дане рiвняння подiбне до дискретного потоку
Рiччi/Ямабе [15, 16]; а об’єм каспiдальних хвостiв,
обрiзаних орисферами, може слугувати як ℰ({�̄�𝑖}).
Iншi функцiї пропонуються також в [15, 16].

4.2. Група класiв вiдображення

Деякi перестановки �̄�𝑖 в 𝑈0, якi приводять до не-
еквiвалентного ̃︀𝑈 , можуть зберiгати шестикутники
на гранях, побудованi на основi 𝑈0. Вони генерую-
ться двома обертаннями четвертого порядку нав-
коло ортогональних осей, якi задають групу кла-
сiв вiдображення 𝒢* = ⟨𝜏1, 𝜏2 | 𝜏41 = 𝜏42 = 1⟩ [32].
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Представники 𝒢* переставляють вершини циклiч-
них границь, визначених таким чином.

Нехай {Δ𝛼 |𝛼 = 1, 4} – цикл сумiжних трикут-
никiв (граней октаедра), так що Δ𝛼 ∩Δ𝛼+1 = 𝐸𝛼,
де 𝛼 – циклiчний iндекс: Δ5 = Δ1. Позначаючи
iдеальнi ребра трикутника Δ𝛼 як {𝐸𝛼−1, 𝐸𝛼, ̃︀𝐸𝛼},
набiр { ̃︀𝐸𝛼 |𝛼 = 1, 4} формує границю циклу
{Δ𝛼 |𝛼 = 1, 4}. Зрозумiло, що в площинах D𝑡=0,
D𝑦=0, D𝑥=0 є чотиристороннi границi, якi роздiля-
ють три пари циклiв трикутникiв.

Оперуючи 𝜏𝑘, чотири висоти �̄�𝑖 циклiчно пере-
ставляються в однiй iз таких площин, а решта двi
висоти, що лежать на осi, ортогональнiй до пло-
щини, фiксуються. Тим самим визначаємо твiсти
Дена у трьох ортогональних площинах:

𝜏 𝜖1 [𝑈0] = {�̄�∓𝜖𝑦, �̄�±𝜖𝑥, �̄�±𝑡},

𝜏 𝜖2 [𝑈0] = {�̄�∓𝜖𝑡, �̄�±𝑦, �̄�±𝜖𝑥}, (60)

𝜏 𝜖3 [𝑈0] = {�̄�±𝑥, �̄�∓𝜖𝑡, �̄�±𝜖𝑦},

де 𝜖 = ±1 вiдповiдає дiї генератора i оберненого
до нього; 𝜏3 = 𝜏−1

1 𝜏−1
2 𝜏1. Зауважимо, що має мiсце

спiввiдношення 𝜏1𝜏2𝜏1 = 𝜏2𝜏1𝜏2 з групи кiс 𝐵3.
Це означає, що два рiзних маркування октаед-

ричної поверхнi пов’язанi дiєю групи 𝒢*. Негайно
маємо, що ℳ*(Σ) ≃ R|𝑉 |

+ /𝒢* є простором модулiв.
Зауважимо, що група класiв вiдображення, дiю-

чи комбiнаторно на шiсть (немаркованих) проко-
лiв сфери 𝜕B, асоцiюється з групою кiс 𝐵6 [33]. I
цей факт можна взяти за вiдправну точку [32].

Описуючи 𝒢*, введемо шестивимiрний вектор:

u =
(︁
1
0

)︁
⊗ u+ +

(︁
0
1

)︁
⊗ u−, u± =

(︂
�̄�±𝑥

�̄�±𝑦

�̄�±𝑡

)︂
. (61)

Таким чином, реалiзацiя 𝜌 : 𝒢* ↦→ Mat(6, {0, 1})
задається матрицями перестановок 𝑇𝑖 = 𝜌(𝜏𝑖), роз-
кладеними завдяки множенню Кронекера:

𝑇𝑖 = 𝐼2 ⊗𝑀𝑖 + 𝐽2 ⊗𝑁𝑖, (62)

𝐼2 =
(︁
1 0
0 1

)︁
, 𝐽2 =

(︁
0 1
1 0

)︁
, (63)

𝑀1 =

(︂
0 0 0
1 0 0
0 0 1

)︂
, 𝑁1 =

(︂
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)︂
,

𝑀2 =

(︂
0 0 0
0 1 0
1 0 0

)︂
, 𝑁2 =

(︂
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)︂
, (64)

𝑀3 =

(︂
1 0 0
0 0 0
0 1 0

)︂
, 𝑁3 =

(︂
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)︂
,

так що 𝑇 4
𝑖 = 𝐼6 i det𝑇𝑖 = −1; 𝐼𝑛 – одинична матри-

ця в 𝑛 вимiрах.
Має мiсце 𝜌(𝑔1𝑔2) = 𝜌(𝑔1)𝜌(𝑔2) для 𝑔1,2 ∈ 𝒢*, i

𝑇−1
𝑖 = 𝐼2 ⊗𝑀⊤

𝑖 + 𝐽2 ⊗𝑁⊤
𝑖 , (65)

𝑇𝑖𝑇𝑗 = 𝐼2 ⊗𝑀𝑖𝑀𝑗 + 𝐽2 ⊗ (𝑀𝑖𝑁𝑗 +𝑁𝑖𝑀𝑗), (66)

𝑇𝑖u =
(︁
1
0

)︁
⊗ (𝑀𝑖u+ +𝑁𝑖u−)+

+
(︁
0
1

)︁
⊗ (𝑀𝑖u− +𝑁𝑖u+), (67)

де 𝐽2
2 = 𝐼2 i 𝑁𝑖𝑁𝑗 = 0 за побудовою.

Нова конфiгурацiя визначається як ̃︀u = 𝜌(𝑔)[u],
𝑔 ∈ 𝒢*. Очевидно, що перестановки зберiгають
форму:

𝜉𝑛 =
∑︁

𝑠=𝑥,𝑦,𝑡

(�̄�𝑛+𝑠 + �̄�𝑛−𝑠), 𝑛 ∈ N. (68)

Присвоєння 𝐽 = 𝑇1𝑇2 i 𝑆 = 𝑇1𝐽 приводить
до спiввiдношення 𝑆2 = 𝐽3 = 𝐼6, притаманного
𝑃𝑆𝐿(2,Z) ≃ Z2 * Z3; i 𝐵3 виглядає як централь-
не розширення 𝑃𝑆𝐿(2,Z) [34]. Також вiдзначимо
𝑞-деформований аналог 𝐵3, представлений в [35].

Щоб описати структуру групи, представимо 𝑇𝑖
для 𝑖 = 1, 3 у виглядi:

𝑇𝑖 = 𝐼2 ⊗𝑅𝑖 + (𝐼2 + 𝐽2)⊗𝑁𝑖, 𝑅𝑖 =𝑀𝑖 −𝑁𝑖. (69)

Знаходимо, що кожна матриця 𝑅𝑖 = exp
(︀
𝜋
2 𝑋𝑖

)︀
генерується 𝑋𝑖 з алгебри 𝑠𝑜(3):

𝑋1 =

(︂
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

)︂
, 𝑋2 =

(︂
0 0 −1
0 0 0
1 0 0

)︂
,

𝑋3 =

(︂
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

)︂
,

(70)

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗 ] = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑋𝑘, {𝑖, 𝑗, 𝑘} = {1, 2, 3}, (71)

де 𝜀𝑖𝑗𝑘 – тензор Левi-Чiвiти, а оператор Казимира
дорiвнює

𝑋2
1 +𝑋2

2 +𝑋2
3 = −2𝐼3. (72)

Нехай ℛ𝑖=𝐼2⊗𝑅𝑖=exp (𝜋2 𝐼2⊗𝑋𝑖). Подамо 𝑇𝑖 як

𝑇𝑖 = ℛ𝑖𝒜𝑖, (73)
𝒜𝑖 = 𝐼2 ⊗ (𝐼3 +𝑅−1

𝑖 𝑁𝑖) + 𝐽2 ⊗ (𝑅−1
𝑖 𝑁𝑖), (74)

де 𝒜2
𝑖 = 𝐼6 вказує на циклiчнiсть другого порядку.
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Рис. 8. Iдеальний квадрат, роздiлений на вiсiм частин.
Площа сiрого сегмента 𝐴Δ задається (77). Дефект 𝜋/4−𝐴Δ

визначає площу чорного каспiдального хвоста

Виключивши ⟨𝒜1,𝒜2⟩ з 𝒢*, ми залишаємося
з пiдгрупою ⟨𝑅1, 𝑅2 |𝑅4

1 = 𝑅4
2 = 𝐼3⟩ в 𝑆𝑂(3),

яка переставляє 𝛼𝑠 у початковому векторi 𝛼 =
= (𝛼𝑥 𝛼𝑦 𝛼𝑡)

⊤ ∈ R3, при ототожненнi

𝛼𝑠 ↔ �̄�±𝑠, −𝛼𝑠 ↔ �̄�∓𝑠, 𝑠 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑡}. (75)

На цьому завершимо аналiз структури групи 𝒢*,
яка дiє в евклiдовому просторi (модулiв) [33] i за-
лишає iнварiантним такий iнтервал:

d𝑠2ℳ =
∑︁

𝑠=𝑥,𝑦,𝑡

(d�̄�2+𝑠 + d�̄�2−𝑠). (76)

З iншого боку, приписуючи додатнi дiйснi числа
iдеальним ребрам октаедра (𝐸𝑖𝑗 ↦→ 𝜆𝑖,𝑗) i тим са-
мим визначаючи точки 𝑃 ∈ 𝒯 (Σ) у просторi Тей-
хмюллера, 𝜆-довжини є природними для дiї групи
класiв вiдображення 𝒢(Σ). Таким чином, 𝒢(Σ) дiє
на 𝒯 (Σ). Якщо 𝜙 ∈ 𝒢(Σ), iснує вiдображення 𝜙*:
𝒯 (Σ) ↦→ 𝒯 (Σ) таке, що для дуги 𝐸 виконується
𝜆(𝐸;𝑃 ) = 𝜆(𝜙𝐸;𝜙*𝑃 ). Оскiльки точка 𝒯 визнача-
ється Λ-множиною, легко показати, що 𝜙* = 𝜙−1.
Описавши дiю групи 𝒢*, ми опускаємо тут явнi пе-
ретворення 𝜆-довжин, якi стають тотожностями в
термiнах 𝑈 i 𝑔[𝑈 ], де 𝑔 ∈ 𝒢*.

Таким чином, при формулюваннi фiзичних мо-
делей слiд врахувати конформнiсть поверхневих
структур та їх перетворення пiд дiєю групи кла-
сiв вiдображення. Одним iз привабливих аспектiв
подальшого дослiдження є квантування геометрiї.

4.3. До квантування площi

Розглянемо фiгуру у формi зiрки, обмежену реб-
рами октаедра i утворену трьома iдеальними квад-
ратами, що лежать в ортогональних площинах

D𝑡=0, D𝑦=0, D𝑥=0. Проаналiзуємо, як наблизитись
до квантового спектра площi таких квадратiв.

Розклавши один декорований квадрат на вiсiм
частин (див. рис. 8), отримаємо, що площа кожної
частини залежить вiд висоти ℎ як

𝐴Δ(ℎ) =
𝜋

4
− 1− ℎ

1 + ℎ
. (77)

Для простоти ми встановлюємо ℎ𝑖 = ℎ ∈ [2−1/2; 1]
для 𝑖 ∈ {±𝑥,±𝑦,±𝑡} i записуємо повну площу пря-
мокутного восьмикутника як 𝐴 = 8𝐴Δ.

Визначаючи ℎ = tanh (𝑢/2) як вище, ми отриму-
ємо геометричнi спiввiдношення:

1− ℎ

1 + ℎ
= e−𝑢 =

√︂
1

2
tan𝜙, (78)

де кут 𝜙 вказано на рис. 8. Звернiть увагу на те, що
(78) точно дорiвнює гiперболiчнiй довжинi сегмен-
та орикола, який є темним ребром сiрої областi.

Це негайно веде до (стацiонарного) антикiнку:

𝜙(�̄�) = arctan e−2�̄�, �̄� ∈ [0; +∞), (79)

де модуль �̄� = 𝑢− 1
2 ln 2 є таким, як уведено ранiше.

Таким чином, (79) є розв’язком одновимiрної мо-
делi синус-Гордона з таким iнтегралом дiї i рiвнян-
ням руху [17]:

𝑆 =

∫︁ {︂
1

2
(𝜕�̄�𝜙)

2 +
1

4
[1− cos (4𝜙)]

}︂
d�̄�, (80)

𝜕2�̄�𝜙− sin (4𝜙) = 0, (81)

якi iнварiантнi вiдносно глобального перетворен-
ня 𝜙 → 𝜙 + 𝜋𝑛/2, 𝑛 ∈ N. У загальному випадку
рiзних висот ℎ𝑖 дiя 𝑆 легко записується для секс-
тету полiв {𝜙𝑖 | 𝑖 = 1, |𝑉 |, |𝑉 | = 6}, зберiгаючи iнва-
рiантнiсть щодо перестановок, зумовлених групою
класiв вiдображення. За вiдсутностi взаємодiї мiж
компонентами секстету, рiвняння руху набувають
вигляду (81), але рiзняться початковими умовами.

Енергiя антикiнка (79) визначається iнтегралом:

∞∫︁
0

{︂
(𝜕�̄�𝜙)

2 +
1

2
[1− cos (4𝜙)]

}︂
d�̄� = 1. (82)

Ми припускаємо, що наша задача торкається
квантування вiдношення:

2
(︁𝜋
4
−𝐴Δ

)︁2
= tan𝜙, (83)

510 ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 7



Структури, пов’язанi з доповненням кiлець Борромео у кулi Пуанкаре

де права частина виражається через самодiю 𝑊 :

tan𝜙 =

√︀
𝑊 (𝜙)

1 +
√︀
1−𝑊 (𝜙)

, (84)

𝑊 (𝜙) =
1

2
[1− cos (4𝜙)]. (85)

Ми залишаємо пошук розв’язку i його дослiдже-
ння для майбутньої роботи, яка має показати
можливий зв’язок iз низьковимiрною петльовою
квантовою гравiтацiєю i спiновою пiною [11, 36].
Подiбне завдання виникне i пiд час квантування
довжин (див. також [18]).

Тут ми хотiли б проаналiзувати площу фазово-
го простору. Якщо ввести iмпульс 𝑝 = 𝜕�̄�𝜙, дуж-
ку Пуассона {𝜙, 𝑝} = 1 i врахувати, що 𝑊 (𝜙) =
= sin2 (2𝜙), динамiка генеруватиметься гамiльто-
нiаном:

𝐻 =
𝑝2 − sin2 (2𝜙)

2
. (86)

Режими такої моделi зображено на рис. 9.
Розв’язок (79) вiдповiдає 𝐻 = 0 i слугує межею

для режиму 𝐻 < 0 з циклiчними траєкторiями.
Позначаючи 𝜀 = −2𝐻 ≥ 0 у цих випадках, ви-
значимо змiнну дiї, пов’язану з “квантом” площi
фазового простору:

𝐽 ≡
∮︁
𝑝(𝜙) d𝜙 = −4

𝜋/4∫︁
𝜙0(𝜀)

√︀
𝑊 (𝜙)− 𝜀d𝜙 =

= 2𝐸(
√
1− 𝜀)− 2𝜀𝐾(

√
1− 𝜀), (87)

де 𝜙0(𝜀) = (1/2) arcsin
√
𝜀; 𝐾(𝑘) i 𝐸(𝑘) – повнi елi-

птичнi iнтеграли першого i другого роду [30]. От-
же, площа 𝑛 (червоних або чорних) циклiв для
𝜀 ∈ [0; 1) дорiвнює 𝑛𝐽(𝜀), де 𝐽(0) = 2 i 𝐽(1) = 0.

Звiсно, отриманi результати легко узагальнити
на випадок рiзних висот ℎ𝑖, коли iндукована сим-
плектична двоформа стає 𝜔 =

∑︀
𝑖=1,6 d𝑝𝑖 ∧ d𝜙𝑖.

Ми розглядаємо її як основу для побудови алге-
бри, спектри генераторiв якої вирiшують пробле-
му квантування [19, 20].

5. Обговорення

Вкладаючи всi структури, пов’язанi з доповнен-
ням кiлець Борромео (ДКБ/BRC), в одиничну ку-
лю Пуанкаре B з її групою iзометрiй Isom(B), ми
розпочинаємо з опису геометрiї ДКБ i знаходже-
ння реалiзацiї ΓBRC ⊂ Isom(B) фундаментальної

Рис. 9. Фазовий портрет траєкторiй при фiксованiй енергiї
𝐻 в (86). Чорна крива (1 ) вiдповiдає 𝐻 = 0. Синя крива
(3 ) характерна для 𝐻 > 0 (розсiювання), тодi як червона
крива (2 ) – для 𝐻 < 0. При 𝐻 = −1/2 елiпси стягуються в
точки з координатами ((2𝑛+ 1)𝜋/4; 0), 𝑛 ∈ Z

групи 𝜋1(BRC) ≃ Z3
2 o 𝒞3. Використовуючи пропо-

зицiю Терстона щодо покриття ДКБ двома окта-
едрами [1], ми робимо це за кiлька крокiв.

Нам зручно спочатку зафiксувати чотиривер-
шинну основу одного октаедра в площинi оди-
ничного диска D за допомогою параболiчних
𝑆𝑈(1, 1)-iзометрiй (див. рис. 2). Розширивши дiю
параболiчних генераторiв до трьох вимiрiв за ра-
хунок перетворення з [3] i далi, оперуючи оберта-
ннями навколо головних осей, отримуємо надпов-
ний набiр iз дванадцяти генераторiв. А саме, ми
приходимо до шести пар параболiчних генераторiв
⟨ℎ𝑖, ℎ̃𝑖⟩ довгот i меридiанiв, якi фiксують кожну з
шести вершин октаедра i утворюють абелевi пiд-
групи (див. Додаток A).

Далi ми вибираємо три пари генераторiв (14),
прив’язаних до рiзних осей. Вони вiдповiдають то-
ру 𝑇 3 i iзоморфнi фундаментальнiй групi ДКБ [4].
Щоб отримати ΓBRC у представленнi Вiртiнгера
(13), ми виражаємо три з шести генераторiв через
iншi (15), вибранi як незалежнi.

Таким чином, спочатку ми отримуємо дванад-
цять генераторiв, що дiють у трьох вимiрах, а
потiм зменшуємо їх число до шести i, нарештi,
до трьох. Це дозволяє проаналiзувати структуру
ΓBRC, застосовувати її в геометрiї i побудовi про-
стору Тейхмюллера. Дiйсно, дванадцять незалеж-
них генераторiв є зручними для облицювання B
октаедрами, а також для отримання максималь-
но симетричного доповнення [25], представленого
ромбiчним додекаедром на рис. 3 (праворуч). Мо-
жливо, застосована схема також буде корисною
для реалiзацiї групи в термiнах кватернiонiв [24].
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Реалiзувавши групу ΓBRC, природно звернути-
ся до задачi отримання функцiй, iнварiантних що-
до дiї групи. Фактично, в [3] побудовано базис,
що складається з 𝜃-функцiй Якобi, симетризова-
них щодо групи ДКБ як пiдгрупи 𝑆𝐿(2,C).

Тут ми розглядаємо дерево Кейлi, вкладене в
кулю B i вкорiнене у початку координат, для гру-
пи ΓBRC, i зосереджуємося на мультифракталь-
них властивостях статистичної суми 𝒵𝑁 (𝑞) з (21),
означеної для усiченого дерева 𝑁 -го поколiння.
Вона розглядається як рiзновид ряду Пуанкаре
з ваг Больцмана для дискретних шляхiв, де по-
рядок моменту 𝑞 вiдповiдає оберненiй темпера-
турi 1/𝑇 у фiзицi та набуває додатних i вiд’єм-
них значень. Оскiльки звичайний ряд Пуанкаре з
ваг Больцмана, визначених єдиною гiперболiчною
вiдстанню порядку 𝑁 мiж вершинами дерева, не
виявляє мультифрактальностi, ми використовуємо
функцiонал ℒ iз “взаємодiєю” виду (22) i поряд-
ку 𝑁2. Вiн нагадує периметричну характеристику
поверхнi, утворену сумiжними трикутниками, що
з’єднують кореневу точку i двi найближчi вершини
[28]. Крiм того, шестигiлковi графи, якi виникають
там, можуть iмiтувати дендритнi полiмери [13].

Числовий аналiз показує швидку стохастизацiю
ℒ зi збiльшенням𝑁 i мультифрактальну поведiнку
𝒵𝑁 (𝑞) (див. рис. 4), а показники її характеристик
легко порiвнюються для рiзних моделей i допуска-
ють фiзичну iнтерпретацiю [14].

Таким чином, отриманi мультифрактальнi по-
казники, такi як фрактальнi розмiрностi, вказують
на вiдсутнiсть домiнантної пiдмножини шляхiв i
необхiднiсть урахування всiх графiв, принаймнi
приблизно, у бажаному аналiтичному описi. З iн-
шого боку, для великих 𝑁 поведiнка стає зумовле-
ною центральною граничною теоремою. Це дозво-
лило застосувати ланцюг Маркова (випадкове блу-
кання) i обчислити статистичну суму в наближен-
нi Гаусса (наближення середнього поля у фiзицi),
застосовне для вiдносно малих |𝑞| (див. рис. 6). За-
значимо, що для кращого аналiтичного опису слiд
було вдосконалити формулу для матрицi переходiв
(45), введення якої усуває необхiднiсть числового
розрахунку ℒ-спектра для всiх графiв.

Торкаючись поняття простору деформацiй в
останнiй частинi роботи, ми звертаємося до уза-
гальненої теореми Мостоу [1]. Таким чином, клю-
човим моментом для опису деформацiй простору
B/ΓBRC слугує декорований простiр Тейхмюллера

конформних структур на правильнiй октаедричнiй
поверхнi з iдеальними вершинами (каспами). Тут
ми дотримуємося рецепта Пеннера [5], хоча в [37]
є його узагальнення.

Декорування поверхнi октаедра передбачає
включення орисфер з центрами у вершинах, якi
завжди ортогональнi ребрам октаедра, i отриман-
ня кривих їх перетину з гранями октаедра. Кон-
формнiсть забезпечується збереженням ортаго-
нальностi незалежно вiд розмiру кожної орисфе-
ри, який регулюється бустом [5, 15, 16].

Згiдно з Пеннером [5], декорований простiр Тей-
хмюллера, при маркуваннi поверхнi конкретною
реалiзацiєю фундаментальної групи, складається з
наборiв скiнченних гiперболiчних довжин сегмен-
тiв ребер, обмежених орисферами. Це пов’язано з
тим, що гранi октаедра є iдеальними трикутника-
ми, тобто поверхня октаедра є вiд початку триан-
гульованою. I ми можемо ввести многовид R|𝐸|

+ з
числом ребер |𝐸| = 12.

Але, завдяки розшаруванню, iнформацiя коду-
ється в 𝒯|𝑉 | ≃ R|𝑉 |

+ з числом вершин |𝑉 | = 6.
Геометрично це означає, що набiр iз шести дода-
тних дiйсних чисел (висот), якi є вiдстанями вiд
початку координат до орисфер у напрямку вер-
шин, визначає всi елементи глобальної структу-
ри (див. рис. 7). Двi такi множини є iзометрично
еквiвалентними i належать до одного класу еквiва-
лентностi, якщо вони пов’язанi однопараметри-
чним перетворенням Мебiуса (бустом). Крiм того,
впорядкована множина з шести гiперболiчних дов-
жин є об’єктом дiї групи класiв вiдображення 𝒢*.

Щоб зберегти конформну структуру, iндуковану
декорацiєю на октаедричнiй поверхнi, група 𝒢* дiє
на впорядковану множину за допомогою циклiч-
них перестановок, якi породжуються двома обер-
таннями четвертого порядку [32]. Ми реалiзуємо
𝒢* у роздiлi 4.2, описуючи її структуру i зводячи
до пiдгрупи 𝑆𝑂(3). З iншого боку, 𝒢* можна пов’я-
зати з групою перестановок проколiв на 𝜕B i асо-
цiювати з групою кiс [33]. У будь-якому випадку
ми приходимо до простору модулiв R|𝑉 |

+ /𝒢* з ев-
клiдовою метрикою, опускаючи дiю групи в R|𝐸|

+ .
Намагаючись проквантувати геометрiю ДКБ,

ми стикнулися з потребою iндукувати диференцi-
альну двоформу i ввести алгебру спостережуваних
[18, 19]. В принципi, це можна зробити за допомо-
гою динамiчної моделi та її симплектичної форми
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[20]. Аналiзуючи площу декорованого квадрата на
рис. 8, ми геометрично пов’язали кутовий розмiр
𝜙 кривої, яка одночасно належить орисферi i гра-
нi, i гiперболiчну вiдстань �̄� вiд початку коорди-
нат до орисфери. Таким чином ми отримали кiнк
(79) з одновимiрної моделi синус-Гордона [17]. Зго-
дом, коли переходимо до гамiльтонового формалi-
зму, поставлена задача розв’язується в кодотично-
му розшаруваннi. Крiм того, використовуючи фа-
зовий портрет моделi i змiнну дiї, ми також зроби-
ли крок до квантування площi фазового простору.
Хоча докладне вивчення бажаної алгебри все ж
залишається перспективою на майбутнє.

А.В. Назаренко дякує О.M. Гаврилику (IТФ) за
обговорення i висловлює свою вдячнiсть за пiд-
тримку Нацiональнiй академiї наук України (за
її проєктом №0122U000888) i фонду Саймонса.

ДОДАТОК А. Тривимiрнi перетворення

Якщо використовувати розширення (10), що зберiгає d𝑠2B,
генератори Γ iндукують групу Γ* перетворень координат
(параболiчних iзометрiй) у тривимiрнiй кулi B:

ℎ𝑛
1

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑡2 + (𝑦 − 1)2] + (𝑛𝑥− 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥− 𝑛[𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑡2]

𝑦 + 𝑛2[𝑥2 + (𝑦 − 1)2 + 𝑡2]− 2𝑛𝑥

𝑡

⎞⎠, (A1)

ℎ𝑛
2

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑡2 + (𝑥+ 1)2] + (𝑛𝑦 − 1)2
×

×

⎛⎝𝑥− 𝑛2[(𝑥+ 1)2 + 𝑦2 + 𝑡2] + 2𝑛𝑦

𝑦 − 𝑛[(𝑥+ 1)2 + 𝑦2 + 𝑡2]

𝑡

⎞⎠, (A2)

ℎ𝑛
3

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑡2 + (𝑦 + 1)2] + (𝑛𝑥+ 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥+ 𝑛[𝑥2 + (𝑦 + 1)2 + 𝑡2]

𝑦 − 𝑛2[𝑥2 + (𝑦 + 1)2 + 𝑡2]− 2𝑛𝑥

𝑡

⎞⎠, (A3)

ℎ𝑛
4

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑡2 + (𝑥− 1)2] + (𝑛𝑦 + 1)2
×

×

⎛⎝𝑥+ 𝑛2[(𝑥− 1)2 + 𝑦2 + 𝑡2] + 2𝑛𝑦

𝑦 + 𝑛[(𝑥− 1)2 + 𝑦2 + 𝑡2]

𝑡

⎞⎠. (A5)

У площинi D при 𝑡 = 0 вони зводяться до дробово-лiнiйних
перетворень ℎ𝑛

𝑘 [𝑧].
Щоб заповнити B октаедрами, потрiбно розширити гру-

пу Γ* новими (параболiчними) генераторами, якi дiють у

Рис. 10. Перетин (червоним (1)) гранi октаедра i орисфери

площинах, ортогональних до заданого диска D:

ℎ𝑛
+

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑦2 + (𝑡− 1)2] + (𝑛𝑥+ 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥+ 𝑛[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡− 1)2]

𝑦

𝑡+ 𝑛2[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡− 1)2] + 2𝑛𝑥

⎞⎠, (A5)

ℎ̃𝑛
+

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑥2 + (𝑡− 1)2] + (𝑛𝑦 + 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥

𝑦 + 𝑛[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡− 1)2]

𝑡+ 𝑛2[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡− 1)2] + 2𝑛𝑦

⎞⎠, (A6)

ℎ𝑛
−

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑦2 + (𝑡+ 1)2] + (𝑛𝑥+ 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥+ 𝑛[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡+ 1)2]

𝑦

𝑡− 𝑛2[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡+ 1)2]− 2𝑛𝑥

⎞⎠, (A7)

ℎ̃𝑛
−

[︃(︃
𝑥
𝑦
𝑡

)︃]︃
=

1

𝑛2[𝑥2 + (𝑡+ 1)2] + (𝑛𝑦 + 1)2
×

×

⎛⎝ 𝑥

𝑦 + 𝑛[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡+ 1)2]

𝑡− 𝑛2[𝑥2 + 𝑦2 + (𝑡+ 1)2]− 2𝑛𝑦

⎞⎠. (A8)

Зауважимо, що ℎ+ i ℎ̃+ (а також ℎ− i ℎ̃−) мають спiльну
фiксовану точку. Це означає, що їх композицiя також є па-
раболiчним генератором, i ℎ̃𝑛

± ℎ𝑚
± = ℎ𝑚

± ℎ̃𝑛
±. Для знаходжен-

ня ℎ̃𝑘, 𝑘 = 1, 4 i утворення аналогiчних абелевих пiдгруп
потрiбно повернути ℎ1,3 на кут ±𝜋/2 навколо вектора j i
повернути ℎ2,4 навколо вектора i за допомогою (11). Це
дасть новi пари генераторiв, якi вiдповiдають меридiану i
довготi у кожнiй вершинi.

ДОДАТОК Б. Обчислення 𝑤(ℎ)

Обчислимо гiперболiчну довжину 𝑤(ℎ) червоної кривої 𝐶

на рис. 10, отриманої в результатi перетину октаедричної
гранi (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑡 − 1)2 = 2 для 0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑡 < 1 i
орисфери 𝑥2+𝑦2+[𝑡− (1+ℎ)/2]2 = (1−ℎ)2/4 для вершини
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(0 0 1)⊤. Кiнцевi точки 𝐶 є такими:(︂
0,

2(1− ℎ)2

(1− ℎ)2 + 4
,

(1 + ℎ)2

(1− ℎ)2 + 4

)︂⊤
,

(︂
2(1− ℎ)2

(1− ℎ)2 + 4
, 0,

(1 + ℎ)2

(1− ℎ)2 + 4

)︂⊤
.

(Б1)

Параметризуючи 𝐶 за допомогою 𝑥 ∈ 𝐷 =
[︁
0;

2(1−ℎ)2

(1−ℎ)2+4

]︁
:

𝑡(𝑥) =
3− 2𝑥(1− ℎ) + ℎ2

(1− ℎ)2 + 4
−

−2

√︀
(1− ℎ)2(1 + 2𝑥− 𝑥2)− 8𝑥2

(1− ℎ)2 + 4
, (Б2)

𝑦(𝑥) =
1− ℎ

2
[1− 𝑡(𝑥)]− 𝑥, (Б3)

маємо

𝑤(ℎ) ≡ 2

∫︁
𝐷

√︀
1 + [𝑦′(𝑥)]2 + [𝑡′(𝑥)]2

1− 𝑥2 − 𝑦2(𝑥)− 𝑡2(𝑥)
d𝑥 =

√
2
1− ℎ

1 + ℎ
. (Б4)
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Переклад на українську мову Ю.А. Куца

Anton A.Nazarenko, A.V.Nazarenko

STRUCTURES ASSOCIATED
WITH THE BORROMEAN RINGS’
COMPLEMENT IN THE POINCARÉ BALL

Guided by physical needs, we deal with the rotationally iso-

tropic Poincaré ball, when considering the complement of Bor-

romean rings embedded in it. We consistently describe the ge-

ometry of the complement and realize the fundamental group

as isometry subgroup in three dimensions. Applying this real-

ization, we reveal normal stochastization and multifractal be-

havior within the examined model of directed random walks on

the rooted Cayley tree, whose six-branch graphs are associated

with dendritic polymers. According to Penner, we construct

the Teichmüller space of the decorated ideal octahedral sur-

face related to the quotient space of the fundamental group ac-

tion. Using the conformality of decoration, we define six moduli

and the mapping class group generated by cyclic permutations

of the ideal vertices. Intending to quantize the geometric area,

we state the connection between the induced geometry and

the sine-Gordon model. Due to such a correspondence we ob-

tain the differential two-form in the cotangent bundle of the

moduli space.

Ke yw o r d s: Borromean rings’ complement, fundamental
group, Cayley tree, random walk, decorated Teichmüller space,
sine-Gordon equation.

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2024. Т. 69, № 7 515


