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Класичнi геометрiї для сферично-симетричних систем можуть бути ефективно отри-
манi з квантових когерентних станiв для вiдповiдних ступенiв вiльностi. Даний опис
замiнює класичну сингулярнiсть чорних дiр iнтегровними структурами, в яких при-
пливнi сили залишаються скiнченними i немає внутрiшнього горизонту Кошi. Потiм
показано, як узагальнення на обертовi системи може уникнути класичного внутрi-
шнього горизонту за умови, що обертання не є наджорстким.
Ключ о в i с л о в а: класична геометрiя, квантовi обертовi чорнi дiри, квантова ґравiта-
цiя, шкала Планка, ґравiтацiйний колапс, геометрiя Шварцшильда.

1. Квантова ґравiтацiя i шкала Планка

Для частинки iз масою 𝑚 довжина Комптона–
де Бройля 𝜆𝑚 = ~/𝑚𝑐 порiвняна з ґравiтацiйним
радiусом (Шварцшильда) 𝑅H = 2𝐺N𝑚, якщо ма-
са близька до маси Планка

𝑚p =
√︀
𝑐 ~/𝐺N ≃ 10−8 кг, (1.1)

яка вiдповiдає довжинi Планка

ℓp =
√︀
~𝐺N/𝑐3 ≃ 10−35 м. (1.2)

Отже, квантова ґравiтацiя зазвичай асоцiюється з
процесами, що вiдбуваються при планкiвськiй ма-
сi 𝑚p i довжинi ℓp. Однак комптонiвська довжина
має значення лише для розсiяння (в асимптоти-
чно вiльнiй стандартнiй моделi) збуджень части-
нок [1], тодi як процеси, що включають зв’яза-
нi стани, зазвичай характеризуються значно бiль-
шими масштабами довжини. Наприклад, атом во-
дню на кiлька порядкiв бiльший за комптонiвську
довжину електрона, надпровiдники i конденсатив
Бозе–Ейнштейна можуть мати макроскопiчнi роз-
мiри, а нейтроннi зiрки є квантовими об’єктами ра-
дiусом у кiлька кiлометрiв.

Цит у в а н н я: Касадiо Р. Квантовi обертовi чорнi дi-
ри (вiдновлення геометрiї в квантовому свiтi). Укр. фiз.
журн. 69, № 7, 467 (2024).
C i t a t i o n: Casadio R. Quantum rotating black holes (reco-
vering geometry in a quantum world). Ukr. J. Phys. 69, No. 7,
466 (2024). https://doi.org/10.15407/ujpe69.7.466.

Ситуацiя складнiша в загальнiй теорiї вiдно-
сностi, оскiльки нелiнiйнiсть рiвнянь Ейнштейна
ускладнює роздiлення масштабiв (маси або довжи-
ни), як це можна зробити в електродинамiцi або в
наближеннi слабкого поля для ґравiтацiї. Для ма-
си 𝑀 i радiуса 𝑅s компактних об’єктiв ADM [2] ми
не можемо вiдкинути нелiнiйнi ефекти, коли ком-
пактнiсть 𝑋 = 𝐺N𝑀/𝑅s ∼ 1. Справдi, 𝑋 ≃ 1 для
частинки маси 𝑚 = 𝑚p i комптонiвської довжи-
ни 𝜆𝑚 = ℓp, а отже, можна очiкувати утворення
квантової чорної дiри [3, 4]. Тому можна було б
поставити питання, чи буде квантова фiзика вза-
галi придатною для опису самоґравiтуючих систем
компактностi 𝑋 ∼ 1, що приводить до вiдхилень
вiд класичних очiкувань, подiбних до випадку ато-
ма водню.

2. Квантова ґравiтацiя
i ґравiтацiйний колапс

Об’єкти з компактнiстю 𝑋 ∼ 1 повиннi з’являти-
ся в природi пiд час ґравiтацiйного колапсу, який,
згiдно з класичною теорiєю, повинен завершити-
ся геометрiєю чорної дiри, яка характеризується
iснуванням (зовнiшнього) горизонту подiй. Однак

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XII Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2024): Non-Euclidean Geometry in Modern Physics
and Mathematics”.
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Рис. 1. Утворення чорної дiри в класичнiй загальнiй тео-
рiї вiдносностi (лiва панель) у порiвняннi з тим самим для
квантової ґравiтацiї (права панель)

такi геометрiї страждають вiд серйозних фiзичних
проблем: як тiльки горизонт формується, внутрi-
шня частина стає геодезично неповною, з областя-
ми, де припливнi сили стають розбiжними [5]; бiль-
ше того, еволюцiя квантових полiв на такому кла-
сичному фонi призводить до можливих порушень
унiтарностi [6]. Ми очiкуємо, що квантова теорiя
виправить цю непослiдовну (напiв)класичну кар-
тину, приблизно так само, як квантова механiка
пояснює стабiльнiсть атомiв, не допускаючи кван-
тових станiв, якi вiдповiдають класичнiй ультра-
фiолетовiй катастрофi.

Дана проблема набагато складнiша, оскiльки
для досягнення 𝑋 ∼ 1 потрiбно мати декiлька со-
нячних мас речовини. З точку зору стандартної
моделi елементарних частинок, це означає 𝑀 ≃
≃𝑀⊙ ≃ 1057 нейтронiв i, згiдно з пiдрахунком Бе-
кенштейна ґравiтацiйних збуджень, задiяних у вiд-
повiднiй геометрiї, 𝑀2

⊙/𝑚
2
p ≃ 1076 ґравiтонiв [7].

Цi цифри явно виводять ґравiтацiйний колапс за
межi будь-якої теперiшньої i майбутньої можливо-
стi детального моделювання, i ми повиннi робити
те, що ми завжди робимо: знайти спрощений опис,
який дозволяє математичне трактування, подiбно
до моделi Оппенгеймера–Снайдера [8]. У статтях
[9, 10] було вивчено квантову теорiю пилової кулi,
щоб показати, що ядро основного стану розмiром
𝑅s ≃ 𝐺N𝑀 дiйсно може замiнити класичну сингу-
лярнiсть (див. рис. 1). Цей висновок також вимагає
послiдовного квантового опису геометрiї.

3. Когерентнi стани для класичної геометрiї

Спочатку ми розглянемом питання, як описати
сферично симетричну метрику

d𝑠2 = − (1 + 2𝑉 ) d𝑡2 +
d𝑟2

1 + 2𝑉
+ 𝑟2 dΩ2, (3.1)

де 𝑉 = 𝑉 (𝑟) знаходиться як середнє поле когерент-
ного стану скалярного поля (докладнiше дивись,
наприклад, [11–15]). Ми визначаємо канонiчно
нормоване дiйсне скалярне поле Φ =

√︀
𝑚p/ℓp 𝑉 ,

а потiм квантуємо Φ як безмасове поле, що задо-
вольняє хвильовому рiвнянню 2[︂
− 𝜕2

𝜕𝑡2
+

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟

)︂]︂
Φ(𝑡, 𝑟) = 0. (3.2)

Нормальнi моди рiвняння (3.2) можна записати у
виглядi

𝑢𝑘(𝑡, 𝑟) = 𝑒−𝑖 𝑘 𝑡 𝑗0(𝑘 𝑟), (3.3)

де 𝑗0 = sin(𝑘 𝑟)/𝑘 𝑟 – сферичнi функцiї Бесселя з
𝑘 > 0. Оператор квантового поля i його спряжений
iмпульс мають вигляд

Φ̂(𝑡, 𝑟) =

∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
×

×
√︂

~
2 𝑘

[︁
�̂�𝑘 𝑢𝑘(𝑡, 𝑟) + �̂�†𝑘 𝑢

*
𝑘(𝑡, 𝑟)

]︁
, (3.4)

Π̂(𝑡, 𝑟) = 𝑖

∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
×

×
√︂

~ 𝑘
2

[︁
�̂�𝑘 𝑢𝑘(𝑡, 𝑟)− �̂�†𝑘 𝑢

*
𝑘(𝑡, 𝑟)

]︁
(3.5)

i задовольняють одночасовим комутацiйним спiв-
вiдношенням[︁
Φ̂(𝑡, 𝑟), Π̂(𝑡, 𝑠)

]︁
=

𝑖 ~
4𝜋 𝑟2

𝛿(𝑟 − 𝑠), (3.6)

за умови, що оператори народження i знищення
пiдкоряються правилам комутацiї[︀
�̂�𝑘, �̂�

†
𝑝

]︀
=

2𝜋2

𝑘2
𝛿(𝑘 − 𝑝). (3.7)

Простiр Фока квантових станiв тепер можна по-
будувати, починаючи з вакууму �̂�𝑘 |0⟩ = 0 для
всiх 𝑘 > 0. Дуже важливо зауважити, що плоска

2 Надалi будемо використовувати одиницi з 𝑐 = 1, так що
𝐺N = ℓp/𝑚p i ~ = ℓp 𝑚p [16].
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метрика Мiнковського у рiвняннi (3.2) вiдповiд-
ає цьому вакуумному стану, який представляє аб-
солютно порожнiй простiр-час, позбавлений будь-
якого джерела матерiї i збуджень ґравiтацiйного
поля. У цьому вiдношеннi кiлькiсть просторових
i часових вимiрiв у рiвняннi (3.2) є формальною i
довiльною, важливо те, що лише тi моди i вiдповiд-
нi вимiри, якi мають вiдношення до геометрiї (3.1),
будуть вважатися збудженими над вакуумом. З iн-
шого боку, вибiр (3.2) також узгоджується з роз-
кладанням в ряд вiдносно слабкого поля, в яко-
му ньютонiвський потенцiал у трьох просторових
вимiрах отримується з поздовжньо поляризованих
ґравiтонiв [17].

Далi припустимо, що класичнi конфiгурацiї (3.1)
метрики можуть бути реалiзованi в квантовiй те-
орiї когерентними станами �̂�𝑘 |𝑔⟩ = 𝑔𝑘 𝑒

𝑖 𝛾𝑘(𝑡) |𝑔⟩ та-
кими, що√︃

ℓp
𝑚p

⟨𝑔| Φ̂(𝑡, 𝑟) |𝑔⟩ = 𝑉 (𝑟). (3.8)

Iз розкладу (3.4) ми отримуємо:

⟨𝑔| Φ̂(𝑡, 𝑟) |𝑔⟩ =
∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
×

×
√︂

2 ℓp𝑚p

𝑘
𝑔𝑘 cos[𝛾𝑘(𝑡)− 𝑘 𝑡] 𝑗0(𝑘 𝑟). (3.9)

Ми можемо усунути часову залежнiсть нормаль-
них мод (3.3), покладаючи 𝛾𝑘 = 𝑘 𝑡, i остаточно
когерентний стан приймає вигляд [15]:

|𝑔⟩ = 𝑒−𝑁G/2 exp

⎧⎨⎩
∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
𝑔𝑘 �̂�

†
𝑘

⎫⎬⎭ |0⟩ , (3.10)

де коефiцiєнти

𝑔𝑘 =

√︂
𝑘

2

𝑉 (𝑘)

ℓp
(3.11)

визначаються через

𝑉 =

∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
𝑉 (𝑘) 𝑗0(𝑘 𝑟). (3.12)

Нормування

𝑁G =

∞∫︁
0

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
𝑔2𝑘 (3.13)

можна iнтерпретувати як загальне число заповне-
ння стану |𝑔⟩, i воно є мiрою вiдстанi цього стану
вiд вакууму простору Фока |0⟩ [15].

4. Когерентнi стани
для геометрiї Шварцшильда

Геометрiя Шварцшильда задана спiввiдношенням
(3.1) iз

𝑉 = 𝑉𝑀 = −𝐺N𝑀

𝑟
, (4.1)

з якого знаходимо

𝑉𝑀 = −4𝜋𝐺N
𝑀

𝑘2
(4.2)

i коефiцiєнти

𝑔𝑘 = − 4𝜋𝑀√
2 𝑘3𝑚p

. (4.3)

Загальне число заселення тепер становить

𝑁G = 4
𝑀2

𝑚2
p

∞∫︁
0

d𝑘

𝑘
, (4.4)

де iнтеграл логарифмiчно розбiгається в iнфрачер-
вонiй (IR) i ультрафiолетовiй (UV) областях [13,
15]. Остання розбiжнiсть зумовлена нульовим роз-
мiром джерела в класичнiй геометрiї Шварцшиль-
да, i саме iснування належного квантового ста-
ну |𝑔⟩ вимагає, щоб коефiцiєнти 𝑔𝑘 вiдхилялися
вiд їх чисто класичного виразу (4.3) для 𝑘 → 0 i
𝑘 → ∞. Тому ми усуваємо ультрафiолетову розбi-
жнiсть, вводячи обрiзання на граничному iмпульсi
𝑘UV ∼ 1/𝑅s, де 𝑅s мiг би бути скiнченним радiу-
сом ядра матерiї в кiнцi колапсу, як показано на
рис. 1. Так само ми вводимо iнфрачервоне обрiза-
ння 𝑘IR = 1/𝑅∞ для врахування скiнченного роз-
мiру 𝑅∞ Всесвiту, i тодi

𝑁G = 4
𝑀2

𝑚2
p

𝑘UV∫︁
𝑘IR

d𝑘

𝑘
= 4

𝑀2

𝑚2
p

ln

(︂
𝑅∞

𝑅s

)︂
. (4.5)

Це дає ефективну (квантову) метрику (3.1) iз

𝑉 = 𝑉Q𝑀 ≃
𝑘UV∫︁
𝑘IR

𝑘2 d𝑘

2𝜋2
𝑉𝑀 (𝑘) 𝑗0(𝑘 𝑟) ≃

≃ 𝑉𝑀

{︂
1−

[︂
1− 2

𝜋
Si

(︂
𝑟

𝑅s

)︂]︂}︂
, (4.6)

де Si позначає функцiю iнтегрального синуса (див.
рис. 2 для прикладу).
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5. Квантовi iнтегровнi чорнi дiри

У класичному просторi-часi Шварцшильда скаляр
Кречмана 𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 𝑅

𝛼𝛽𝜇𝜈 ∼ 𝑅2 ∼ 𝑟−6 для 𝑟 → 0,
тодi як для наведеної вище квантово скоригованої
метрики маємо

𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 𝑅
𝛼𝛽𝜇𝜈 ≃ 𝑅2 ≃ 64𝐺2

N𝑀
2

𝜋 𝑅2
s 𝑟

4
. (5.1)

Це гарантує, що припливнi сили залишаються
скiнченними всюди до 𝑟 = 0, i просторовий iн-
теграл вiд густини лагранжiана Ейнштейна–Гiль-
берта також є скiнченним, оскiльки скаляр Рiччi
𝑅 ∼ 𝑟−2. Тому в точцi 𝑟 = 0 сингулярнiсть можна
розглядати як iнтегровну [18], де деякi геометри-
чнi iнварiанти розходяться без шкiдливими впливу
на матерiю.

Рис. 2. Квантова метрична функцiя 𝑉Q𝑀 в рiвняннi (4.6)
(суцiльна лiнiя) порiвняно з 𝑉𝑀 (пунктирна лiнiя) для 𝑅s =

= 𝐺N 𝑀 . Горизонтальна тонка лiнiя позначає розташуван-
ня горизонту, де 𝑉 = −1/2

Рис. 3. Поведiнка Δ у рiвняннi (5.6) для iнтегрованих чор-
них дiр (суцiльна лiнiя) i регулярних чорних дiр (пунктирна
лiнiя)

Рис. 4. Поведiнка Δ у рiвняннi (6.2) для iнтегрованих чор-
них дiр з диференцiальним обертанням (суцiльна лiнiя) i
жорстким обертанням (пунктирна лiнiя)

З ейнштейнiвського тензора можна знайти ефе-
ктивну густину енергiї i тиск

𝜀 =
𝑀

2𝜋2 𝑟3
sin

(︂
𝑟

𝑅s

)︂
= −𝑝r (5.2)

i ефективне напруження

𝑝t =
𝑀

4𝜋2 𝑟3

[︂
sin

(︂
𝑟

𝑅s

)︂
− 𝑟

𝑅s
cos

(︂
𝑟

𝑅s

)︂]︂
. (5.3)

Зауважимо, зокрема, що ефективну густину енер-
гiї можна iнтерпретувати у виглядi нормовної хви-
льової функцiї 𝜓 = 𝜓(𝑟) для речовини в ядрi,

𝜀 ∼ |𝜓(𝑟)|2 ∼ 𝑟−2, для 𝑟 → 0, (5.4)

а масова функцiя Мiзнера–Шарпа–Ернандеса [19,
20] виглядає як

𝑚(𝑟) = 4𝜋

𝑟∫︁
0

𝑥2 𝜀(𝑥) d𝑥 ≃ 2𝑀 𝑟

𝜋𝑅s
, для 𝑟 → 0, (5.5)

де 𝑚(𝑟 → ∞) =𝑀 .
Ще одна гарна особливiсть цiєї квантово ви-

правленої геометрiї, яка випливає з рiвняння (5.5),
полягає в тому, що немає внутрiшнього гори-
зонту Кошi (якщо iснує зовнiшнiй горизонт по-
дiй). Розташування горизонтiв фактично задає-
ться розв’язками рiвняння:

Δ ≡ 𝑟2 (1 + 2𝑉 ) = 𝑟2 − 2 𝑟 𝐺N𝑚(𝑟) = 0. (5.6)

Якщо iснує зовнiшнiй горизонт подiй Δ(𝑟+) = 0
при 𝑟 = 𝑟+ > 0, функцiя Δ стає вiд’ємною для
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𝑟 < 𝑟+ i залишається вiд’ємною до 𝑟 = 0 за умови,
що 𝑅s . 4𝐺N𝑀/𝜋 ( див. суцiльну лiнiю на рис. 3).
Зауважте, що у випадку регулярного розв’язку
для чорної дiри з 𝑚(𝑟) ∼ 𝑟3 функцiя Δ обов’язково
стане додатною в околi центра (див. пунктирну лi-
нiю на рис. 3). Вiдсутнiсть внутрiшнiх горизонтiв
може бути узагальненою на електрично зарядженi
чорнi дiри [21] i виключає потенцiйно серйознi ви-
падковi проблеми, якi часто присутнi у звичайних
кандидатiв на чорнi дiри (див., наприклад, [22] i
посилання у нiй).

6. Обертовi iнтегровнi чорнi дiри

Наджорстка обертова геометрiя з постiйним зада-
ним кутовим моментом 𝑎 = 𝐽/𝑀 може бути запи-
сана як

𝑑𝑠2 =

[︂
1− 2 𝑟𝑚

𝜌2

]︂
𝑑𝑡2+

4 𝑎 𝑟𝑚 sin2 𝜃

𝜌2
𝑑𝑡 𝑑𝜑−𝜌

2

Δ
𝑑𝑟2 −

− 𝜌2 𝑑𝜃2 − Σ sin2 𝜃

𝜌2
𝑑𝜑2, (6.1)

де 𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 sin2 𝜃 i Σ = (𝑟2 + 𝑎2)2 − 𝑎2 Δ sin2 𝜃.
Горизонти розташованi так, що

Δ = 𝑎2 + 𝑟2 − 2 𝑟 𝐺N𝑚(𝑟) = 0, (6.2)

де ми припустили, що масова функцiя залежить
лише вiд радiальної координати, як у сферично си-
метричному випадку [23].

Масова функцiя, яка має таку ж поведiнку по-
близу 𝑟 = 0, як i функцiя (5.5), знову усуне (кiль-
цеву) сингулярнiсть геометрiї Керра, яка виникає
при 𝑚 = 𝑀 [24]. Однак Δ(0) = 𝑎2 > 0, i обо-
в’язково зустрiчається внутрiшнiй горизонт при
0 < 𝑟 = 𝑟− < 𝑟+ (див. пунктирну лiнiю на рис.
4). Щоб усунути нуль Δ при 𝑟 = 𝑟− > 0, ми повин-
нi розглянути диференцiальне обертання 𝑎 = 𝑎(𝑟)
таке, що 𝑎 ∼ 𝑟𝛼 iз 𝛼 ≥ 1 для 𝑟 → 0 [25] (див.
суцiльну лiнiю на рис. 4).

Побудова когерентних станiв для диференцiаль-
но обертових геометрiй (6.1) з 𝑚 = 𝑚(𝑟) i 𝑎 = 𝑎(𝑟)
становить величезну складнiсть для сферично си-
метричних випадкiв. На даний час були дослiдже-
нi [26] тiльки геометрiї, що повiльно обертаються,
iз 𝑎≪𝑀 .

Мене частково пiдтримав ґрант INFN FLAG, i
моя робота також виконувалася в рамках дiяль-
ностi Нацiональної групи математичної фiзики
(GNFM, INdAM).
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QUANTUM ROTATING BLACK HOLES
(RECOVERING GEOMETRY IN A QUANTUM WORLD)

Classical geometries for spherically symmetric systems can be

effectively obtained from quantum coherent states for the rele-

vant degrees of freedom. This description replaces the classical

singularity of black holes with integrable structures in which

tidal forces remain finite, and there is no inner Cauchy hori-

zon. It is then shown how the extension to rotating systems

can avoid the classical inner horizon provided the rotation is

not ultra-rigid.

Ke yw o r d s: classical geometry, quantum rotating black holes,
quantum gravity, Planck scale, gravitational collapse, Schwarz-
schild geometry.
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