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ВИЗНАЧЕННЯ КРИТИЧНОЇ ТЕМПЕРАТУРИ
ПРОСТИХ ПЛИНIВ: АНАЛIТИЧНИЙ ПIДХIД
НА ОСНОВI МЕТОДУ КОЛЕКТИВНИХ ЗМIННИХУДК 539

В рамках аналiтичного пiдходу – методу колективних змiнних iз системою вiдлiку –
отримано явне рiвняння для критичної температури рiдина–пара простих плинiв. Це
рiвняння застосовано для розрахунку значень критичної температури кiлькох твер-
досферних плинiв Ван-дер-Ваальса. Також було дослiджено, як критична температура
залежить вiд параметрiв взаємодiї. Зокрема, виявлено, що зi зменшенням областi при-
тягальної взаємодiї критична температура також зменшується.
К люч о в i с л о в а: простi плини, колективнi змiннi, критична температура.

1. Вступ
Сьогоднi здається, що комп’ютерне моделювання є
найпоширенiшим iнструментом для вивчення рiв-
новажних властивостей простих плинiв. Тим не
менш, аналiтичнi теорiї, якi дозволяють розра-
хувати термодинамiчнi властивостi багаточастин-
кових взаємодiючих систем, зберiгають свою цiн-
нiсть, оскiльки вони можуть забезпечити фiзичне
розумiння, яке iнакше могло пройти повз увагу.
Одна з таких теорiй побудована навколо методу
колективних змiнних (КЗ) [1] з системою вiдлi-
ку (СВ) [2]. Загальний огляд цього пiдходу та ре-
зультатiв, отриманих у його рамках для плинних
систем поблизу критичної точки рiдина–пара, мо-
жна знайти в роботi [3]. Щоб отримати огляд за-
гального стану фiзики плинiв, ми вiдсилаємо до
робiт [4, 5]. У цiй статтi ми зосередимося на дета-
лях визначення критичної температури та на то-
му, як параметри притягальної взаємодiї вплива-
ють на цю температуру.

Структура цiєї статтi наступна. У роздiлi 2 ми
представляємо функцiонал великої статистичної
суми (ВСС) з усiма явно визначеними коефiцiєн-
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тами. Потiм ми продовжуємо “пошарове” iнтегру-
вання цього функцiонала, щоб отримати послiдов-
нiсть ефективних блокових гамiльтонiанiв, кожен
з яких характеризується своїми власними коефi-
цiєнтами. Пiсля того, як результат iнтегрування
по 𝑛 шарах буде записаний у загальному виглядi,
ми перейдемо до аналiзу рекурентних спiввiдно-
шень мiж ефективними коефiцiєнтами гамiльтонi-
анiв. У результатi ми знайдемо розв’язок у фiксо-
ванiй точцi, запишемо рекурентнi спiввiдношення
в лiнiйному наближеннi бiля фiксованої точки та
знайдемо умову, яка приводить до рiвняння для
критичної температури. У роздiлi 3 ми коротко
обговорюємо потенцiали взаємодiї та застосованi
наближення. У роздiлi 4, використовуючи отрима-
ний вираз, ми обчислюємо критичну температуру
для рiзних твердосферних (hard-core, НС) плинiв
Ван-дер-Ваальса i порiвнюємо отриманi значення
з вiдомими результатами для розглянутих моде-
лей.

2. Велика статистична сума
в представленнi колективних змiнних

ВСС простої багаточастинкової взаємодiючої си-
стеми можна представити у виглядi [2, 6, 7]

Ξ = Ξ0 Ξ𝐺 Ξ𝐿. (1)

Тут Ξ0 – це ВСС системи вiдлiку, яка вважається
вiдомою, Ξ𝐺 – короткохвильовий внесок у ВСС з
хвильовими векторами |k| > 𝐵0, i 𝐵0 – це параметр
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вiдсiкання. Величина Ξ𝐿 позначає довгохвильовi
внески в ВСС i є об’єктом нашого дослiдження в
цiй статтi. У нашiй попереднiй статтi [7] ми нада-
ли дуже детальне виведення виразу для Ξ𝐿 (див.
роботу [8] для бiльшої iнформацiї) i представили
його таким чином:

Ξ𝐿 = 𝑗0𝑄(M̃2,M4)
𝑁0 exp (M̃0)Ξ

(1)
𝐿 , (2)

де 𝑗0 =
√
2
𝑁0−1

, параметр 𝑁0 визначається нижче
рiвнянням (4), а явнi вирази для 𝑄(M̃2, M4) i M̃0

наведенi в Додатку A.
Величина Ξ

(1)
𝐿 в наближеннi так званої 𝜌4-моделi

має вигляд

Ξ
(1)
𝐿 =

∫︁
exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝑘≤𝐵0

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑎4
4!𝑁0

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵0

𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿k1+...+k4

)︃
(d𝜌)𝑁0 . (3)

Тут 𝑑2(𝑘) = 𝑎2 +
𝛽Φ̂k

𝑉 , 𝛽 – обернена температура,
𝑉 – об’єм, i Φ̂k – Фур’є-компонента далекосяжної
частини потенцiалу взаємодiї. Величини 𝜇*, 𝑎2 i 𝑎4
є функцiями концентрацiї частинок 𝜌 у СВ, темпе-
ратури 𝑇 i мiкроскопiчних параметрiв потенцiалу
взаємодiї. Вони явно представленi в Додатку A.
Величина 𝜇* також лiнiйно залежить вiд хiмiчно-
го потенцiалу 𝜇.

Хвильовий вектор k приймає 𝑁0 значень у сферi
радiуса 𝐵0, так що

𝑁0 =
𝐵3

0

6𝜋2
𝑉. (4)

Таким чином, кiлькiсть змiнних, якi потрiбно про-
iнтегрувати, дорiвнює 𝑁0, i

(𝑑𝜌)𝑁0 = d𝜌0

′∏︁
k

𝑘≤𝐵0

d𝜌𝑐kd𝜔
𝑠
k

де 𝜌𝑐k i 𝜌𝑠k – дiйсна та уявна, вiдповiдно, частини КЗ
𝜌k = 𝜌𝑐k − i𝜌𝑠k

1. Знак “штрихування” над добутком

1 Традицiйно колективнi змiннi позначаються через 𝜌k,
елемент iнтегрування за КЗ позначається як (d𝜌), а кон-
центрацiя частинок позначається як 𝜌. Ми сподiваємося,
що з контексту зрозумiло, коли пiд 𝜌 розумiється концен-
трацiя, а коли це – КЗ.

означає, що хвильовий вектор приймає значення
лише з верхньої пiвсфери, тобто 𝑘𝑧 > 0 i |k| ≠ 0.

Наступне спрощення використовується для сим-
волу Кронекера у виразi (3):

𝛿k =
1

𝑉

∫︁
e−ikr dr =

1

𝑁0

∑︁
l0

e−ikl0 .

Пiдсумовування за l0 означає, що l0 набуває 𝑁0

значень у реальному просторi, якi вiдповiдають
𝑁0 значенням хвильового вектора k у сферi ра-
дiуса 𝐵0 у зворотному просторi. Це називається
сферичним наближенням для першої зони Брiллю-
ена. Припускається, що правильну вiдповiднiсть
можна встановити мiж сферичною зоною Брiллю-
ена та структурою в реальному просторi за ана-
логiєю з тим, як проста кубiчна ґратка вiдповiдає
своїй зонi Брiллюена в моделi Iзiнга [9].

В подальшому ми будемо вважати, що l ∈ Λ0

вiдповiдає таким векторам k, що 𝑘 ≤ 𝐵0; l ∈ Λ1

вiдповiдає 𝑘 ≤ 𝐵1; i взагалi, l ∈ Λ𝑛 вiдповiдає
𝑘 ≤ 𝐵𝑛. Тут 𝐵𝑛 = 𝐵0/𝑠

𝑛, а 𝑠 – це параметр пе-
ренормування, який буде введено пiзнiше.

Вираз (3) формально збiгається з виразом для
функцiонала статистичної суми в 3-вимiрнiй моде-
лi Iзiнга у зовнiшньому полi [10,11]. Це й не дивно,
враховуючи те, що i простi плини, i модель Iзiнга
належать до одного класу унiверсальностi. Можна
пiти ще далi i розглянути iдею глобального iзомор-
фiзму та його застосування [12, 13].

Необхiдною умовою для того, щоб функцiонал
(3) породжував розв’язок з критичною точкою, є
𝜇* = 0, що приводить до лiнiї залежностi кри-
тичної температурної вiд хiмiчного потенцiалу 𝜇
(при деякiй концентрацiї частинок 𝜌𝑐 у СВ) [7].

Ми збираємося проiнтегрувати вираз (3), до-
тримуючись методу, розробленого для обчислення
статистичної суми для 3-вимiрних моделей, подi-
бних iзiнговськiй [9, 14, 15]. Основна iдея полягає
в тому, щоб роздiлити iнтервал [0, 𝐵0] на пiдiнтер-
вали (𝐵1, 𝐵0], (𝐵2, 𝐵1], (𝐵3, 𝐵2] i так далi, де 𝐵1 =
= 𝐵0/𝑠, 𝐵2 = 𝐵1/𝑠 = 𝐵2/𝑠

2, або загалом 𝐵𝑛 =
= 𝐵0/𝑠

𝑛, де 𝑠 є параметром групи ренормування,
𝑠 > 1. Кажуть, що змiннi 𝜌k з 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵0 на-
лежать до першого шару, 𝜌k з 𝐵2 < 𝑘 ≤ 𝐵1 –
до другого, i, продовжуючи тим же чином, 𝜌k з
𝐵𝑛 < 𝑘 ≤ 𝐵𝑛−1 – до 𝑛-го шару. Iнтегрування ви-
конується iтерацiйно, починаючи з iнтегрування
по КЗ першого шару, потiм другого i так да-
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лi. Кiлькiсть змiнних, що залишиться пiсля iн-
тегрування по першому шару, становить 𝑁1 =
= 𝑁0/𝑠

3 = (𝐵3
0𝑉 )/(2𝜋2𝑠3). Таким чином, кiлькiсть

змiнних, проiнтегрованих на першiй iтерацiї, ста-
новить 𝑁0 −𝑁1 = 𝑁0(1− 𝑠−3).

Щоб факторизувати iнтеграли, перетворення
Фур’є Φ̂k далекодiючої частини потенцiалу взає-
модiї потрiбно замiнити на його середнє значення
на кожному iнтервалi:

Φ̂k → Φ̂𝐵1,𝐵0 , 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵0;

Φ̂𝐵2,𝐵1 , 𝐵2 < 𝑘 ≤ 𝐵1;
...

Φ̂𝐵𝑛,𝐵𝑛−1
, 𝐵𝑛 < 𝑘 ≤ 𝐵𝑛−1.

Деталi цього усереднення не настiльки важливi,
щоб описати метод пошарової iнтеграцiї в загаль-
них рисах. Тому ми повернемося до них пiзнiше,
коли представлятимемо деякi числовi та графiчнi
результати. Зауважимо, що ми вiдкладаємо уто-
чнення деталей потенцiалу взаємодiї на пiзнiше в
цiй статтi. Зараз ми просто обмежимо його та-
кою формою, щоб його можна було (дещо довiль-
но) роздiлити на короткодiючу вiдштовхувальну
та далекодiючу притягуючу складовi. Властиво-
стi короткодiючої складової вважаються вiдоми-
ми. Одна з обов’язкових властивостей далекодi-
ючої частини полягає в тому, що вона має пере-
творення Фур’є, а її довгохвильова межа (|k| = 0)
набуває вiд’ємного значення.

2.1. Iнтегрування по першому шару

Тепер виконаємо явне iнтегрування по змiнних
першого шару. Пiд час iнтегрування ми будемо до-
тримуватися крокiв, описаних у роботi [15].

Другий член в експонентi (3) перепишемо у
формi∑︁
k, 𝑘≤𝐵0

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k =
∑︁

k, 𝑘≤𝐵1

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k +

+
∑︁

k, 𝐵1<𝑘≤𝐵0

𝑑2(𝐵1, 𝐵0)𝜌k𝜌−k,

де 𝑑2(𝐵1, 𝐵0) = 𝑎2 + 𝛽Φ̂𝐵1,𝐵0/𝑉 . Вираз для Ξ
(1)
𝐿

тепер матиме вигляд

Ξ
(1)
𝐿 =

∫︁
exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

1

2

∑︁
k

𝑘≤𝐵1

𝑑2(𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑑2(𝐵1, 𝐵0)

2

∑︁
k

𝐵1<𝑘≤𝐵0

𝜌k𝜌−k −

− 𝑎4
4!𝑁0

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵0

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

)︃
×

× (d𝜌)𝑁1(d𝜌)𝑁0−𝑁1 .

Щоб видiлити змiннi, за якими потрiбно iнтегру-
вати на першiй iтерацiї, позначимо їх 𝜂k, тобто
𝜌k → 𝜂k для 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵0. Розширимо також кiль-
кiсть змiнних 𝜂k за допомогою 𝛿-functions,∏︁
k, 0≤𝑘≤𝐵1

𝛿(𝜂k − 𝜌k) =

∫︁
(d𝜈)𝑁1 ×

× exp

(︃
2𝜋i

∑︁
𝑘≤𝐵1

𝜈k(𝜂k − 𝜌k)

)︃

так що Ξ
(1)
𝐿 можна переписати у виглядi

Ξ
(1)
𝐿 =

∫︁
(d𝜌)𝑁1 exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

− 1

2

∑︁
k

𝑘≤𝐵1

(𝑑2(𝑘)− 𝑑2(𝐵1, 𝐵0))𝜌k𝜌−k

)︃
×

×
∫︁
(d𝜈)𝑁1 exp

(︃
−2𝜋i

∑︁
k,k≤B1

𝜈k𝜌k

)︃
𝐼(𝜈k).

Тут 𝐼(𝜈k) означає iнтеграл по 𝜂k,

𝐼(𝜈k) =

∫︁
(d𝜂)𝑁0 exp

(︃
2𝜋i

∑︁
k, 𝑘≤𝐵0

𝜈k𝜂k −

− 𝑑2(𝐵1, 𝐵0)

2

∑︁
k, 𝑘≤𝐵0

𝜂k𝜂−k −

− 𝑎4
4!𝑁0

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵0

𝜂k1
... 𝜂k4

𝛿k1+...+k4

)︃
,

де величина 𝜈k означає

𝜈k =

{︂
𝜈k, 𝑘 ≤ 𝐵1,
0, 𝐵1 < 𝑘 ≤ 𝐵0

за аналогiєю з методом, описаним у роботi [15].
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Тепер цей iнтеграл можна розкласти на множни-
ки по так званих вузлових змiнних

𝜂l =
1√
𝑁0

∑︁
k, 𝑘≤𝐵0

𝜂ke
ikl,

˜̄𝜈l =
1√
𝑁0

∑︁
k, 𝑘≤𝐵0

𝜈ke
−ikl.

Щодо деяких корисних спiввiдношень для вузло-
вих змiнних, див. Додаток Б. Тепер iнтеграл набу-
ває вигляду

𝐼(𝜈k) = 𝑗−1
0

∏︁
l∈Λ0

∞∫︁
−∞

d𝜂l exp

(︃
2𝜋i˜̄𝜈l𝜂l −

− 𝑑2(𝐵1, 𝐵0)

2
𝜂l

2 − 𝑎4
4!
𝜂l

4

)︃
=

= 𝑗−1
0 [𝑄𝑓0 ]

𝑁0

∏︁
l∈Λ0

exp

(︃
−
∑︁
𝑛≥1

𝑆2𝑛

(2𝑛)!
˜̄𝜈2𝑛l

)︃
.

Обмежуючи розклад експоненти в ряд по ˜̄𝜈l чле-
ном 4-го степеня, отримуємо

𝐼(𝜈k) = 𝑗−1
0 [𝑄𝑓0 ]

𝑁0

∏︁
l∈Λ0

exp

(︂
−𝑆2

2!
˜̄𝜈2l − 𝑆4

4!
˜̄𝜈4l

)︂
.

У термiнах 𝜈k результат для 𝐼(𝜈k) виражається та-
ким чином:

𝐼(𝜈k) = 𝑗−1
0 [𝑄𝑓0 ]

𝑁0 exp

(︃
− 𝑆2

2!

∑︁
k,𝑘≤𝐵1

𝜈k𝜈−k

− 𝑆4

4!𝑁0

∑︁
k1,...,k4
𝑘𝑖≤𝐵1

𝜈k1 ...𝜈k4𝛿k1+...+k4

)︃
.

У наведених вище формулах були введенi такi ве-
личини:

𝑄𝑓0 =
√
2𝜋

(︂
3

𝑎4

)︂1/4
e𝑥

2/4𝑈(0, 𝑥);

𝑆2 = (2𝜋)2
(︂
3

𝑎4

)︂1/2
𝑈(𝑥); 𝑆4 = (2𝜋)4

3

𝑎4
𝜙(𝑥);

𝑥 = 𝑑2(𝐵1, 𝐵0)

(︂
3

𝑎4

)︂1/2
.

Наступним кроком є iнтегрування по 𝜈k iнте-
грала

𝐼2(𝜌k) =

∫︁
(d𝜈)𝑁1 exp

(︃
−2𝜋i

∑︁
k, 𝑘≤𝐵1

𝜈k𝜌k −

− 𝑆2

2!

∑︁
k, 𝑘≤𝐵1

𝜈k𝜈−k −

− 𝑆4𝑠
−3

4!𝑁1

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵1

𝜈k1
... 𝜈k4

𝛿k1+...+k4

)︃
=

= 𝑗1
∏︁
l∈Λ1

∫︁
d𝜈l exp(−2𝜋i𝜈l𝜌l)×

× exp

(︂
−𝑆2

2!
𝜈2l − 𝑆4

4!𝑠3
𝜈4l

)︂
,

де 𝑗1 =
√
2
𝑁1−1

, i цього разу

𝜌l =
1√
𝑁1

∑︁
k,𝑘≤𝐵1

𝜌ke
ikl,

𝜈l =
1√
𝑁1

∑︁
k,𝑘≤𝐵1

𝜈ke
−ikl.

Результатом iнтегрування є формула

𝐼2(𝜌k) = 𝑗1[𝑄𝜙0
]𝑁1

∏︁
l∈Λ1

exp

(︃
−
∑︁
𝑛≥1

𝑅2𝑛

(2𝑛)!
𝜌2𝑛l

)︃
.

У 𝜌4-наближеннi цей вираз набуває вигляду

𝐼2(𝜌k) = 𝑗1[𝑄𝜙0
]𝑁1

∏︁
l∈Λ1

exp

(︃
−𝑅2

2!
𝜌2l −

𝑅4

4!
𝜌4l

)︃
=

= 𝑗1[𝑄𝜙0
]𝑁1 exp

(︃
−𝑅2

2!

∑︁
k,𝑘≤𝐵1

𝜌k𝜌−k −

− 𝑅4

4!𝑁1

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵1

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

)︃
.

де

𝑄𝜙0
= (2𝜋)−1/2𝑠3/4

(︂
𝑎4

𝜙(𝑥)

)︂1/4
e𝑦

2/4𝑈(0, 𝑦);

𝑅2 = 𝑠3/2
(︂

𝑎4
𝜙(𝑥)

)︂1/2
𝑈(𝑦); 𝑅4 = 𝑠3𝑎4

𝜙(𝑦)

𝜙(𝑥)
;

𝑦 = 𝑠3/2𝑈(𝑥)

√︃
3

𝜙(𝑥)
.

Цього разу наближенням для символу Кронекера
буде вираз

𝛿k ≈ 1

𝑁1

∑︁
l∈Λ1

exp(−ikl).
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Нарештi, в результатi iнтегрування по першому
шару ми отримуємо формулу для Ξ

(1)
𝐿 ,

Ξ
(1)
𝐿 = 𝑗−1

0 𝑗1[𝑄𝑓0 ]
𝑁0 [𝑄𝜙0

]𝑁1 ×

×
∫︁
(d𝜌)𝑁1 exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

1

2

∑︁
k, 𝑘≤𝐵1

𝑑
(1)
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑎
(1)
4

4!𝑁1

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵1

𝜌k1 ... 𝜌k4𝛿k1+...+k4

)︃
,

де

𝑑
(1)
2 (𝑘) = 𝑎

(1)
2 + 𝛽Φ̂k/𝑉 ; (5)

𝑎
(1)
2 = 𝑅2 −

𝛽Φ̂𝐵1,𝐵0

𝑉
=

= 𝑠3/2
(︂

𝑎4
𝜙(𝑥)

)︂1/2
𝑈(𝑦)− 𝛽Φ̂𝐵1,𝐵0

𝑉
; (6)

𝑎
(1)
4 = 𝑅4 = 𝑠3𝑎4

𝜙(𝑦)

𝜙(𝑥)
. (7)

Це – рекурентнi спiввiдношення мiж коефiцiєнта-
ми ефективного гамiльтонiана до i пiсля iнтегру-
вання по першому шару. Вони визначають вирази
для коефiцiєнтiв 𝑎

(1)
2 i 𝑎(1)4 через 𝑎2 i 𝑎4. Альтерна-

тивна, стисла форма цих виразiв така:

𝑎
(1)
2 = 𝑑2(𝐵1, 𝐵0)𝑁(𝑥)− 𝛽Φ̂𝐵1,𝐵0

𝑉
; (8)

𝑎
(1)
4 = 𝑠−3𝑎4𝐸(𝑥). (9)

Тут вводяться такi величини:

𝑁(𝑥) =
𝑦𝑈(𝑦)

𝑥𝑈(𝑥)
; 𝐸(𝑥) = 𝑠6

𝜙(𝑦)

𝜙(𝑥)
.

2.2. Iнтегрування по другому шару

Дотримуючись описаної вище процедури, можна
виконати iнтегрування по другому шару; при цьо-
му 𝐵2 < 𝑘 ≤ 𝐵1. В результатi такого iнтегрування
величина Ξ

(1)
𝐿 набуває такого виразу:

Ξ
(1)
𝐿 = 𝑗−1

0 𝑗2[𝑄𝑓0 ]
𝑁0 [𝑄𝜙0

]𝑁1 [𝑄𝑓1 ]
𝑁1 [𝑄𝜙1

]𝑁2 ×

×
∫︁
(d𝜌)𝑁2 exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

1

2

∑︁
k, 𝑘≤𝐵2

𝑑
(2)
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k −

− 𝑎
(2)
4

4!𝑁2

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵2

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

)︃
,

де 𝑗2 =
√
2
𝑁2−1

, i

𝑑
(2)
2 (𝑘) = 𝑎

(2)
2 + 𝛽Φ̂k/𝑉 ; (10)

𝑎
(2)
2 = 𝑅

(1)
2 − 𝛽Φ̂𝐵2,𝐵1

𝑉
=

= 𝑠3/2

(︃
𝑎
(1)
4

𝜙(𝑥1)

)︃1/2
𝑈(𝑦1)−

𝛽Φ̂𝐵2,𝐵1

𝑉
; (11)

𝑎
(2)
4 = 𝑅

(1)
4 = 𝑠3𝑎

(1)
4

𝜙(𝑦1)

𝜙(𝑥1)
. (12)

Iншi величини описуються такими формулами:

𝑅
(1)
2 = 𝑠3/2

(︃
𝑎
(1)
4

𝜙(𝑥1)

)︃1/2
𝑈(𝑦1);

𝑅
(1)
4 = 𝑠3𝑎

(1)
4

𝜙(𝑦1)

𝜙(𝑥1)
;

𝑦1 = 𝑠3/2𝑈(𝑥1)

(︂
3

𝜙(𝑥1)

)︂1/2
;

𝑥1 = 𝑑
(1)
2 (𝐵2, 𝐵1)

(︃
3

𝑎
(1)
4

)︃1/2
.

𝑄𝑓1 =
√
2𝜋

(︃
3

𝑎
(1)
4

)︃1/4

e𝑥
2
1/4𝑈(0, 𝑥1);

𝑄𝜙1
= (2𝜋)−1/2𝑠3/4

(︃
𝑎
(1)
4

𝜙(𝑥1)

)︃1/4
e𝑦

2
1/4𝑈(0, 𝑦1).

Рекурентнi спiввiдношення (10)–(12) пов’язують
коефiцiєнти ефективного гамiльтонiана до та пiсля
iнтегрування по другому шару i виражають коефi-
цiєнти 𝑎

(2)
2 та 𝑎

(2)
4 через 𝑎

(1)
2 i 𝑎(1)4 . Вони аналогiчнi

рiвнянням (5)–(7). Знов таки, написанi у стислiй
формi, аналогiчнiй виразам (8) та (9), вони мають
вигляд

𝑎
(2)
2 = 𝑑

(1)
2 (𝐵2, 𝐵1)𝑁(𝑥1)−

𝛽Φ̂𝐵2,𝐵1

𝑉
; (13)

𝑎
(2)
4 = 𝑠−3𝑎

(1)
4 𝐸(𝑥1). (14)

2.3. Загальний результат
для пошарового iнтегрування

Розiбравшись з процедурою iнтегрування по пер-
ших двох шарах, ми тепер готовi узагальнити цi
результати для довiльної кiлькостi шарiв:.

Ξ
(1)
𝐿 = 𝑗−1

0 𝑗𝑛𝑄0𝑄1 ... 𝑄𝑛−1 ×
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×
∫︁
(d𝜌)𝑁𝑛 exp

(︃
𝜇*𝜌0 −

1

2

∑︁
k,𝑘≤𝐵𝑛

𝑑
(𝑛)
2 (𝑘)𝜌k𝜌−k =

=
𝑎
(𝑛)
4

4!𝑁𝑛

∑︁
k1,...,k4

𝑘𝑖≤𝐵𝑛

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿k1+...+k4

)︃
,

де 𝑗𝑛 =
√
2
𝑁𝑛−1

, i

𝑑
(𝑛)
2 (𝑘) = 𝑎

(𝑛)
2 + 𝛽Φ̂k/𝑉 ; (15)

𝑎
(𝑛)
2 = 𝑅

(𝑛−1)
2 −

𝛽Φ̂𝐵𝑛,𝐵𝑛−1

𝑉
=

= 𝑠3/2

(︃
𝑎
(𝑛−1)
4

𝜙(𝑥𝑛−1)

)︃1/2
𝑈(𝑦𝑛−1)−

𝛽Φ̂𝐵𝑛,𝐵𝑛−1

𝑉
; (16)

𝑎
(𝑛)
4 = 𝑅

(𝑛−1)
4 = 𝑠3𝑎

(𝑛−1)
4

𝜙(𝑦𝑛−1)

𝜙(𝑥𝑛−1)
. (17)

Iншi величини мають такий вигляд:

𝑅
(𝑛)
2 = 𝑠3/2

(︃
𝑎
(𝑛)
4

𝜙(𝑥𝑛)

)︃1/2
𝑈(𝑦𝑛);

𝑅
(𝑛)
4 = 𝑠3𝑎

(𝑛)
4

𝜙(𝑦𝑛)

𝜙(𝑥𝑛)
,

𝑦𝑛 = 𝑠3/2𝑈(𝑥𝑛)

(︂
3

𝜙(𝑥𝑛)

)︂1/2
,

𝑥𝑛 = 𝑑
(𝑛)
2 (𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)

(︃
3

𝑎
(𝑛)
4

)︃1/2
.

𝑄𝑛 = 𝑄𝑁𝑛

𝑓𝑛
𝑄𝑁𝑛+1

𝜙𝑛
;

𝑄𝑓𝑛 =
√
2𝜋

(︃
3

𝑎
(𝑛)
4

)︃1/4
e𝑥

2
𝑛/4𝑈(0, 𝑥𝑛);

𝑄𝜙𝑛 = (2𝜋)−1/2𝑠3/4

(︃
𝑎
(𝑛)
4

𝜙(𝑥𝑛)

)︃1/4
e𝑦

2
𝑛/4𝑈(0, 𝑦𝑛).

Короткою формою рекурентних спiввiдношень є
формули

𝑎
(𝑛)
2 = 𝑑

(𝑛−1)
2 (𝐵𝑛, 𝐵𝑛−1)𝑁(𝑥𝑛−1)−

𝛽Φ̂𝐵𝑛,𝐵𝑛−1

𝑉
;

𝑎
(𝑛)
4 = 𝑠−3𝑎

(𝑛−1)
4 𝐸(𝑥𝑛−1).

2.4. Рекурентнi спiввiдношення

Загальнi рекурентнi спiввiдношення мiж коефiцi-
єнтами ефективних гамiльтонiанiв з блочною стру-
ктурою можна записати у виглядi

𝑎
(𝑛+1)
2 = 𝑑

(𝑛)
2 (𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛)𝑁(𝑥𝑛)−

𝛽Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛

𝑉
; (18)

𝑎
(𝑛+1)
4 = 𝑠−3𝑎

(𝑛)
4 𝐸(𝑥𝑛). (19)

За допомогою змiни змiнних

𝑟𝑛 = 𝑑
(𝑛)
2 (0)𝑠2𝑛,

𝑢𝑛 = 𝑎
(𝑛)
4 𝑠4𝑛

цi рекурентнi спiввiдношення можна переписати у
виглядi

𝑟𝑛+1 = 𝑠2(𝑟𝑛 + 𝑞)𝑁(𝑥𝑛)− 𝑠2𝑞;

𝑢𝑛+1 = 𝑠𝑢𝑛𝐸(𝑥𝑛),
(20)

де

𝑞 = 𝑠2𝑛
𝛽Φ̂0

𝑉

(︃
Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛

Φ̂0

− 1

)︃
= −𝛽Φ̂0

𝑉
𝑞,

𝑞 = −𝑠2𝑛

(︃
Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛

Φ̂0

− 1

)︃
.

Рекурентнi спiввiдношення (20) мають розв’язок з
фiксованою точкою в границi 𝑛 → ∞. За визна-
ченням, розв’язок з фiксованою точкою означає,
що

𝑟𝑛+1 = 𝑟𝑛 = 𝑟*; 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢*

а отже

𝑟* = 𝑠2[−𝑞 + (𝑟* + 𝑞)𝑁(𝑥*)],

𝑢* = 𝑠𝑢*𝐸(𝑥*).

З останньої рiвностi випливає, що

𝑠𝐸(𝑥*) = 1.

З практичних мiркувань зручно вибрати 𝑥* = 0,
що еквiвалентно lim𝑛→∞ 𝑑

(𝑛)
2 (0) = 𝑑*2 = 0 у фiксо-

ванiй точцi, i дає 𝑠 = 𝑠* = 3, 5862. Ми будемо вико-
ристовувати це значення 𝑠 для отримання конкре-
тних числових i графiчних результатiв. З першого
рекурентного спiввiдношення випливає, що

𝑟* = −𝑞
𝑁(𝑥*)− 1

𝑁(𝑥*)− 𝑠−2
.
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При 𝑥* = 0 маємо 𝑟* = −𝑞, оскiльки

lim
𝑥→0

𝑁(𝑥)− 1

𝑁(𝑥)− 𝑠−2
= 1.

Нарештi, з спiввiдношення

𝑥* =
√
3
𝑟* + 𝑞√

𝑢*

знаходимо такий вираз для 𝑢*:

𝑢* =
3𝑞2

(𝑥*)2

[︂
1− 𝑠−2

𝑁(𝑥*)− 𝑠−2

]︂2
.

Тепер ми можемо записати координати фiксова-
ної точки (докладнiше про Φ̂0, див. роздiл 3):

𝑟* = −𝛽|Φ̂0|
𝑉

𝑟, 𝑢* =

(︃
𝛽Φ̂0

𝑉

)︃2
𝑢̄ (21)

де

𝑟 =
𝑁(𝑥*)− 1

𝑁(𝑥*)− 𝑠−2
𝑞, 𝑢̄ =

3

(𝑥*)2

(︂
1− 𝑠−2

𝑁(𝑥*)− 𝑠−2

)︂2
𝑞2.

Ми розглядаємо потенцiали Φ̂0 < 0 i тому пишемо
Φ̂0 = −|Φ̂0|.

Використаємо лiнiйну апроксимацiю для реку-
рентних спiввiдношень (20),(︂
𝑟𝑛+1 − 𝑟*

𝑢𝑛+1 − 𝑢*

)︂
= ℛ

(︂
𝑟𝑛 − 𝑟*

𝑢𝑛 − 𝑢*

)︂
. (22)

Елементи лiнеаризованої матрицi перетворень ре-
нормалiзацiйної групи ℛ обчислюються за форму-
лами

𝑅11 =

(︂
𝜕𝑟𝑛+1

𝜕𝑟𝑛

)︂*
= 𝑠2

[︂
𝑁(𝑥*) + 𝑥*

(︂
𝜕𝑁(𝑥)

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑥*

]︂
,

𝑅12 =

(︂
𝜕𝑟𝑛+1

𝜕𝑢𝑛

)︂*
=

𝑅
(0)
12√
𝑢*

,

𝑅21 =

(︂
𝜕𝑢𝑛+1

𝜕𝑟𝑛

)︂*
= 𝑅

(0)
21

√
𝑢*,

𝑅22 =

(︂
𝜕𝑢𝑛+1

𝜕𝑢𝑛

)︂*
= 𝑠

[︂
𝐸(𝑥*)− 𝑥*

2

(︂
𝜕𝐸(𝑥)

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑥*

]︂
.

Тут зiрочка позначає значення у фiксованiй то-
чцi, i

𝑅
(0)
12 = − 𝑠2

2
√
3
(𝑥*)2

(︂
𝜕𝑁(𝑥)

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑥*

,

𝑅
(0)
21 = 𝑠

√
3

(︂
𝜕𝐸(𝑥)

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑥*

.

Зауважимо, що для розрахунку елементiв матрицi
використовувалися такi спiввiдношення:(︂
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑟𝑛

)︂*
=

√
3√
𝑢*

,

(︂
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑢𝑛

)︂*
= − 𝑥*

2𝑢* .

Власнi значення матрицi ℛ дорiвнюють

𝐸1 =
1

2

{︁
(𝑅11 +𝑅22)+

+
[︁
(𝑅11 −𝑅22)

2 + 4𝑅
(0)
12 𝑅

(0)
21

]︁1/2}︁
,

𝐸2 =
1

2

{︁
(𝑅11 +𝑅22)−

−
[︁
(𝑅11 −𝑅22)

2 + 4𝑅
(0)
12 𝑅

(0)
21

]︁1/2}︁
.

Власними векторами для матрицi ℛ є

𝑊1 = 𝑊11

(︁
1
𝑅1

)︁
, 𝑊1 = 𝑊11

(︁
𝑅
1

)︁
.

Тут константи 𝑊11 i 𝑊22 ще не визначенi, а 𝑅 i 𝑅1

дорiвнюють

𝑅 =
𝑅12

𝐸2 −𝑅11
= (𝑢*)1/2𝑅(0),

𝑅1 =
𝐸1 −𝑅11

𝑅12
= (𝑢*)−1/2𝑅

(0)
1

де
𝑅(0) =

𝑅
(0)
12

𝐸2 −𝑅11
,

𝑅
(0)
1 =

𝐸1 −𝑅11

𝑅
(0)
12

.

Таким чином, розв’язок лiнiйних рекурентних
спiввiдношень (22) можна записати у виглядi(︁
𝑟𝑛 − 𝑟*

𝑢𝑛 − 𝑢*
)︁
= 𝑐′1𝑊1𝐸

𝑛
1 + 𝑐′2𝑊2𝐸

𝑛
2 , (23)

де 𝑐′1 i 𝑐′2 – деякi константи. Ми отримуємо такi
рiвняння для 𝑟𝑛 i 𝑢𝑛:

𝑟𝑛 = 𝑟* + 𝑐1𝐸
𝑛
1 + 𝑐2𝑅𝐸𝑛

2 ,
𝑢𝑛 = 𝑢* + 𝑐1𝑅1𝐸

𝑛
1 + 𝑐2𝐸

𝑛
2 ,

(24)

де 𝑐1 = 𝑊11𝑐
′
1 i 𝑐2 = 𝑊22𝑐

′
2 мають визначатися з

початкових умов при 𝑛 = 0:

𝑟0 = 𝑎2 +
𝛽Φ̂0

𝑉
, 𝑢0 = 𝑎4,
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Залежностi критичної температури 𝑇 *
𝑐 (25) вiд нормова-

ної концентрацiї 𝜌* у моделi потенцiалу прямокутної ями
для рiзних значень параметра 𝜆 (подробицi див. у роздi-
лi 4). Вертикальна лiнiя вiдповiдає критичнiй концентра-
цiї 𝜌*𝑐 = 0,249 [6]. Перетин цiєї прямої з кривою залежно-
стi 𝑇 *

𝑐 (𝜌
*) визначає критичну температуру для конкретного

потенцiалу

Таблиця 1. Числовi значення
для унiверсальних коефiцiєнтiв, розрахованi
при 𝑥* = 0. Вони не залежать нi вiд потенцiалу
взаємодiї, нi вiд деталей усереднення
потенцiалу пiд час пошарового iнтегрування

𝑠* 𝑅11 𝑅22 𝑅
(0)
12 𝑅

(0)
21

3,5862 7,6315 1,0000 3,8502 1,1753

𝐸1 𝐸2 𝐷 𝑅(0) 𝑅
(0)
1

8,2552 0,3763 1,0860 –0,5307 0,1620

що веде до

𝑐1 = (𝑟0 − 𝑟* − (𝑢0 − 𝑢*)𝑅)𝐷−1,
𝑐2 = (𝑢0 − 𝑢* − (𝑟0 − 𝑟*)𝑅1)𝐷

−1,

де

𝐷 = 1−𝑅1𝑅 =
𝐸1 − 𝐸2

𝑅11 − 𝐸2
.

Числовi значення коефiцiєнтiв, якi ми визначи-
ли до цього часу, представленi в табл. 1.

Розв’язок з фiксованою точкою має задовольня-
ти рекурентнi спiввiдношення у критичнiй точцi.

Оскiльки 𝐸1 > 1, то наступна умова має викону-
ватися:

𝑐1(𝑇𝑐) = 0.

У явному виглядi 𝑐1 записується так:

𝑐1 =

[︃
𝑎2 − (1− 𝑟 −𝑅(0)

√
𝑢̄)

𝛽|Φ̂0|
𝑉

+

+
𝑎4𝑅

(0)

√
𝑢̄

(︃
𝛽|Φ̂0|
𝑉

)︃−1]︃
𝐷−1

i ми отримуємо рiвняння для критичної темпера-
тури(︁
1− 𝑟 −𝑅(0)

√
𝑢̄
)︁(︃𝛽|Φ̂0|

𝑉

)︃2
−

− 𝑎2
𝛽|Φ̂0|
𝑉

+
𝑎4𝑅

(0)

√
𝑢̄

= 0,

яке є квадратним рiвнянням для 𝛽|Φ̂0|/𝑉 . З двох
розв’язкiв цього рiвняння ми вибираємо той, який
дає додатнє значення критичної температури 𝑇 *

𝑐 ≡
≡ 𝑘B𝑇𝑐/𝜀:

𝑇 *
𝑐 =

|Φ̂0|
𝜀𝑉

2(1− 𝑟 −𝑅(0)
√
𝑢̄)

𝑎2 +
√︁
𝑎22 − 4𝑎4𝑅(0)

√
𝑢̄

(1− 𝑟 −𝑅(0)
√
𝑢̄)

. (25)

Отже, ми отримали явний вираз для критичної
температури. Вона виражається через перетворе-
ння Фур’є далекодiючої частини потенцiалу взає-
модiї у довгохвильовiй границi, тобто при |k| = 0,
коефiцiєнти 𝑎2 та 𝑎4, якi розраховуються лише
на основi СВ та деталей усереднення потенцiалiв
вздовж пошарового iнтегрування.

Зазначимо також, що значення критичної тем-
ператури залежить вiд концентрацiї частинок у
СВ. Одним iз можливих пiдходiв до визначення
критичного значення 𝜌𝑐 є умова, що середня кiль-
кiсть частинок у СВ (reference system, RS) дорiв-
нює числу частинок усiєї системи, ⟨𝑁⟩RS = ⟨𝑁⟩;
подробицi див. у роботi [7]. Ця умова, по сутi, є
наближенням середнього поля для критичної кон-
центрацiї [16,17]. Але оскiльки залежнiсть 𝑇 *

𝑐 вiд 𝜌
є плавною (див. рис. 1), ми використовуватимемо
критичне значення 𝜌*𝑐 = 0,24912, знайдене з цiєї
умови в роботi [6] (там воно було визначено че-
рез критичне значення коефiцiєнта компактностi
𝜂𝑐 =

𝜋
6 𝜌

*
𝑐 = 0,13044) .
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У роздiлi 4 ми отримаємо числовi значення для
𝑇 *
𝑐 , що випливають з рiвняння (25), для кiлькох

модельних систем типу “твердi сфери з далекодiю-
чим притягальним хвостом” i порiвняємо резуль-
тати, отриманi за допомогою нашого аналiтичного
пiдходу, з вiдомими результатами з iнших робiт.
У випадку HC системи ми використовуємо набли-
ження Карнахана–Старлiнга [18] для обчислення
величин 𝑎2 i 𝑎4, якi входять до рiвняння (25) i явнi
формули яких наведенi в Додатку A. Але спочатку
ми повиннi обговорити деталi потенцiалiв взаємо-
дiї та застосованi для них наближення.

3. Потенцiали взаємодiї.
Параболiчне наближення

Потенцiальна енергiя мiжчастинкової взаємодiї за-
писується у виглядi

𝑈𝑁 (r𝑁 ) =
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑖 ̸=𝑗

Ψ(𝑟𝑖𝑗) +
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑖 ̸=𝑗

Φ(𝑟𝑖𝑗).

Тут Ψ(𝑟) вiдповiдає короткодiючiй взаємодiї вiд-
штовхування, а Φ(𝑟) – далекодiючiй притягуючiй
взаємодiї. У цiй роботi твердосферний (hard-core,
HC) потенцiал Ψ(𝑟) приймається у виглядi

Ψ(𝑟) =

{︂
∞, 𝑟 ≤ 𝜎,

0, 𝑟 > 𝜎,

де 𝜎 позначає дiаметр жорсткого ядра. Далекодiю-
ча складова Φ(𝑟) вибрана таким чином, щоб вона
мала потенцiйну яму при 𝑟 ≥ 𝜎:

Φ(𝑟) =

{︂
0, 𝑟 ≤ 𝜎,

𝜑(𝑟), 𝑟 > 𝜎,
(26)

де 𝜑(𝑟) – притягальна частина взаємодiї, форму
якої можна вибрати пiзнiше з-посеред кiлькох ши-
роко використовуваних потенцiалiв. Роздiлення в
рiвняннi (26) – це не єдиний спосiб вибрати фор-
му для Φ(𝑟) всерединi HC областi. Одним iз попу-
лярних пiдходiв є регуляризацiя Вiкса–Чандлера–
Андерсена (Weeks–Chandler–Andersen, WCA) [19],
згiдно з якою

Φ(𝑟) =

{︂
−𝜀, 𝑟 ≤ 𝑟m,

𝜑(𝑟), 𝑟 > 𝜎,
(27)

де 𝑟m – координата мiнiмуму потенцiалу. Ми вико-
ристовуємо схему регуляризацiї WCA для бiльшо-
стi потенцiалiв, розглянутих у роздiлi 4.

Додатково припускається, що притягальна ча-
стина потенцiалу взаємодiї має компоненту Фур’є
Φ̂k з гарною поведiнкою, так що

Φ(𝑟) =
1

𝑉

∑︁
k

Φ̂ke
𝑖kr =

1

(2𝜋)3

∫︁
Φ̂ke

𝑖krdk,

та
Φ̂k =

∫︁
Φ(𝑟)e−𝑖krdr.

Переходячи до сферичних координат та iнтегрую-
чи за кутовими змiнними, отримуємо

Φ̂(𝑘) =
4𝜋

𝑘

∞∫︁
0

𝑟Φ(𝑟) sin(𝑘𝑟) d𝑟. (28)

У наступному роздiлi 4 будуть розглянутi кiлька
модельних потенцiалiв для 𝜑.

Щоб продовжити аналiтичнi розрахунки крити-
чної температури та отримати деякi чисельнi ре-
зультати, застосуємо так зване параболiчне набли-
ження для компонента Фур’є потенцiалу взаємодiї,

Φ̂k = Φ̂0(1− 2𝑏2𝑘2),

де

2𝑏2 = − 1

2Φ̂0

𝜕2Φ̂𝑘

𝜕𝑘2

⃒⃒⃒⃒
𝑘=0

.

Виберемо параметр вiдсiкання

𝐵0 =
1√
2𝑏

.

Тодi середнє арифметичне для Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛
дорiвнює

Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛 = Φ̂0

(︂
1− 𝑠−2𝑛 1 + 𝑠−2

2

)︂
,

i для 𝑞 ми отримуємо

𝑞 = −𝛽Φ̂0

𝑉
𝑞, (29)

де

𝑞 =
1 + 𝑠−2

2
= 0,5389.

У разi сферичного усереднення,

Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛
=

𝐵𝑛∫︀
𝐵𝑛+1

Φ̂kdk

𝐵𝑛∫︀
𝐵𝑛+1

dk

=
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=

Φ̂0

𝐵𝑛∫︀
𝐵𝑛+1

(1− 2𝑏2𝑘2)𝑘2d𝑘

𝐵𝑛∫︀
𝐵𝑛+1

𝑘2d𝑘

, (30)

i ми отримуємо

Φ̂𝐵𝑛+1,𝐵𝑛 = Φ̂0

(︂
1− 𝑠−2𝑛 3(1− 𝑠−5)

5(1− 𝑠−3)

)︂
де 𝑞 описується формулою (29) з

𝑞 =
3(1− 𝑠−5)

5(1− 𝑠−3)
= 0,6123

при 𝑠 = 𝑠*.
В табл. 2, для зручностi, ми зiбрали числовi зна-

чення коефiцiєнтiв, якi залежать вiд деталей усе-
реднення потенцiалiв.

4. Отриманi результати. Критична
температура для модельних потенцiалiв
взаємодiї

У цьому роздiлi ми представляємо чисельнi ре-
зультати розрахункiв для критичної температури

Таблиця 2. Числовi значення
для неунiверсальних коефiцiєнтiв,
розрахованi при 𝑥* = 0. Вони залежать
вiд деталей усереднення потенцiалу
пiд час пошарового iнтегрування

Усереднення 𝑞 𝑟 𝑢̄

Арифметичне 0,5389 0,5389 0,6890
Сферичне 0,6123 0,6123 0,8894

Таблиця 3. Критичнi температури
при рiзних значеннях 𝑅0/𝛼

НС модель Морзе

𝑅0/𝛼 𝑇 *
𝑐

2,0 4,2852
2,5 2,1593
3,0 1,3418
3,5 0,9396
4,0 0,7096
4,5 0,5641
5,0 0,4652

за формулою (25) для кiлькох НС моделей типу
Ван-дер-Ваальса [20]. В ролi далекодiючої притя-
гуючої складової всього потенцiалу взаємодiї ми
розглянемо такi потенцiали: потенцiал Морзе, по-
тенцiал прямокутної ями, потенцiал Юкави та по-
тенцiал Леннарда-Джонса 6-12. Буде застосовано
сферичне усереднення потенцiалiв (30).

Почнемо з потенцiалу Морзе, заданого фор-
мулою

𝜑𝑀 (𝑟) = 𝜀
{︁
e−2(𝑟−𝑅0)/𝛼 − 2e−(𝑟−𝑅0)/𝛼

}︁
.

Цей потенцiал характеризується вiдношенням па-
раметрiв 𝑅0/𝛼. Зi збiльшенням цього вiдношення
дiапазон взаємодiї зменшується, iнакше кажучи,
потенцiйна яма стає вужчою. Перетворення Фур’є
для 𝜑𝑀 дорiвнює

𝜑𝑀
k = −16𝜋𝜀𝛼3e𝑅0/𝛼

[︂
1

(1 + 𝛼𝑘2)2
− e𝑅0/𝛼

(4 + 𝛼2𝑘2)2

]︂
,

а перетворення Фур’є для Φ має вигляд

Φ̂𝑘 = −16𝜋𝜀𝛼3 ×

×
[︂

1

1 + 𝑘2𝛼2

(︂
𝜎

𝛼
+

2

1 + 𝑘2𝛼2

)︂
cos(𝑘𝜎)−

− 1

4 + 𝑘2𝛼2

(︂
𝜎

𝛼
+

4

4 + 𝑘2𝛼2

)︂
cos(𝑘𝜎)+

+
𝜎/𝛼

1 + 𝑘2𝛼2

(︂
𝜎

𝛼
+

1− 𝑘2𝛼2

1 + 𝑘2𝛼2

)︂
sin(𝑘𝜎)

𝑘𝜎
−

− 𝜎/𝛼

4 + 𝑘2𝛼2

(︂
2
𝜎

𝛼
+

4− 𝑘2𝛼2

4 + 𝑘2𝛼2

)︂
sin(𝑘𝜎)

𝑘𝜎

]︂
.

Результати, отриманi для критичної температури
у НС моделi Морзе, представленi в табл. 3. З ре-
зультатiв видно, що зi зменшенням дальностi вза-
ємодiї критична температура знижується. Ця тен-
денцiя є загальним фактом [20,21]. Ми не знайшли
iнших робiт, де б вивчався НС плин Морзе, але ми
включили цитованi результати до вказаної табли-
цi, оскiльки це була модель, яку часто розглядали
в пiдходi КЗ з HC як з СВ [2, 6, 22], так i без вико-
ристання будь-якої СВ [23, 24].

Перейдемо до потенцiалу прямокутної ями, що
має вигляд

𝜑𝑆𝑊 (𝑟) =

⎧⎨⎩∞, 𝑟 ≤ 𝜎,

−𝜀, 𝜎 < 𝑟 ≤ 𝜆𝜎,

0, 𝑟 > 𝜎.
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Цей потенцiал характеризується параметром 𝜆.
Збiльшення 𝜆 збiльшує ширину прямокутної ями,
а отже, збiльшується дiапазон взаємодiї. Аналiти-
чного перетворення Фур’є для 𝜑SW(𝑟) не iснує, а
перетворення Фур’є Φ̂k у цьому випадку дорiвнює

Φ̂𝑘 = −4𝜋𝜀𝜎3

(𝜎𝑘)3
[︀
sin (𝜆𝜎𝑘)− 𝜆𝜎𝑘 cos (𝜆𝜎𝑘)−

− sin (𝜎𝑘) + 𝜎𝑘 cos (𝜎𝑘)
]︀
.

Тим не менш, ми застосуємо WCA регуляризацiю
для потенцiалу прямокутної ями в НС областi,

Φ(𝑟) =

{︂
−𝜀, 𝑟 ≤ 𝜎,

𝜑𝑆𝑊 (𝑟), 𝑟 > 𝜎,

оскiльки узгодження отриманих значень крити-
чної температури з вiдомими результатами є наба-
гато кращим для цiєї моделi . Перетворення Фур’є
Φ̂k у цьому випадку дорiвнює

Φ̂𝑘 = −4𝜋𝜀𝜎3

(𝜎𝑘)3
[sin(𝜆𝜎𝑘)− 𝜆𝜎𝑘 cos(𝜆𝜎𝑘)].

Результати, отриманi для такої моделi, представ-
ленi в табл. 4. Вони порiвнюються з результатами,
отриманими в роботi [20] для збуреного вiрiаль-
ного розкладу другого порядку (perturbed virial
expansion of the second order, PVE2). Робота [20] мi-
стить бiльше результатiв, отриманих рiзними ме-
тодами для НС моделi прямокутної ями, а також
дає посилання на результати комп’ютерного мо-
делювання. Як видно з цих результатiв, крити-
чна температура зростає зi збiльшенням дальностi
взаємодiї. Загалом узгодженiсть критичної темпе-
ратури для потенцiалу прямокутної ями, яка бу-
ла отримана в рамках нашого пiдходу, дуже до-
бре узгоджується з вiдомими результатами для
цiєї моделi.

Наступний потенцiал – це потенцiал Юкави,
який дається формулою

𝜑𝑌 (𝑟) = −𝜀𝜎

𝑟
exp[−𝜆(𝑟/𝜎 − 1)]. (31)

i характеризується параметром 𝜆. Зi збiльшенням
𝜆 потенцiйна яма звужується, i таким чином змен-
шується дiапазон взаємодiї. Перетворення Фур’є
функцiї (31) дорiвнює

𝜑𝑌
k = − 4𝜋𝜀𝜎3e𝜆

𝜆2 + 𝜎2𝑘2
,

а вiдповiдне перетворення Фур’є Φ̂k становить

Φ̂𝑘 = − 4𝜋𝜀𝜎3

(𝜆2 + 𝜎2𝑘2)

[︂
cos(𝜎𝑘) + 𝜆

sin(𝜎𝑘)

𝜎𝑘

]︂
.

Застосовуючи регуляризацiю WCA, ми отримуємо

𝜑𝑌 (𝑟) =

⎧⎨⎩−𝜀, 𝑟 ≤ 𝜎,

−𝜀𝜎

𝑟
exp[−𝜆(𝑟/𝜎 − 1)], 𝑟 > 𝜎,

(32)

i, вiдповiдно,

Φ̂𝑘 = −4𝜋𝜀𝜎3

{︂
sin(𝜎𝑘)− 𝜎𝑘 cos(𝜎𝑘)

(𝜎𝑘)3
+

+
1

(𝜆2 + 𝜎2𝑘2)

[︂
cos(𝜎𝑘) + 𝜆

sin(𝜎𝑘)

𝜎𝑘

]︂}︂
.

Результати, отриманi для критичних температур в
притягальнiй НС моделi Юкави (31), представленi
в табл. 5. Вони порiвнюються з даними, наведени-
ми в роботi [21] (де можна також знайти iншi ре-
зультати для критичної температури в НС моделi
Юкави). Як видно з табл. 5, критична температура

Таблиця 4. Критичнi температури
плину в НС моделi прямокутної ями
для рiзних значень 𝜆

НС модель прямокутної ями

𝜆 𝑇 *
𝑐 (WCA) 𝑇 *

𝑐 [20]

1,25 0,78 0,75
1,50 1,26 1,25
1,75 1,92 1,88
2,00 2,79 2,72

Таблиця 5. Критичнi температури
плину в НС моделi Юкави для рiзних значень 𝜆

НС модель Юкави

𝜆 𝑇 *
𝑐 𝑇 *

𝑐 (WCA) 𝑇 *
𝑐 [21]

0,5 6,15 7,24 7,009
1,0 2,07 2,69 2,486
1,5 1,16 1,69 1,634
1,8 0,90 1,41 1,228
2,0 0,79 1,28 1,031
2,5 0,59 1,07 0,836
3,0 0,47 0,94 0,722
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Таблиця 6. Критична температура
плину в НС моделi Леннарда-Джонса

НС модель Леннарда-Джонса

𝑇 *
𝑐 (WCA) 𝑇 *

𝑐 [25]

1,43 1,375

зменшується зi зменшенням дальностi взаємодiї.
Нашi результати представлено для двох випадкiв:
iз застосуванням регуляризацiї WCA та без неї.
Видно, що критична температура, розрахована без
застосування регуляризацiї WCA, має тенденцiю
бути нижчою у порiвняннi з вiдомими результа-
тами, тодi як критична температура, розрахована
зi застосуванням цiєї регуляризацiї, має тенденцiю
бути вищою, нiж цi результати.

Останнiм потенцiалом, який ми розглянемо в цiй
статтi, є потенцiал Леннарда-Джонса 6-12,

𝜑LJ(𝑟) = 4𝜀

[︂(︁𝜎
𝑟

)︁12
−
(︁𝜎
𝑟

)︁6]︂
.

НС плин Леннарда-Джонса визначається в лiтера-
турi [25, 26] потенцiалом

𝜑LJ(𝑟) =

⎧⎨⎩∞, 𝑟 ≤ 𝜎,

−𝜀, 𝜎 < 𝑟 ≤ 𝑟m,

4𝜀
[︀
(𝜎/𝑟)12 − (𝜎/𝑟)6

]︀
, 𝑟 > 𝑟m,

де 𝑟m = 21/6𝜎. У цьому випадку можна легко за-
стосувати регуляризацiю WCA,

Φ(𝑟) =

{︃
−𝜀, 𝑟 ≤ 𝑟m,

4𝜀
[︀
(𝜎/𝑟)12 − (𝜎/𝑟)6

]︀
, 𝑟 > 𝑟m.

(33)

Ми не наводимо явну формулу для перетворен-
ня Фур’є потенцiалу, визначеного рiвнянням (33),
оскiльки вона досить громiздка, але її обчислення
за допомогою формули (28) є простим. Розрахова-
не значення критичної температури представлено
в табл. 6. Також, для порiвняння, наводиться ре-
зультат, взятий з роботи [25].

5. Висновки

Застосовуючи метод пошарового iнтегрування до
функцiонала великої статистичної суми для систе-
ми багатьох взаємодiючих частинок, ми отримали

послiдовнiсть ефективних гамiльтонiанiв з блоко-
вою структурою, кожен з яких характеризується
своїми власними коефiцiєнтами. Оскiльки пiдхiд
є суттєво аналiтичним i коефiцiєнти явно вiдо-
мi, нам вдалося вивести рекурентнi спiввiдноше-
ння. Аналiз цих спiввiдношень виявив iснування
розв’язку з фiксованою точкою. Були визначенi
координати фiксованої точки та отримано розв’я-
зок, лiнеаризований поблизу цiєї точки. Наклада-
ючи вимогу, щоб лiнеаризований розв’язок при ве-
ликому числу iтерацiй 𝑛 дорiвнював розв’язку з
фiксованою точкою, ми отримали явне рiвняння
для критичної температури 𝑇 *

𝑐 як функцiї кон-
центрацiї частинок 𝜌*. Використовуючи значення
критичної концентрацiї з iншої роботи [6], ми зна-
йшли критичну температуру, яка залежить лише
вiд параметрiв притягальної компоненти потенцiа-
лу взаємодiї. На основi цього рiвняння були розра-
хованi критичнi температури для кiлькох HC ван-
дер-ваальсових плинiв i було проведено порiвня-
ння цих значень з вiдомими з лiтератури резуль-
татами, отриманими для розглянутих моделей. Ре-
зультати пiдтверджують, що критична температу-
ра у простих моделях плинiв зменшується зi змен-
шенням дiапазону притягальної взаємодiї.

Р.В. Романiк висловлює подяку за фiнансо-
ву пiдтримку Нацiональному фонду дослiджень
України (Проєкт №2023.03/0201), та вдячний
О.Л. Iванкiву за всебiчну пiдтримку та М.П.Коз-
ловському за плiднi науковi дискусiї.

ДОДАТОК А.
Явнi вирази для величин,
що входять до функцiонала ВСС

В цьому Додатку ми наводимо явно формули для величин,
що входять до виразiв ВСС (2) та (3).

По-перше, для коефiцiєнтiв у рiвняннi (2) маємо

M̃0 = ⟨𝑁⟩0

[︃
m̃0 +

(︂
ℎ+

m3

m4

)︂
m̃1 −

𝛽Φ̂0

2

⟨𝑁⟩0
𝑉

m̃2
1

]︃
,

m̃0 = −
m1m3

m4
+

m2m2
3

2m2
4

−
m4

3

8m2
4

,

m̃1 = m1 −
m2m3

m4
+

m3
3

3m2
4

,

Тут ⟨𝑁⟩0 – це середнє число частинок у СВ,

m1 = 1,

m2 = 1 + 𝜌ℎ̂(2),

m3 = 1 + 3𝜌ℎ̂(2) + 𝜌2ℎ̂(3),

m4 = 1 + 7𝜌ℎ̂(2) + 6𝜌2ℎ̂(3) + 𝜌3ℎ̂(4).
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ℎ̂(𝑛) – перетворення Фур’є повних кореляцiйних функцiй
при |k| = 0, а m𝑛 – 𝑛-частинковi структурнi фактори при
|k| = 0. Величини ℎ̂(𝑛) та m𝑛 визначенi для СВ. Вони є фун-
кцiями концентрацiї частинок у СВ. Бiльш детальне дослi-
дження величин m𝑛 i ℎ̂(𝑛) було виконано в роботах [7, 8].

Величина ℎ дорiвнює

ℎ = 𝛽(𝜇− 𝜇0),

де 𝜇 та 𝜇0 – хiмiчнi потенцiали всiєї системи та СВ, вiд-
повiдно.

Величина 𝑄(M̃2,M4) визначається таким чином:

𝑄(M̃2,M4) =
1

2
√
𝜋

(︂
12

𝑁0⟨𝑁⟩0|m4|

)︂1/4
e𝑦

2/2𝑈(0, 𝑦),

де

𝑦 =

(︂
⟨𝑁⟩0
𝑁0

3m̃2
2

|m4|

)︂1/2
,

m̃2 = m2 −
m2

3

2m4
,

а 𝑈(𝑎, 𝑦) – параболiчна цилiндрична функцiя Вебера [27].
Тодi для величин у рiвняннi (3) маємо

𝑎2 =

(︂
3

𝑁0⟨𝑁⟩0|m4|

)︂1/2
𝑈(𝑦),

𝑎4 =
3

𝑁0⟨𝑁⟩0|m4|
𝜙(𝑦),

де

𝑈(𝑦) =
𝑈(1, 𝑦)

𝑈(0, 𝑦)
,

𝜙(𝑦) = 3𝑈2(𝑦) + 2𝑦𝑈(𝑦)− 2.

Помноживши 𝑎2 на ⟨𝑁⟩0 i 𝑎4 на ⟨𝑁⟩20, ми отримаємо вели-
чини, якi є функцiями лише концентрацiї частинок,

𝑎
′
2 = ⟨𝑁⟩0𝑎2,

𝑎
′
4 = ⟨𝑁⟩20𝑎4.

Нарештi, величина 𝜇* є лiнiйною функцiєю хiмiчного по-
тенцiалу 𝜇,

𝜇* = ℎ+
m3

m4
+

⟨𝑁⟩0
𝑉

𝛽Φ̂0m̃1.

ДОДАТОК Б.
Деякi спiввiдношення для вузлових змiнних

В цьому Додатку ми наводимо деякi спiввiдношення мiж
КЗ {𝜌k, 𝜔k} та їхнiми аналогами – вузловими КЗ {𝜌l, 𝜔̃l}.
Наведенi вирази розглядаються як загальнi, тому сенс пiд-
сумовування по k i l не уточнюється, тодi як 𝑁 є кiлькiстю
рiзних значень, якi можуть приймати змiннi пiдсумовуван-
ня k або l. Зазвичай їх визначають бiльш точно в конкре-
тних випадках вживання.

За визначенням

𝜔̃l =
1

√
𝑁

∑︁
k

𝜔ke
−ikl,

𝜌l =
1

√
𝑁

∑︁
k

𝜌ke
ikl.

З цього визначення випливають такi рiвностi:∑︁
l

𝜔̃l𝜌l =
∑︁
k

𝜔k𝜌k.

∑︁
l

𝜔̃2
l =

∑︁
k

𝜔k𝜔−k,

𝑁
∑︁
l

𝜔̃4
l =

∑︁
k1,...,k4

𝜔k1
... 𝜔k4

𝛿k1+...+k4
,

𝑁
𝑛
2
−1

∑︁
l

𝜔̃𝑛
l =

∑︁
k1,...,k𝑛

𝜔k1
... 𝜔k𝑛𝛿𝑏𝑓𝑘1+...+k𝑛 .∑︁

l

𝜌2l =
∑︁
k

𝜌k𝜌−k,

𝑁
∑︁
l

𝜌4l =
∑︁

k1,...,k4

𝜌k1
... 𝜌k4

𝛿𝑏𝑓𝑘1+...+k4
,

𝑁
𝑛
2
−1

∑︁
l

𝜌𝑛l =
∑︁

k1,...,k𝑛

𝜌k1
... 𝜌k𝑛𝛿k1+...+k𝑛 .
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Переклад на українську мову О. Войтенка

I.R.Yukhnovskii, R.V.Romanik

CRITICAL TEMPERATURE DETERMINATION
FOR SIMPLE FLUIDS: AN ANALYTICAL APPROACH
BASED ON COLLECTIVE VARIABLES METHOD

An explicit equation for the liquid-vapor critical temperature

of simple fluids is derived within an analytic approach – the

method of collective variables with a reference system. This

equation is applied to calculate the critical temperature values

for several hard-core van der Waals fluids. The study also ex-

amines how the critical temperature depends on parameters of

the interaction. Specifically, it is observed that, as the range

of attractive interaction decreases, the critical temperature de-

creases as well.

Ke yw o r d s: simple fluids, collective variables, critical tempe-
rature.
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