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НОВИЙ МЕХАНIЗМ ФОКУСУВАННЯ
ТА ПIДСИЛЕННЯ АКУСТИЧНИХ ХВИЛЬ,
ЩО ГЕНЕРУЮТЬСЯ МЕТАЛЕВИМИ
НАНОЧАСТИНКАМИ В КРИСТАЛIЧНIЙ ҐРАТЦIУДК 539

Ми обговорюємо можливий механiзм фокусування та пiдсилення акустичних хвиль,
якi генеруються металевими наночастинками, вбудованими у кристалiчну ґратку, пiд
дiєю ультракороткого лазерного збудження. На вiдмiну вiд моделей неперервного сере-
довища, дискретна ґраткова структура зумовлює появу осциляцiйних хвостiв хвиль,
якi виникають позаду фронту поширення внаслiдок порушення принципу Гюйгенса у
просторах парної розмiрностi. Атомна динамiка може розглядатися як еволюцiя у
шестивимiрному просторi конфiгурацiй, де неперервна компонента фiзичного простору
описує внутрiшньокомiрковi змiщення, а дискретнi iндекси визначають положення еле-
ментарних комiрок. Цей ефект може приводити до локального пiдсилення амплiтуди
поздовжнiх акустичних хвиль у вибраних вузлах кристалiчної ґратки без збiльшення
iнтенсивностi збуджувального лазерного iмпульсу.
К люч о в i с л о в а: наночастинки, генерування та фокусування акустичних хвиль, прин-
цип Гюйгенса.

1. Вступ

Металевi наночастинки, що знаходяться в дiеле-
ктричних кристалах та збуджуються ультракоро-
ткими лазерними iмпульсами, привернули значну
увагу як потенцiйнi локалiзованi джерела когерен-
тних акустичних хвиль. Взаємодiя таких хвиль з
ґраткою матрицi становить iнтерес для наноро-
змiрної локалiзацiї енергiї, надшвидкої обробки си-
гналiв та проєктування функцiональних акусти-
чних метаматерiалiв.

У суцiльних середовищах поширення хвиль у не-
парновимiрних просторах як правило пов’язане з
принципом Гюйгенса, згiдно з яким збурення зали-
шаються обмеженими фронтом поширення за вiд-
сутностi iнерцiйних коливань. Однак експеримен-
тальнi та теоретичнi данi свiдчать про те, що в ре-
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альних кристалах з дискретними атомними стру-
ктурами довговiчнi коливальнi хвилi можуть збе-
рiгатися позаду основного iмпульсу. Це вказує на
фундаментальну вiдмiннiсть вiд прогнозiв, що да-
ють континуальнi моделi, та свiдчить про необхi-
днiсть уточненого теоретичного опису.

Одне з можливих пояснень полягає в гiбриднiй
дискретно-неперервнiй природi кристалiчних ґра-
ток. Рух атомiв можна розглядати як такий, що
вiдбувається в конфiгурацiйному просторi R3×Z3,
де неперервна частина представляє внутрiшньоко-
мiрковi змiщення, а дискретнi iндекси вiдповiда-
ють положенням елементарних комiрок. Таке роз-
шароване описання змiнює характеристики поши-
рення хвиль та може допомогти пояснити спосте-
режуванi вiдхилення вiд принципу Гюйгенса. У
цiй концепцiї залишковi iнерцiйнi хвилi вiдкри-
вають можливiсть для фокусування акустичної
енергiї за допомогою фазового керування кiлькома
джерелами наночастинок, потенцiйно без збiльше-
ння iнтенсивностi лазерного iмпульсу.

У наступних роздiлах описано математичну мо-
дель динамiки дискретної ґратки, обговорено, як
може виникнути цей ефект фокусування, та роз-
глянуто наслiдки для керування енергiєю на на-
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норiвнi. Також вiдмiчено зв’язки з попереднiми
пiдходами до рiвнянь дискретних хвиль, гiбридни-
ми конфiгурацiйними просторами та формалiзмом
Бейтмена для коливальних розв’язкiв.

Розглянемо сферичну металеву наночастинку
(НЧ), занурену в довкiльну речовину (ДР). Лазер-
ний iмпульс, що дiє на НЧ, може пiдвищити тем-
пературу її електронної пiдсистеми, i пiдсистема
може рiзко розширитися, генеруючи звуковi хви-
лi в ДР. Механiзм генерацiї поздовжнiх акусти-
чних хвиль через тиск гарячого електронного га-
зу в металевих наночастинках був запропонований
П. Томчуком [1],

Δ𝑝𝑒 = 𝑝0
5𝜋2

12

(︂
𝑘B𝑇𝑒
𝜀𝐹

)︂2
. (1)

Граничною умовою для основного рiвняння є рiв-
нiсть мiж додатковим тиском гарячого електрон-
ного газу та поверхневою енергiєю НЧ,

Δ𝑝𝑒 (𝑡) =
2𝜌𝑠
𝑎2

𝜉 (𝑡), (2)

Густина поверхневої енергiї НЧ позначається як
𝜌𝑠, 𝑎 – це радiус частинки, а 𝜉 – радiальне змi-
щення її поверхнi. Час встановлення електронної
температури становить

𝜏𝑒 ∼ 10−12 . (3)

Час, необхiдний для вирiвнювання електронної
температури з температурою ґратки в об’ємi ме-
тала, становить

𝜏𝑒−𝑝ℎ ∼ 10−10 . (4)

Часовi пульсацiї електронної температури наноча-
стинки викликають коливання тиску в навколи-
шньому дiелектрику, генеруючи акустичнi хвилi.
Поширення поздовжньої хвилi в континуальному
наближеннi описується рiвнянням

∇2u− 1

𝑠2𝑙

𝜕2u

𝜕𝑡2
= 0, (5)

де u – це вектор змiщення. Для поздовжньої хвилi
можна ввести скалярний потенцiал 𝜓 таким чи-
ном, що

u , ∇𝜓, (6)

де 𝜓 – це розв’язок рiвняння

∇2𝜓 − 1

𝑠2𝑙

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= 0, (7)

задовольняє граничну умову

𝜕𝜓

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

=
𝑎2

2𝜌𝑠
Δ𝑝𝑒 (𝑡). (8)

У цiй моделi збудження НЧ, у матрицi генерує-
ться поздовжня акустична хвиля, яка коливається
на характернiй частотi НЧ. Розв’язок вiдповiдної
задачi Кошi має вигляд

𝜓 = −𝑠𝑙 𝑎
𝑟

exp

{︂
−𝑠𝑙
𝑎

[︂
𝑡− 𝑟 − 𝑎

𝑠𝑙

]︂}︂
×

×

𝑡− 𝑟−𝑎
𝑠𝑙∫︁

−∞

exp

(︂
𝑠𝑙
𝑡1
𝑎

)︂
𝜉 (𝑡1) 𝑑𝑡1. (9)

Припускається, що коливання починаються у за-
даний початковий момент часу.

Метою цього дослiдження є визначення умов, за
яких акустична хвиля, що генерується НЧ у твер-
дiй матрицi пiд впливом лазерного опромiнення,
може бути сфокусована та посилена. Розв’язок (9)
не вiдповiдає цiй метi з двох причин. По-перше,
аналiз поширення акустичної хвилi вимагає вiд-
ходу вiд наближення континууму. По-друге, ре-
жим збудження потрiбно переглянути з альтерна-
тивної точки зору, зокрема, такої, в якiй збуджен-
ня здiйснюється точно синхронiзованими фемтосе-
кундними лазерними iмпульсами. Обґрунтування
цих умов буде надано в наступних роздiлах.

Генерацiя акустичних хвиль ультракороткими
лазерними iмпульсами передбачає швидке розши-
рення фермi-газу в НЧ у пiко-фемтосекундних ча-
сових масштабах. Це розширення чинить тиск на
навколишнi атоми матрицi; отже, сумарний рiзкий
iмпульс тиску, що походить вiд НЧ, можна розгля-
дати як додаткову силу, що дiє на вiльний атом.

Принцип Гюйгенса стверджує, що початковий
стан з чiтко визначеною просторовою локалiзацi-
єю пiзнiше проявляється в iншому мiсцi як ефект,
однаково обмежений у просторi та часi. Примiтно,
що цей принцип дiє лише в просторах непарної
розмiрностi. Як буде показано, дотримання прин-
ципу Гюйгенса виключає побудову запропонованої
тут схеми фокусування акустичних хвиль.
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Це обмеження принципово змiнюється, коли
ми вiдмовляємося вiд континуального наближен-
ня для руху атомiв матрицi. Iншими словами, за-
мiсть використання хвильового рiвняння (7), яке
iгнорує дискретну природу руху атомiв, необхiдно
повернутися до рiвняння, що описує динамiку на
дискретнiй ґратцi.

2. Генерацiя акустичних хвиль
ультракороткими лазерними iмпульсами
та порушення принципу Гюйгенса
в ґраткових системах

Генерацiя акустичних хвиль ультракороткими ла-
зерними iмпульсами передбачає швидке розширен-
ня фермi-електронного газу всерединi НЧ, що вiд-
бувається в часових масштабах вiд фемто- до пiко-
секунд. Це розширення генерує перехiднi електри-
чнi поля, якi чинять тиск на навколишнi атоми ма-
трицi. Результуючий рiзкий iмпульс тиску можна
розглядати як додаткову силу, що дiє на вiльний
атом, iнiцiюючи коливання ґратки та поширення
акустичних хвиль.

Щоб точно описати цей процес, ми повиннi роз-
глянути структуру та динамiку кристала на атом-
ному рiвнi. Система атомiв у кристалi, враховуючи
як їх дискретнi положення в ґратцi, так i їх три-
вимiрнi змiщення, природним чином описується в
просторi

ℒ = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3, u𝑎,𝑏,𝑐 ∈ R3}, (10)

де комбiнацiя (𝑎, 𝑏, 𝑐) позначає дискретнi атомнi
позицiї, а u𝑎,𝑏,𝑐 – це вектори фiзичних змiщень
цих атомiв у звичайному евклiдовому просторi R3.
Простiр ℒ не є шестивимiрним у жодному фiзи-
чному сенсi; радше, це структуроване представле-
ння, яке вiдокремлює дискретну геометрiю кри-
сталiчної ґратки вiд тривимiрної кiнематики руху
атомiв.

Введення простору ґратка–змiщення є не набли-
женням, а уточненням фiзичного опису. На вiд-
мiну вiд рiвняння континуальної хвилi в R3, яке
згладжує атомну дискретнiсть i тим самим забез-
печує принцип Гюйгенса (тобто поширення рiзких
хвильових фронтiв), дискретне формулювання по
сутi вводить ефекти дисперсiї та розсiювання, по-
рушуючи цей принцип. Це порушення уможлив-
лює такi режими поширення хвиль, якi не можуть

виникнути в чисто континуальнiй моделi, напри-
клад, кероване фокусування хвиль ґратки.

У континуальному середовищi локалiзоване спо-
чатку збурення поширюється лише по поверх-
нi свiтлового (або звукового) конуса без внутрi-
шнiх коливань, тодi i тiльки тодi, коли розмiрнiсть
простору непарна. Навпаки, в дискретнiй ґратцi
кожен атомний вузол пiдпорядковується ньюто-
нiвським рiвнянням руху, пов’язаним з сусiдами
цього вузла, створюючи груповi швидкостi та вну-
трiшнi вiдбиття, що залежать вiд частоти. Ця дис-
персiя усуває точну причину рiзкостi фронту, пе-
редбачену рiвнянням континуальної хвилi, тим са-
мим спростовуючи принцип Гюйгенса на масштабi
ґратки.

Таким чином, простiр ґратка–змiщення не вво-
дить штучних вимiрiв, а натомiсть зберiгає справ-
жню мiкроскопiчну динамiку, яку континуальне
наближення обов’язково порушує. Як буде пока-
зано, ця дискретна структура дає змогу викори-
стовувати стратегiї манiпулювання хвилями, такi
як акустичне фокусування, якi недоступнi за обме-
жень, що накладаються принципом Гюйгенса в мо-
делi континууму.

3. Рiвняння руху атома
в тривимiрнiй кристалiчнiй ґратцi

Розглянемо класичне рiвняння руху атома в три-
вимiрнiй кристалiчнiй ґратцi, враховуючи взаємо-
дiю з найближчими атомами в гармонiчному на-
ближеннi [2]. Для простоти ми припускаємо не-
скiнченну просту кубiчну, iзотропну ґратку з гар-
монiчною взаємодiєю мiж найближчими сусiдами.
Тодi рiвняння руху має вигляд

𝑑2u(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐
𝑑𝑡2

= 𝑘2 ·
{︁
u(𝑡)𝑎+1,𝑏,𝑐 + u(𝑡)𝑎−1,𝑏,𝑐 +

+u(𝑡)𝑎,𝑏+1,𝑐+u(𝑡)𝑎,𝑏−1,𝑐+u(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐+1+u(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐−1

}︁
−

− 𝑘2 · {6 · u(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐}, (11)

де 𝑘2 = 1
𝑚

𝑑2𝑈(𝑥)
𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=𝑑

, 𝑚 – це маса атома,

а 𝑑2𝑈(𝑥)
𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=𝑑

– це друга похiдна мiжатомного по-
тенцiалу, обчисленого на рiвноважнiй вiдстанi 𝑑.
Для руху атома без вихрiв ми вводимо скалярний
потенцiал такий, що

u = ∇𝜙. (12)
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Пiдставляючи це в рiвняння (11), ми бачимо, що 𝜙
задовольняє точно таку саму форму дискретного
лапласiана,

𝑑2𝜙(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐
𝑑𝑡2

= 𝑘2
{︁
𝜙(𝑡)𝑎+1,𝑏,𝑐 + 𝜙(𝑡)𝑎−1,𝑏,𝑐 +

+ 𝜙(𝑡)𝑎,𝑏+1,𝑐+𝜙(𝑡)𝑎,𝑏−1,𝑐+𝜙(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐+1+𝜙(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐−1

}︁
−

− 𝑘2 {6𝜙(𝑡)𝑎,𝑏,𝑐}. (13)

4. Роздiльнi моди та розв’язок Кошi

Рiвняння (13) допускає сепарабельнi розв’язки ви-
гляду

𝜙𝑝,𝑞,𝑟 (𝑡) = 𝑋𝑝−𝑙 (𝑡) · 𝑌𝑞−𝑚 (𝑡) · 𝑍𝑟−𝑛 (𝑡), (14)

Вони являють собою нормальнi моди, що коливаю-
ться незалежно вздовж кожної осi ґратки. Це вiд-
повiдає взаємодiям виключно вздовж осей у кри-
сталiчному базисi. Повна задача Кошi з довiльни-
ми початковими змiщеннями та швидкостями бу-
ла розв’язана у замкнутому виглядi Бейтменом [3].
Розв’язок вбудовує тривимiрну ґратку у каркас iз
бiльшою розмiрнiстю, створюючи явний вираз

𝜙𝑙,𝑚,𝑛(𝑡) = 𝐹 (𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑡; 𝜙(0), 𝜙′(0)), (15)

де 𝐹 визначається цим формалiзмом. Фiзично це
означає, що дискретна структура ґратки пору-
шує принцип Гюйгенса, генеруючи стiйкi “iнерцiй-
нi хвилi”.

Розв’язок задачi Кошi для рiвняння (12) з за-
даними початковими даними 𝜙𝑙,𝑚,𝑛(0) та 𝜙′

𝑙,𝑚,𝑛(0)
можна записати у виглядi

𝜙(𝑡)𝑝,𝑞,𝑟 =
∑︁

𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡)𝜙(0)𝑙,𝑚,𝑛 +

+
∑︁ 𝑡∫︁

0

𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡1)𝜙
′(0)𝑙,𝑚,𝑛𝑑𝑡1, (16)

де пiдсумовування проводиться за всiма вузлами
ґратки (𝑙,𝑚, 𝑛) ∈ Z3. Ядро 𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡) допускає
явне факторизоване представлення

𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡) =
1

4𝜋

𝑑

𝑑𝑡
×

×

⎧⎨⎩𝑡
2𝜋∫︁
0

⎡⎣ 𝜋∫︁
0

𝐴(𝑡, 𝜃, 𝛼)𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛 sin(𝜃) 𝑑𝜃

⎤⎦𝑑𝛼
⎫⎬⎭, (17)

де

𝐴(𝑡, 𝜃, 𝛼)𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛 = 𝐽2 (𝑝−𝑙)(2𝑘𝑡 sin(𝜃)×

× cos(𝛼)) 𝐽2 (𝑞−𝑚)(2𝑘𝑡 sin(𝜃)×

× sin(𝛼)) 𝐽2(𝑟−𝑛)(2𝑘𝑡 cos(𝜃)), (18)

а 𝐽𝜈 позначає функцiю Бесселя першого роду, яка
допускає iнтегральне представлення

𝐽2 (𝑝−𝑙) (2𝑘𝑡) =

=
1

𝜋

𝜋∫︁
0

cos (2 𝑘 𝑡 sin (𝜑)− 2(𝑝− 𝑙)𝜑) 𝑑𝜑. (19)

Таким чином, форма роздiльного добутку
𝜙𝑝,𝑞,𝑟(𝑡) = 𝑋𝑝−𝑙(𝑡)𝑌𝑞−𝑚(𝑡)𝑍𝑟−𝑛(𝑡) є окремим роз-
в’язком рiвняння (12), а вираз (13) з ядрами (14)–
(16) представляє загальний розв’язок задачi Кошi,
дiйсний для довiльних початкових змiщень та
швидкостей на нескiнченнiй простiй кубiчнiй iзо-
тропнiй ґратцi з гармонiчною взаємодiєю най-
ближчих сусiдiв.

Динамiка ґратчастої структури найприроднiше
формулюється не у звичайному 3D-просторi, а в
гiбридному конфiгурацiйному просторi R3 × Z3,
де неперервна компонента R3 описує перемiщен-
ня атомiв всерединi елементарної комiрки, а дис-
кретна компонента Z3 iндексує комiрки ґратча-
стої структури. Таке шестивимiрне вбудовування
робить явною сепарабельнiсть вздовж кристало-
графiчних осей. Однак у парновимiрних просто-
рах принцип Гюйгенса не працює: за хвильови-
ми фронтами завжди йде дисперсiйний коливаль-
ний шлейф, навiть для початково локалiзованих
збуджень.

5. Фокусування акустичних хвиль

Наявнiсть коливального хвоста за звуковим фрон-
том може бути використана для створення при-
строїв, якi генерують самофокусуючу акустичну
хвилю. Зокрема, генеруючи акустичнi хвилi в та-
кiй послiдовностi, що їхнi екстремуми сходяться в
певнiй точцi простору одночасно, амплiтуду коли-
вань у цiй точцi можна збiльшити. Нехай хвильо-
вий фронт рухається вiд точки його генерацiї до
певної точки простору за час 𝑡0. Потiм екстрему-
ми вiд iнших iмпульсiв слiдують з пiдiбраною за-
тримкою Δ𝑡𝑖, так що вони досягають однiєї й тiєї ж
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точки одночасно. Отже, потенцiал хвиль у заданiй
точцi простору, як визначено за формулою

𝜙(𝑡0, 𝑁)𝑝,𝑞,𝑟,𝑚,𝑟,𝑛 ≡
𝑁∑︁
𝑖=0

𝜙(𝑡0 −Δ𝑡𝑖)𝑝,𝑙,𝑞,𝑚,𝑟,𝑛,

Δ𝑡0 = 0

(20)

може значно перевищувати потенцiал, що генерує-
ться одним iмпульсом. Час затримки перед над-
силанням наступного iмпульсу залежить як вiд
координат точки генерацiї iмпульсу, так i вiд то-
чки спостереження. Щоб уникнути зайвої скла-
дностi формул, ми зберiгаємо позначення часової
затримки, як представлено у виразi (20), розумi-
ючи, що Δ𝑡𝑖 є функцiєю iндексiв 𝑝, 𝑙, 𝑞, 𝑚, 𝑟, та
𝑛. Наприклад, розглянемо результат дiї послiдов-
ностi iмпульсiв, згенерованих одним атомом ма-
трицi, припускаючи, що на атом дiяло зовнiшнє
джерело енергiї. Ця послiдовнiсть вибрана таким
чином, що амплiтуда коливань атома в полi аку-
стичної хвилi збiльшується з часом у вибранiй то-
чцi спостереження. На рис. 1 порiвнюються потен-
цiали, створенi однiєю згенерованою хвилею або
чотирма послiдовними хвилями, згенерованими за
формулою (20).

Нарештi, користуючись потенцiалами (20) мо-
жна розрахувати змiщення хвилi. Наприклад,
якщо ми введемо компоненту змiщення вздовж
одного з базисних векторiв ґратки, як показано в
рiвняннi

𝑣 (𝑡, 𝑎)𝑝,𝑙,𝑞,𝑚,𝑟,𝑛 =
𝜙(𝑡)𝑝+𝑎,𝑙,𝑞,𝑝,𝑙,𝑞 − 𝜙(𝑡)𝑝−𝑎,𝑙,𝑞,𝑝,𝑙,𝑞

2𝑎
≈

≈ 1

2𝑎

𝜕 (𝜙(𝑡)𝑝+𝑎,𝑙,𝑞,𝑝,𝑙,𝑞 − 𝜙(𝑡)𝑝−𝑎,𝑙,𝑞,𝑝,𝑙,𝑞)

𝜕𝑎
+

+ ...
𝑎→0−→ 𝑣 (𝑡, 𝑝, 𝑙, 𝑞)𝑐 , (21)

де 𝑎 позначає сталу ґратки, а 𝑐 означає неперерв-
не наближення, застосоване в межах кристалiчної
ґратки. Таке уявлення про змiщення хвилi всере-
динi ґратки узгоджується з виразом для змiщення
хвилi в континуумi, як показано в цьому рiвняннi,
де змiнну 𝑝 можна вважати неперервною. Принци-
пова вiдмiннiсть у визначеннi змiщення руху ато-
ма в ґратцi за допомогою рiвняння (13) порiвняно
з рiвнянням (21) полягає в тому, що перше врахо-
вує змiщення окремого атома, а друге – рiзницю
в змiщеннi сусiднiх атомiв. Уявiмо собi сценарiй,
де всi атоми рухаються з однаковим змiщенням. У

Рис. 1. Крива 1 iлюструє змiну хвильового потенцiалу з
часом для однiєї згенерованої хвилi, а крива 2 – для чоти-
рьох згенерованих хвиль, як описано у формулi (20)

цьому випадку хвилi не було б; натомiсть був би
процес, еквiвалентний переходу до системи коор-
динат, що рухається зi змiщенням u. В останньо-
му випадку 𝑣 (𝑡, 𝑎)𝑝,𝑙,𝑞,𝑚,𝑟,𝑛 = 0, оскiльки всi ато-
ми мають однаковий потенцiал i, отже, однакове
змiщення.

6. Одновимiрний випадок

Нехай хвиля поширюється вздовж кристалiчної осi
кубiчного кристала з примiтивним базисом, що
складається з одного атома. Оскiльки всi атомнi
площини змiщенi синфазно, достатньо розглянути
одновимiрний ланцюжок атомiв. Цю модель вико-
ристовував Хейвлок [2] для вивчення поширення
перiодичної хвилi в кристалi та визначення дис-
персiйних спiввiдношень. Рiвняння, що описують
рух атома вздовж базового вектора в гармонiчно-
му наближеннi з початковою умовою ненульового
змiщення для цього атома, мають вигляд

𝑑2𝑢𝑝
𝑑𝑡2

= 𝑘2(𝑢𝑝−1 − 2𝑢𝑝 + 𝑢𝑝+1), 𝑝 ≥ 2,

𝑢𝑝=0(0) ̸= 0, 𝑢𝑝>0(0) = 0.
(22)

Розв’язком цiєї задачi є вiдома функцiя [3]

𝑢(𝑡)𝑝−𝑙 = 𝐽2(𝑝−𝑙)(2𝑘𝑡). (23)

Подiбно до тривимiрного явища, можна збiль-
шити амплiтуду коливань у певнiй точцi, генеру-
ючи акустичнi хвилi в такiй послiдовностi, щоб
їхнi пiки досягали однiєї й тiєї ж точки простору
одночасно. Розглянемо таку послiдовнiсть iмпуль-
сiв: перший iмпульс сприяє руху фронту iмпульсу,
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Рис. 2. Порiвняння хвиль, згенерованих п’ятьма послiдов-
ними iмпульсами однакової початкової амплiтуди (крива 1 )
та одним iмпульсом еквiвалентної амплiтуди (крива 2 ).
Найменша вiдстань мiж атомами визначається як одиниця
довжини, а час, необхiдний для проходження хвильового
фронту мiж двома найближчими атомами в дiелектричнiй
матрицi, визначається як одиниця вимiрювання часу

Рис. 3. Крива 2 зображує серiю з п’яти iмпульсiв, а кри-
ва 1 – один iмпульс з амплiтудою, яка в п’ять разiв бiльша
за амплiтуду кожного iмпульсу в серiї

iнiцiйованому iз затримкою 𝑡0−Δ𝑡𝑁 , а наступнi iм-
пульси пов’язанi з дiєю хвиль, що йдуть за фрон-
том. Важливо, щоб усi значення в данiй точцi дося-
гали свого максимуму та мiнiмуму одночасно. Цей
механiзм за своєю суттю приводить до збiльшен-
ня амплiтуди коливань. Кумулятивна дiя набору
𝑁 iмпульсiв посилює сумарний сигнал майже в 𝑁
разiв,

𝐽(𝑡0, 𝑁)𝑝−𝑙 ≡
𝑁∑︁
𝑖=0

𝐽2(𝑝−𝑙) (2𝑘 (𝑡0 −Δ𝑡𝑖)),

Δ𝑡0 = 0.

(24)

На рис. 2 порiвнюється послiдовнiсть iз 5 iмпуль-
сiв з однаковою початковою амплiтудою та один
iмпульс iз тiєю ж амплiтудою. Рис. 3 вiдрiзняє-
ться вiд попереднього тим, що початкова амплi-
туда одиничного iмпульсу (крива 2 ) у п’ять разiв
бiльша за амплiтуду кожного окремого iмпульсу
(крива 1 ) у серiї з п’яти iмпульсiв.

7. Висновки

У статтi показано, що система металевих наноча-
стинок у дiелектричнiй матрицi може генерува-
ти поздовжнi акустичнi хвилi в ґратцi, амплiтуду
яких можна збiльшити в певнiй точцi матрицi без
збiльшення iнтенсивностi лазерних iмпульсiв. Цей
ефект виникає через два ключовi фактори:

(i) математичне порушення принципу Гюйгенса
через дискретно-неперервний зв’язок та

(ii) унiкальнi фiзичнi властивостi металевих на-
ночастинок.

Математичний фактор пов’язаний з порушен-
ням принципу Гюйгенса в межах розшарованого
простору, утвореного прямим добутком тривимiр-
ного фiзичного простору та дискретного просто-
ру iндексiв ґратки. У цiй розширенiй структурi
за хвильовим фронтом слiдує коливальний хвiст
внаслiдок зв’язку мiж неперервними та дискретни-
ми координатами. Завдяки ретельному вибору ча-
су генерацiї кожного акустичного iмпульсу таким
чином, щоб їхнi екстремуми збiгалися як просто-
рово, так i часово у вибранiй точцi, конструктивна
iнтерференцiя може значно посилити загальну ам-
плiтуду цих коливань.

Iнший фактор стосується унiкальних власти-
востей металевих наночастинок. Збудження еле-
ктронної пiдсистеми цих частинок може привести
до таких ефектiв, як емiсiя електронiв за темпера-
тур вище 8000 K, а також випромiнювання свiтла
гарячими електронами на частотах на порядок ви-
щих, нiж частоти надхiдного лазерного променя 1.

Як показано в публiкацiях [2, 5–8], константи
електрон-фононної взаємодiї гарячих електронiв у
металевих наночастинках спричиняють зменшен-
ня цього явища на порядок порiвняно з об’ємним
металом. Як результат, електрон-фононна систе-
ма може залишатися у стацiонарному, нерiвнова-

1 Це – новий механiзм фокусування та пiдсилення акусти-
чних хвиль, що генеруються металевими наночастинками
в кристалiчнiй ґратцi.
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жному станi протягом 103 − 104 год без плавле-
ння або руйнування наночастинок, за умови по-
стiйної зовнiшньої пiдтримки нерiвноважного ста-
ну. Без цiєї пiдтримки термодинамiчна рiвновага
електрон-фононної системи досягається протягом
десятка фемтосекунд.

Нагадаємо, що температура електронного газу у
наночастинках може досягати тисяч градусiв. Та-
ка ситуацiя не спостерiгається в об’ємному мета-
лi, де електрон-фононна система досягає рiвноваги
протягом 10−10 с. Тобто, можна досягти бажаної
iнтенсивностi акустичної активностi в заданiй то-
чцi кристала, опромiнюючи систему металевих на-
ночастинок послiдовнiстю ультракоротких лазер-
них iмпульсiв. Цi iмпульси повиннi мати достатню
потужнiсть для генерацiї наночастинками акусти-
чних хвиль, але меншу за потужнiсть, яка б зруй-
нувала цi наночастинки. Крiм того, мiж iмпульса-
ми повинен бути iнтервал, щоб забезпечити охоло-
дження наночастинок. Це дає пiдстави розглядати
систему металевих наночастинок як вiдповiдний
iнструмент для генерацiї послiдовностi акустичних
хвиль, що й обговорюється в цiй статтi.

Слiд зазначити, що якщо час впливу iмпульсу
вiд гарячого електронного газу наночастинок на
атоми дiелектричної матрицi значно менший за
час, необхiдний для змiщення атомiв на iнтервал
iнтегрування, то рiвняння (16) можна записати та-
ким чином:

𝜙(𝑡)𝑝,𝑞,𝑟 ∼=
∑︁

𝜙′(0)𝑙,𝑚,𝑛

𝑡∫︁
0

𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡1)𝑑𝑡1, (25)

а для
𝜙′(𝑡)𝑝,𝑞,𝑟 ∼=

∑︁
𝜙′(0)𝑙,𝑚,𝑛𝐼𝑝,𝑞,𝑟;𝑙,𝑚,𝑛(𝑡) (26)

можна застосувати розрахунки, наведенi вище для
змiщення потенцiалу.

Запропонований механiзм фокусування та поси-
лення акустичних хвиль забезпечує новий шлях до
контролю локалiзацiї енергiї в структурованих се-
редовищах. Одночасно концентруючи та посилю-
ючи енергiю хвиль, вiн дає змогу покращити манi-
пулювання поширенням хвиль як у фундаменталь-
них дослiдженнях, так i у прикладних технологiях.

Зауваження щодо додаткiв та позначень

Для пiдвищення фiзичної прозоростi та ширшого
застосування нашої моделi ми включаємо три до-
датки. Вони забезпечують розширений контекст та

технiчну глибину з тих питань, якi не були повнi-
стю розглянутi в основному текстi. Зокрема, вони
стосуються:

(i) обґрунтування моделювання акустичних
хвиль за допомогою скалярних потенцiалiв у
кубiчних кристалах (Додаток A);

(ii) напiвдискретного формулювання хвильового
оператора на 3D-ґратцi (Додаток B);

(iii) потенцiала для розширення поточного лiнiй-
ного аналiзу на слабонелiнiйнi режими за допомо-
гою пертурбативних методiв (Додаток C).

З фiзичної точки зору, кристалiчна ґратка має
дискретну групу симетрiї, вiдмiнну вiд неперерв-
ної симетрiї порожнього простору. Через цю дис-
кретну трансляцiйну симетрiю дозволенi лише зсу-
ви на вiдстанi, кратнi векторам базису ґратки, що
вiдображає принципово iншу структуру, нiж у си-
стемах з неперервною симетрiєю. Перехiд до роз-
шарованого простору, який поєднує тривимiрнi фi-
зичнi координати з дискретними iндексами ґра-
тки, тому не є евристичним наближенням, а ма-
тематично послiдовним та фiзично мотивованим
кроком. Отриманий шестивимiрний простiр слiд
розглядати не як розширення евклiдового просто-
ру, а радше як гiбридний конфiгурацiйний простiр.
Це є прямою аналогiєю класичному фазовому про-
стору, який об’єднує координати положення та iм-
пульсу. Так само наш 6D-простiр об’єднує просто-
ровi координати з iндексами ґратки, щоб охопити
повну динамiку хвилi в кристалi.

Цей пiдхiд вiдображає тi ж принципи вбудову-
вання та вiдтворює внутрiшню природу хвильових
явищ у кристалiчних структурах, де взаємодiя мiж
неперервними та дискретними змiнними принци-
пово змiнює динамiку поширення. До того ж, про-
ходження хвильового фронту через вузол ґратки
супроводжується фазовим стрибком: конфiгурацiя
силових взаємодiй змiнюється, коли новi атоми по-
чинають рухатися. Такий вид динамiки вимагає
апарату узагальнених функцiй, хоча ця тема ви-
ходить за рамки цiєї роботи.

ДОДАТОК А
Незначний поперечний внесок
у квазiпоздовжнi хвилi

Визначення. Квазiпоздовжня хвиля – це власна акусти-
чна мода, в якiй вектор поляризацiї u переважно спря-
мований у напрямку поширення хвилi n, хоча й не зовсiм
паралельний через пружну анiзотропiю.
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Пiд час моделювання динамiки ґратки та поширення
акустичних хвиль у кубiчних кристалах ми наближено вва-
жаємо, що поле змiщень u можна отримати зi скалярного
потенцiалу 𝜑 через рiвняння u = ∇𝜑. Це означає, що рух
хвилi є по сутi поздовжнiм, i це є добре пiдтвердженим на-
ближення, заснованим на експериментальних даних.

В анiзотропних пружних середовищах, таких як кубiчнi
кристали, власнi моди рiвняння Крiстоффеля не є строго
поздовжнiми чи поперечними, за винятком напрямкiв з ви-
сокою симетрiєю. Однак, для квазiпоздовжнiх мод попере-
чна складова є постiйно малою. На пiдтвердження цього
маємо такi докази:

1. Дослiдження розсiювання Брiллюена в кремнiї та гер-
манiї показують, що квазiпоздовжнi моди мiстять менше
нiж 5% вiд поперечної поляризацiї в бiльшостi напрямкiв.

2. Фононна вiзуалiзацiя в лужних металах (наприклад,
Li, Na, K) вказує на те, що квазiпоздовжнi хвилi залиша-
ються переважно поздовжнiми. Хоча квазiпоздовжнi мо-
ди можуть мати до 15% поздовжньої домiшки, протилежне
спiввiдношення маловiрогiдне.

3. Теоретичний аналiз тензора Крiстоффеля для кубi-
чної симетрiї пiдтверджує, що вектор поляризацiї квазiпо-
здовжнiх мод залишається майже спрямованим вздовж k

по всiй зонi Брiллюена, за винятком iзольованих виродже-
них напрямкiв [9]. Тому представлення поля акустичного
змiщення в термiнах скалярного потенцiалу є дiйсним та
експериментально обґрунтованим спрощенням пiд час мо-
делювання квазiсферичних хвильових фронтiв у кубiчних
ґратках.

ДОДАТОК B

Ми розрiзняємо фiзичний простiр, де поширюються акусти-
чнi збурення, та математичний простiр, в якому формулю-
ється задача. Фiзично хвилi еволюцiонують у тривимiрнiй
евклiдовiй ґратцi. Однак математично рiвняння, що визна-
чають дискретне поле атомних змiщень, природно приво-
дять до розшарованого конфiгурацiйного простору – добу-
тку фiзичного континууму R3 та дискретного iндексного
простору Z3, що позначає вузли ґратки. У цьому розшире-
ному просторi поведiнка хвиль формується не лише фiзи-
чною геометрiєю, але й додатковою дискретною структу-
рою. Поява коливальних “хвостiв” за хвильовим фронтом
та порушення принципу Гюйгенса безпосередньо виплива-
ють з цього дискретно-неперервного зв’язку, а не лише з
просторової геометрiї. Нашi розрахунки визначають умо-
ви фокусування акустичних хвиль як для сферичних, так i
планарних хвильових форм.

Пряма експериментальна перевiрка цих шестивимiрних
ефектiв ще не доступна, але аналогiчнi явища з’являються
у пов’язаних контекстах:

∙ пучки Бесселя (оптичнi та акустичнi), що керуються
функцiями Бесселя, демонструють характернi хвости та
концентричнi кiльцевi структури; їх самовiдновлювальна
поведiнка – регенерацiя пучка пiсля перешкоди – надає чi-
ткi фiзичнi докази основної хвильової структури;

∙ явища дифракцiї, що вивчаються з часiв лорда Релея,
також виявляють конфiгурацiї, подiбнi до ґраток, якi ство-
рюють подiбнi ефекти хвоста, навiть якщо вони не описанi
явно в термiнах принципу Гюйгенса.

Таким чином, хоча прямих вимiрювань у змодельова-
ному шестивимiрному середовищi немає, експериментальнi
дослiдження хвильових систем iз функцiєю Бесселя пере-
конливо пiдтверджують iснування таких особливостей. Роз-
межування мiж фiзичним i розширеним просторами вiдпо-
вiдає формальному пiдняттю, яке обговорюється нижче в
роздiлi “Неперервна динамiка проти динамiки ґратки”, де
обмеження допустимостi та представлення поля змiщень на
R3×Z3 забезпечують математичну основу для коливальних
хвостiв та порушення принципу Гюйгенса як природних ре-
зультатiв гiбридної моделi ґратки.

Вищезазначенi роздуми спонукають до бiльш ретельного
розгляду гiбридної структури ґратка-континуум. У насту-
пних роздiлах ми формалiзуємо рiзницю мiж неперервною
та дискретною динамiкою, вводячи умову допустимостi в
дискретнiй динамiцi ґратки, детально описуючи вiдповiднi
обмеження допустимостi та аналiзуючи поведiнку узагаль-
неного дискретного лапласiана. Цi iнструменти дають змо-
гу послiдовно пiдвищити поле змiщення до iндексованого
конфiгурацiйного простору R3×Z3, встановлюючи матема-
тичну основу для хвостiв, порушення принципу Гюйгенса
та ефектiв фокусування, обговорених вище.

Неперервна та ґраткова динамiка:
формула Пуассона та обмеження допустимостi

Визначення. Пуассонiвський розв’язок
тривимiрного хвильового рiвняння

Нехай 𝑢 : R3×R → R є розв’язком стандартного хвильового
рiвняння

�𝑢(𝑥, 𝑡) :=
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
(𝑥, 𝑡)− 𝑘2Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (B.1)

з початковими умовами

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R3, (B.2)

де 𝑓 ∈ 𝐶2(R3) та 𝑔 ∈ 𝐶1(R3). Розв’язок задається форму-
лою Пуассона

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

[︃
1

4𝜋𝑐𝑡

∫︁
|𝑦−𝑥|=𝑐𝑡

𝑓(𝑦)𝑑𝑆𝑦

]︃
+

+
1

4𝜋𝑐𝑡

∫︁
|𝑦−𝑥|=𝑐𝑡

𝑔(𝑦)𝑑𝑆𝑦 , (B.3)

де 𝑑𝑆𝑦 позначає поверхневу мiру на сферi радiуса 𝑐𝑡 з цен-
тром у точцi 𝑥.

Мiнiмальна регулярнiсть

Формула Пуассона вимагає виконання лише таких умов:
1. 𝑓 ∈ 𝐶2(R3),
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2. 𝑔 ∈ 𝐶1(R3).

На вiдмiну вiд цього, дискретнi ґратчастi системи накла-
дають бiльш строгi обмеження сумiсностi на початковi данi.

Умова допустимостi
в динамiцi дискретної ґратки

Нехай 𝜙𝑎,𝑏,𝑐(𝑡) позначає поле змiщень у вузлi ґратки
(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ Z3 у момент часу 𝑡 ∈ R, що визначається дис-
кретним хвильовим рiвнянням на кубiчнiй ґратцi

�3
lattice𝜙𝑎,𝑏,𝑐(𝑡) = 0, (B.4)

де �lattice – дискретний аналог оператора Даламбера, який
зазвичай визначається через скiнченнi рiзницi як у просто-
рi, так i в часi. Початковi умови задаються конфiгурацiєю
поля 𝜙𝑎,𝑏,𝑐(0) та його похiдною за часом 𝜕𝑡𝜙𝑎,𝑏,𝑐(0).

Для забезпечення узгодженостi з дискретною еволюцiєю
має бути виконана така умова допустимостi:

𝜕2
𝑡 𝜙𝑎,𝑏,𝑐(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑘2 ·ΔZ3𝜙𝑎,𝑏,𝑐(0), (B.5)

де 𝑘 – константа зв’язку, що характеризує силу взаємодiї
мiж сусiднiми вузлами ґратки, а ΔZ3 позначає дискретний
лапласiан на тривимiрнiй цiлочисельнiй ґратцi. Явно, цей
лапласiан визначається формулою

ΔZ3𝜙𝑎,𝑏,𝑐 =
∑︁

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ Z3
‖(𝑖, 𝑗, 𝑘) − (𝑎, 𝑏, 𝑐)‖1 = 1

(𝜙𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜙𝑎,𝑏,𝑐), (B.6)

де пiдсумовування проводиться за шiстьма найближчими
сусiдами вузла (𝑎, 𝑏, 𝑐). На вiдмiну вiд неперервного рiвнян-
ня хвилi, де амплiтуди поля не обмеженi, у дискретнiй ґра-
тковiй моделi iснує природна межа для атомних змiщень:
початкове змiщення в кожному вузлi не повинно перевищу-
вати мiжатомної вiдстанi. Це обмеження вiдображає фiзи-
чнi межi атомного руху та гарантує, що модель залишає-
ться в гармонiйному режимi ґраткової динамiки.

Поведiнка узагальненого
дискретного лапласiана

У багатьох фiзичних конфiгурацiях взаємодiї в ґратках по-
ширюються за межi шести найближчих сусiдiв або вiдрiзня-
ються вздовж кристалографiчних осей. Це вимагає замiни
оператора (B.6) узагальненим дискретним лапласiаном

Δ
(𝑤)

Z3 𝜙𝑙,𝑚,𝑛 : =
∑︁

(𝑝,𝑞,𝑟)∈𝒩
𝑤𝑝𝑞𝑟(𝜙𝑙+𝑝,𝑚+𝑞,𝑛+𝑟 −𝜙𝑙,𝑚,𝑛), (B.7)

де 𝒩 ⊂ Z3 ∖ {(0, 0, 0)} – скiнченний окiл взаємодiй, а 𝑤𝑝𝑞𝑟 –
дiйснi симетричнi ваги (𝑤𝑝𝑞𝑟 = 𝑤−𝑝,−𝑞,−𝑟). Дискретний
стандартний лапласiан вiдповiдає значенням 𝑤±1,0,0 =

= 𝑤0,±1,0 = 𝑤0,0,±1 = 1, а всi iншi ваги дорiвнюють нулю.
Це узагальнення дозволяє моделювати:
∙ анiзотропнi ґратки,
∙ далекосяжнi сили,
∙ частотно-залежнi поправки до дисперсiйного спiввiд-

ношення.

Зауваження. Фiзична iнтерпретацiя –
Пiдняття до розшарованого 6D-простору

Дискретнi хвильовi рiвняння на ґратцi природним чином
пiднiмаються до шестивимiрного розшарованого простору,
де кожен вузол ґратки надiлений локальним неперервним
полем змiщення. Такий пiдхiд має подвiйний характер: вiн
одночасно охоплює локальну вiбрацiйну динамiку та нело-
кальнi взаємодiї, зумовленi топологiєю ґратки. Важливо,
що це пiдняття не є суто формальним – дискретна транс-
ляцiйна симетрiя породжує зв’язки, якi неможливо адеква-
тно вiдобразити у чисто тривимiрних моделях. Включення
задачi в цей вищий вимiр зберiгає фiзичну достовiрнiсть i
забезпечує зручнiсть аналiтичного опрацювання.

Класична формула Пуассона дає аналiтичне розв’язан-
ня за мiнiмальних вимог до регулярностi, природним чи-
ном уникаючи потреби у введеннi додаткових умов допу-
стимостi.

Натомiсть дискретнi ґратчастi системи – особливо тi, що
моделюються чисельними схемами – потребують явного на-
кладання таких умов для узгодженостi з дискретним рiвня-
нням еволюцiї. Аналiтична схема, побудована за пiдходом
Бейтмена, дає розв’язки, якi за своєю конструкцiєю задо-
вольняють цi умови.

Розширення формулювання до шестивимiрного кон-
фiгурацiйного простору дозволяє вивести та розв’язати
дискретно-неперервне гiбридне рiвняння, що точно вiдобра-
жає ґратчастi системи, пов’язанi з неперервними полями
змiщення. Це розширення природним чином формує роз-
шаровану структуру над фiзичним простором.

Важливим наслiдком дискретно-неперервної взаємодiї є
порушення строгого принципу Гюйгенса, що проявляється
у виглядi коливальних хвильових шлейфiв, якi слiдують за
основним фронтом хвилi – явище, яке можна використати
для просторово-часового фокусування хвиль шляхом кон-
структивної iнтерференцiї.

Оператори зсуву в експоненцiальнiй
диференцiальнiй формi

Введення оператора 𝑇𝛼 = 𝑒𝛼𝜕𝑥 , де 𝛼 ∈ R, визначає дробовi
ґратковi зсуви – узагальнення дискретних трансляцiй на
випадок не цiлочисельних змiщень

(𝑇𝑥𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 1) =
(︁
𝑒𝜕𝑥𝑓

)︁
(𝑥), (B.8)

де

𝑒𝜕𝑥 =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
𝜕𝑛
𝑥 (B9)

У випадку кiлькох змiнних зсуви вздовж напрямкiв ґратки
генеруються операторами

𝑒±𝜕𝑥 , 𝑒±𝜕𝑦 , 𝑒±𝜕𝑧 . (B10)

Дискретний лапласiан, що з’являється у виразi (13), мо-
жна компактно записати у виглядi

Δ𝑑 = (𝑒𝜕𝑥 + 𝑒−𝜕𝑥 + 𝑒𝜕𝑦 + 𝑒−𝜕𝑦 + 𝑒𝜕𝑧 + 𝑒−𝜕𝑧 − 6), (B.11)
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що дiє на функцiю

𝜙𝑎,𝑏,𝑐(𝑡) = 𝜙(𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑧 = 𝑐, 𝑡), (B12)

як у моделi ґратки найближчих сусiдiв.

Зауваження. Функцiональне числення
та узагальнена динамiка зсуву

Для гладкої функцiї 𝑓 визначимо оператор 𝑇ℎ : = 𝑒ℎ𝜕𝑥 , що
дає:

(𝑇ℎ 𝑓) (𝑥) = 𝑓 (𝑥+ ℎ) , (B.13)

де ℎ ∈ R для неперервного випадку та ℎ ∈ Z для дискре-
тних зсувiв ґратки. Це дає змогу узагальнити динамiку за
допомогою “функцiонального числення” на генераторi 𝜕𝑥.

Розширення та застосування

1. Дробовi зсуви
Приймаючи 𝑇𝛼 = 𝑒𝛼𝜕𝑥 з 𝛼 ∈ R, ми визначаємо “дробовi

зсуви ґратки”.
Фiзичний приклад:
У рамках моделей аномального транспорту атоми або

збудженi стани можуть здiйснювати перемiщення на фра-
кцiйнi вiдстанi, що не є цiлими кратними вектору ґратки a,
тобто r = 𝛼a, де 𝛼 ∈ R, 0 < 𝛼 < 1. Це дозволяє описати ди-
намiку, яка iнтерполює мiж балiстичним перенесенням до
найближчих сусiдiв i нелокальними стрибками типу Левi.
Такий пiдхiд охоплює промiжнi режими транспорту, якi не
є суто локальними чи повнiстю нелокальними, i є особливо
релевантним для систем iз фрактальною структурою або
масштабно-iнварiантною поведiнкою.

2. Дискретнi дисперсiйнi спiввiдношення
Символ Фур’є для дискретного лапласiана має вигляд:

в одновимiрному випадку,

̂︁Δ𝑑(𝜉) = 2 cos 𝜉 − 2 (B.14)

у тримiрному випадку,

̂︁Δ𝑑(𝜉𝑥, 𝜉𝑦 , 𝜉𝑧) = 2(cos 𝜉𝑥 + cos 𝜉𝑦 + cos 𝜉𝑧)− 6. (B.15)

Фiзичний приклад:
Цi спiввiдношення характеризують дисперсiю фононiв у

простiй кубiчнiй ґратцi, де швидкостi поширення однаковi
вздовж усiх кристалографiчних осей.

3. Анiзотропнi оператори
Можливi рiзнi сили зв’язку:

Δ𝑑,anis = 𝛼𝑥(𝑒
𝜕𝑥 + 𝑒−𝜕𝑥 − 2) + 𝛼𝑦(𝑒

𝜕𝑦 + 𝑒−𝜕𝑦 − 2)+

+𝛼𝑧(𝑒
𝜕𝑧 + 𝑒−𝜕𝑧 − 2), (B.16)

де 𝛼𝑥, 𝛼𝑦 , 𝛼𝑧 вiдображають анiзотропний зв’язок.
Фiзичний приклад:
Шаруватi або волокнистi кристали, де атомнi зв’язки

сильнiшi в одному напрямку (наприклад, графiтовi площи-
ни або масиви оптичних хвилеводiв).

4. Iнтегральнi перетворення через напiвгрупи зсуву
Бiльш загальнi еволюцiї типу згортки:

(𝐾*𝑓)(𝑥) =

∫︁
R

𝐾(ℎ)(𝑇ℎ𝑓)(𝑥)𝑑ℎ, (B.17)

де 𝐾 кодує спектральну або часову модуляцiю.
Фiзичний приклад:
У моделях електронiв iз сильним зв’язком ядра описують

ефективнi амплiтуди стрибкiв до не найближчих сусiдiв або
залежну вiд часу модуляцiю ґраткових зв’язкiв (iнженерiя
Флоке).

Висновок iз Додатка B

Пiдняття до розшарованого 6D хвильового простору слiд
розумiти як математично обґрунтовану необхiднiсть мо-
делювання, а не як метафiзичне твердження. Дискретна
трансляцiйна симетрiя ґратки iндукує нелокальнi зв’яз-
ки, якi неможливо адекватно описати в рамках чисто 3D-
формулювання. Вбудовуючи проблему в багатовимiрний
конфiгурацiйний простiр, ми зберiгаємо фiзичну точнiсть,
одночасно отримуючи аналiтичну простежуванiсть.

Представленням дискретних операторiв за допомогою
експоненцiального числення зсуву (розгляд зсувiв як екс-
понент диференцiальних операторiв) пропонується єдина
структура для

∙ зв’язку дискретної динамiки ґратки з її неперервними
диференцiальними аналогами,

∙ розширення моделей найближчих сусiдiв до дробових,
анiзотропних або далекосяжних зв’язкiв,

∙ iнтерпретацiї дисперсiй ґратки та узагальнених пропа-
гаторiв у фiзично змiстовних термiнах.

У цiй структурi знайома факторизацiя функцiї Бесселя
постає лише як один окремий випадок ширшого класу ди-
намiки операторiв, породженої зсувом.

ДОДАТОК C
Лiнiйне наближення
та пертурбацiйнi розширення

Ця робота проводиться в рамках лiнiйної теорiї пружностi,
де поширення хвиль визначається гармонiчним вiдгуком, а
поля змiщень задовольняють принципу суперпозицiї. Цей
пiдхiд забезпечує широке застосування в широкому дiапа-
зонi матерiалiв без необхiдностi знання констант пружностi
вищого порядку.

Однак нелiнiйнi ефекти можуть стати актуальними в
певних режимах, включно з такими, як

1. високоамплiтудне збудження,
2. сильна фонон-фононна взаємодiя,
3. температурне розм’якшення ґратки.
Для врахування таких явищ потрiбна специфiчна для

матерiалу нелiнiйна модель пружностi, що включає тен-
зори напружень-деформацiй вищого порядку. Природним
пiдходом є застосування методiв збурень, якi розглядають
нелiнiйнi внески як малi корекцiї до лiнiйного розв’язку.
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Переклад на українську мову О. Войтенка

Y.Bilotsky, P. Tomchuk

THE NEW MECHANISM
OF FOCUSING AND ENHANCING
ACOUSTIC WAVES GENERATED BY METAL
NANOPARTICLES WITHIN THE CRYSTAL LATTICE

We will discuss a possible mechanism for the focusing and en-

hancement of acoustic waves generated by metal nanoparti-

cles embedded in a crystal lattice under ultrashort laser ex-

citation. In contrast to continuous-medium models, the dis-

crete lattice framework naturally gives rise to oscillatory wave

tails appearing behind the propagating front. These tails arise

from the breakdown of Huygens principle in even-dimensional

spaces. The atomic dynamics can be interpreted as evolving

within a six-dimensional configuration space, where the con-

tinuous subspace represents intra-cell displacements and the

discrete indices correspond to the positions of unit cells. This

effect can lead to a local enhancement of longitudinal acoustic

wave amplitudes at specific lattice sites without any increase

in the driving laser pulse intensity.

Ke yw o r d s: nanoparticles, generating and focusing acoustic
waves, Huygens principle.
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