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ЕФЕКТИВНI ВЛАСТИВОСТI
МАКРОСКОПIЧНО НЕОДНОРIДНИХ
СЕРЕДОВИЩ IЗ РЕСТРУКТУРИЗАЦIЄЮУДК 539

У невеликому оглядi розглянуто проблеми опису кiнетичних явищ у макроскопiчно ви-
падково невпорядкованих середовищах. Завдання, якими займався П.М. Томчук. Части-
ну ранiше одержаних результатiв було описано в оглядi П.М. Томчука в Українському
фiзичному журналi. Описано сучасний стан теорiї, створеної для дослiдження нового
типу матерiалiв iз змiнною структурою. Одним iз таких матерiалiв є магнiтоела-
стомери, що мають рiзноманiтнi застосування в технiцi та медицинi. Описано ви-
користання введеного поняття рухомого порогу протiкання для опису магнiтних та
пружних властивостей магнiтоеластомерiв.
К люч о в i с л о в а: пружнi властивостi, наближення ефективного середовища, самоузго-
джене випадкове гетерогенне середовище, двофазний композитний матерiал, порiг пер-
коляцiї.

1. Методи опису

Пiд макроскопiчно неоднорiдними середовищами
розумiють такi середовища, характерний розмiр
неоднорiдностi яких набагато бiльший за будь-
якi характернi мiкроскопiчнi розмiри. Наприклад,
якщо йдеться про протiкання струму, розмiр неод-
норiдностi повинен бути набагато бiльшим за ха-
рактернi довжини вiльного пробiгу носiїв заряду.
Зокрема, це означає, що таке макроскопiчно неод-
норiдне середовище можна характеризувати ло-
кальним законом Ома, що пов’язує густину елек-
тричного струму з напруженiстю електричного по-
ля в кожнiй точцi середовища.

Макроскопiчна неоднорiднiсть, наприклад, про-
вiднiсть може бути неперервною, тодi питома про-
вiднiсть 𝜎 (r) є неперервною функцiєю координат,
i дискретною. В останньому випадку говорять про
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дво-, три- i т.д. фазнi середовища, де пiд фазою
розумiють сукупнiсть дiлянок одного сорту з цим
значенням питомої провiдностi.

Основною характеристикою процесiв перенесен-
ня в макроскопiчно неоднорiдних середовищах є
ефективнi кiнетичнi коефiцiєнти, якi характеризу-
ють середовище в цiлому – на розмiрах набагато
бiльше характерних розмiрiв макроскопiчних не-
однорiдностей. Задавати локальнi властивостi се-
редовища для обчислення ефективних кiнетичних
коефiцiєнтiв можна двома рiзними способами: або
вважати вiдомою залежнiсть локальних кiнети-
чних коефiцiєнтiв вiд координат – детермiнiсти-
чний пiдхiд, або задавати локальнi кiнетичнi кое-
фiцiєнти як випадковi поля – статистичний пiдхiд.
Кожен iз цих пiдходiв має свої переваги та недолi-
ки. Детермiнiстичний пiдхiд дає змогу дослiджу-
вати, як правило, середовища з найбiльш простою
структурою, труднощi статистичного пiдходу по-
в’язанi зi складнiстю зiставлення середовищ, що
вивчаються, i вiдповiдних їм випадкових полiв ло-
кальних кiнетичних коефiцiєнтiв. Строгий теоре-
тичний пiдхiд до обчислення ефективних кiнети-
чних коефiцiєнтiв випадково неоднорiдних середо-
вищ вимагає роздiлення задачi на два етапи: об-
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Рис. 1. Кривi, що характеризують критичну поведiнку ефективної провiдностi двовимiрної ґратки опорiв за
рiзних значеннях щодо провiдностей фаз ℎ = 𝑠2/𝑠1: а – в осях 𝜎𝜀 − 𝑝, б – в осях 𝜎𝜀 − 𝜏

Рис. 2. Залежнiсть параметра порядку вiд температури
𝑡 = 𝑇 − 𝑇𝑐, 𝑇𝑐 – критична температура

числення ефективних кiнетичних коефiцiєнтiв за
фiксованої залежностi локальних кiнетичних кое-
фiцiєнтiв вiд координат та подальше усереднення
з рiзних реалiзацiй [1–5].

Досить несподiваним фактом є те, що iснують
задачi визначення ефективних властивостей у се-
редовищах не з макро, а з мiкроскопiчною нео-
днорiднiстю, якi зводяться до вищезазначених ма-
кроскопiчних задач. Такою задачею, наприклад, є
задача про високотемпературну стрибкову провiд-
нiсть у легованих напiвпровiдниках.

Вперше задача обчислення ефективних кiне-
тичних коефiцiєнтiв (ЕКК) була сформульована
ще Максвеллом, i розвинена Клаузiусом, Мосо-
тi, Лоренцем, Гарнеттом [6]. Отриманi наближе-
ння добре працюють лише за малої концентра-
цiї включень. Проте вони використовувалися i ви-
користовуються у величезнiй кiлькостi застосу-

вань для опису властивостей найрiзноманiтнiших
композитiв.

У 30–40 роки для обчислення ЕКК було викори-
стано метод теорiї середнього поля (самоузгоджен-
ня) – наближення Бруггемана [7] (i незалежно вiд
нього, але пiзнiше) наближення Ландауера [8]. Ча-
сто це наближення називають ЕМА (effective medi-
um approximation). Наближення ЕМА застосовано
для дослiдження рiзних фiзичних властивостей:
для провiдностi (власне у Бруггемана та Ландауе-
ра), для еластичних модулiв (Будянський) [9, 10].

У випадку двофазних сильно неоднорiдних се-
редовищ збiльшення концентрацiї добре провiдної
компоненти (фази) i досягнення певного значення
концентрацiї приводить до рiзкого зростання ефе-
ктивної провiдностi (див. рис. 1 з книги [5])

Якiсне пояснення рiзкого зростання – виникає
безперервний шлях (нескiнченний кластер) по фа-
зi, що добре проводить [2–5]. Таке значення кон-
центрацiї було названо порогом протiкання, а са-
ме явище перколяцiєю. Пiсля того, як Бродбентом
i Хаммерслi було введено порiг протiкання й вияв-
лено, що рiзнi геометричнi та фiзичнi характери-
стики перколяцiйних систем залежать вiд близь-
костi до порога протiкання, i ця залежнiсть має
ступеневий вигляд, а критичнi iндекси, що її опи-
сують, є унiверсальними, не могла не виникнути
iдея, що перколяцiя – це аналог фазового переходу
2-го роду. Це означає, що поблизу порога протiка-
ння ефективну провiднiсть можна розумiти (i опи-
сувати в термiнах) як параметр порядку фазових
переходiв другого роду (див. рис. 2 з книги [5]).

Перколяцiйний пiдхiд (i побудова iєрархiчної
моделi перколяцiйної структури [5]) дав змогу на-
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очно описати широкий клас задач, термо- i галь-
ваномагнiтнi явища, флiккер-шум, пiнiнг вихорiв
Абрикосова, локалiзацiю Андерсона в перколя-
цiйнiй структурi, високотемпературну стрибкову
провiднiсть.

Нещодавно з’явився новий клас макроскопiчно
неоднорiдних середовищ, для опису яких довелося
модифiкувати наведенi вище пiдходи.

2. Магнiтоактивний еластомер

На початку двi тисячi десятих рокiв було створено
магнiтоактивний еластомер (МАЕ), що складає-
ться з двох фаз: 1 фаза – карбонильне залiзо (куль-
ки розмiром кiлька мiкрон, без власного магнiтно-
го моменту) i 2 фаза – полидиметилсилоксан (м’я-
ка, високоеластична матриця) [11, 12]. Окремо фа-
зи реагували на магнiтне поле простим очевидним
чином. У металевих кульках виникав магнiтний
момент, матриця фактично не реагувала на ма-
гнiтне поле. Цiлком несподiвано поєднання таких
фаз виявило в магнiтному полi ряд незвичайних –
екстраординарних властивостей. Наприклад, ефе-
ктивне значення модуля зсуву композиту за ввi-
мкнення порiвняно невеликого магнiтного поля по-
рядку 0,6 Тесла зростало бiльш нiж у 1000 разiв.
Iншими словами, м’яка гумка перетворювалася на
шматок твердої пластини. Ще одна несподiвана
властивiсть – залежнiсть ефективної дiелектри-
чної проникностi МАЕ вiд магнiтного поля (попри
те, що матерiали обох фаз нiяк не змiнюють своїх
дiелектричних властивостей у магнiтному полi).

Протягом наступних рокiв з’явилася велика
кiлькiсть теоретичних робiт, присвячених спробi
побудувати теоретичну модель, що описує набiр
виявлених ефектiв. Моделi першого типу [13] по-
в’язували поведiнку МАЕ магнiтне поле iз взає-
модiєю наведених магнiтних моментiв на включе-
ннях (кульки карбонильного залiза). Пружна на-
пруга, що з’являється завдяки взаємодiї магнiтних
моментiв змiнювало пружний стан зразка в цiло-
му i тим самим змiнювало ефективнi пружнi вла-
стивостi (зокрема i модуль зсуву) матерiалу. По-
при те, що така взаємодiя iснує та впливає на ефе-
ктивнi властивостi, така модель явно недостатня
для опису МАЄ. По-перше, як показали розра-
хунки не вдається отримати значного зростання
пружних модулiв. По-друге, i це важливiше, за-
пропонований механiзм не призводить до змiни дi-

Рис. 3. Залежнiсть ефективної магнiтної проникностi вiд
магнiтного поля А/м [20]

електричної проникностi в магнiтному полi. Дру-
гий тип моделей – поворот (обертання) включен-
ня так, щоб наведений магнiтний момент, спрямо-
ваний уздовж легкої осi намагнiчування частин-
ки був спрямований якомога ближче до напрям-
ку зовнiшнього магнiтного поля [14]. Такий пово-
рот “закручує” матрицю, створюючи в нiй напру-
ги та деформацiї i, як було показано, призводить
до збiльшення ефективних пружних модулiв. Ви-
користовуючи метод апроксиманта Паде, вдалося
показати, що можливе велике збiльшення значень
модуля зсуву [15]. Однак, як i в моделях першого
типу, i тут є зазначенi недолiки.

У роботах [16–18] були проведенi вимiрювання
ефективної магнiтної проникностi за рiзних темпе-
ратур i експериментально показано, що властиво-
стi, наприклад, ефективної магнiтної проникностi
за азотної температури (коли рух включень немо-
жливий) поводяться згiдно зi стандартною теорiєю
середнього поля, а за кiмнатної температури з’яв-
ляються особливостi (див. рис. 3 [19]). У роботах
[20,21] вимiрювання такого типу були повторенi та
пiдтвердили результати [16–18].

Пiд час введення зразка МАЕ у магнiтне поле
частинки зсуваються, змiнюють своє положення.
Надалi [22, 23], за допомогою мiкрохвильового об-
стеження зразкiв було безпосередньо показано змi-
щення включень в магнiтному полi.

Зокрема, це змiщення означає, що теоретичний
опис ефективних властивостей МАЕ вiдомими те-
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Рис. 4. Схема збiльшення щiльностi передперколяцiйного
кластера в магнiтному полi

орiями (теорiя середнього поля, теорiя перколяцiї
та iншi), в яких структура композиту пiд час на-
кладання зовнiшнього поля не змiнюється, немо-
жливий. I потрiбна принципова змiна теоретично-
го методу аналiзу.

У роботах [24] для аналiзу експериментальних
даних було запропоновано використовувати тео-
рiю протiкання, в рамках якої задається зале-
жнiсть порога протiкання вiд магнiтного поля. Та-
кий пiдхiд мiстить принципово нове положення,
проте для опису МАЕ є досить приблизним (пiд-
гоночним), оскiльки перколяцiйнi залежностi ефе-
ктивних коефiцiєнтiв застосовнi (працюють) тiль-
ки в дуже вузькому дiапазонi та за великого вiдно-
шення магнiтних проникностей (або провiдностей,
дiелектричних проникностей тощо).

Для побудови моделi, що враховує реструктури-
зацiю (змiщення частинок включень першої фа-
зи пiд час увiмкнення зовнiшнього магнiтного по-
ля) необхiдно визначити пiд дiєю яких сил це
вiдбувається.

В експериментах з MAE концентрацiя включень
велика, близька до порога протiкання, але менша
за нього, i необхiдно врахувати, що в середовищi
вже сформована “передперколяцiйна” структура.
Iснують так званi “ґратковi звiрi” – кластери кiн-
цевого розмiру, якi складаються з частинок вклю-
чень, деякi з яких у випадку подальшого збiль-
шення концентрацiй утворюють структуру (сiтку)
нескiнченного кластера [4]. Вiдповiдно внутрiшнє
магнiтне поле всерединi зразка вже не можна вва-
жати однорiдним, його величина збiльшуватиме-
ться в областях кластерiв i зменшуватиметься у
промiжках. Водночас на магнiтний момент части-
нок включень дiятиме сила Кельвiна пропорцiйна
градiєнту квадрата магнiтного поля. Частинки бу-

дуть притягуватися до кiнцевих кластерiв, збiль-
шуючи їх щiльнiсть (локальну концентрацiю) –
див. рис. 4.

Головна iдея теоретичного опису ефективних
властивостей у разi руху частинок включень по-
лягає в тому, що зростання їхньої концентрацiї в
передперколяцiйних кластерах можна трактувати
як зменшення порога протiкання. Тобто, рiзниця
мiж порогом протiкання та концентрацiєю 𝑝𝑐 − 𝑝
зменшується не за рахунок збiльшення 𝑝, а за ра-
хунок зменшення 𝑝𝑐. Такий пiдхiд передбачає, що
порiг протiкання вже не є константою, а є функцi-
єю магнiтного поля, яка зменшується зi зростан-
ням магнiтного поля.

Для кiлькiсного опису ефективних властивостей
таких середовищ (поза вузькою критичною обла-
стю концентрацiй теорiї перколяцiї) можна скори-
статися модифiкацiєю ЕМА. У стандартнiй ЕМА,
наприклад, для опису концентрацiйної поведiнки
ефективної дiелектричної проникностi, порiг про-
тiкання заданий самим рiвнянням (i для тривимiр-
ного випадку дорiвнює 1/3)

𝜀𝑒 − 𝜀1
𝜀1 + 2𝜀𝑒

𝑝+
𝜀𝑒 − 𝜀2
𝜀2 + 2𝜀𝑒

(1− 𝑝) = 0. (1)

У роботi [26] для опису ефективних гальваномагнi-
тних властивостей композитiв було запропоновано
модифiкацiю ЕМА, в якiй порiг можна було зада-
вати будь-яким

𝜀𝑒−𝜀1
𝜀1+2𝜀𝑒

1 + 𝑐 (𝑝, 𝑝𝑐)
𝜀𝑒−𝜀1
𝜀1+2𝜀𝑒

𝑝+

+
𝜀𝑒−𝜀2
𝜀2+2𝜀𝑒

1 + 𝑐 (𝑝, 𝑝𝑐)
𝜀𝑒−𝜀2
𝜀2+2𝜀𝑒

(1− 𝑝) = 0, (2)

де терм 𝑐 (𝑝, 𝑝𝑐)

𝑐 (𝑝, 𝑝𝑐) = (1− 3𝑝𝑐)

(︂
𝑝

𝑝𝑐

)︂𝑝𝑐
(︂
1− 𝑝

1− 𝑝𝑐

)︂1−𝑝𝑐

(3)

i 𝑝𝑐 – значення порога протiкання, що задається.
Тепер, в описах ефективних властивостей

МАЕ – цей порiг перебiгу залежить вiд зовнiшньо-
го магнiтного поля. Ця залежнiсть була взята у
виглядi, запропонованому в [24]

𝑝𝑐 (|⟨H⟩|) = 𝑝𝑐 (0) 𝑒
− (|⟨H⟩|)

𝐻𝑐 , (4)

де 𝐻𝑐 – характерне поле, яке нормує, i яке прийня-
то називати критичним.
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Завдяки такому пiдходу вдалося описати зале-
жнiсть ефективної магнiтної проникностi вiд ма-
гнiтного поля, де довелося врахувати так само i не-
лiнiйнiсть залежностi магнiтної проникностi вклю-
чень вiд магнiтного поля, пов’язану з нелiнiйнi-
стю кривої намагнiчування (дивись суцiльну лiнiю
та її порiвняння з експериментальними даними на
рис. 3 [2]).

Рiвняння теорiї середнього поля для дiелектри-
чної проникностi були записанi з урахуванням анi-
зотропiї [27] i знайдена залежнiсть вiд магнiтного
поля проникностi магнiтного поля (див. рис. 5).

Аналогiчний пiдхiд, пiдхiд рухомого порогу про-
тiкання, був використаний i для опису пружних
властивостей МАЕ. Теорiя середнього поля для
двофазного випадково неоднорiдного середовища
(наближення Будянського) [28] має вигляд{︂
Ω1𝑝+Ω2 (1− 𝑝) = 0,

Θ1𝑝+Θ2 (1− 𝑝) = 0,
(5)

де

Ω𝑖 =
𝐺𝑖

𝐺𝑒

1+𝜈𝑖

1+𝜈𝑒

1−2𝜈𝑒

1−2𝜈𝑖
− 1

1 + 𝛼𝑒

(︁
𝐺𝑖

𝐺𝑒

1+𝜈𝑖

1+𝜈𝑒

1−2𝜈𝑒

1−2𝜈𝑖
− 1

)︁ ,
Θ𝑖 =

𝐺𝑖

𝐺𝑒
− 1

1 + 𝛽𝑒

(︁
𝐺𝑖

𝐺𝑒
− 1

)︁ ,
𝛼𝑒 =

1

3

1 + 𝜈𝑒
1− 𝜈𝑒

, 𝛽𝑒 =
2

15

4− 5𝜈𝑒
1− 𝜈𝑒

,

(6)

де 𝑖 = 1, 2, 𝐺𝑖 – модулi зсуву фаз, та аналогiчно
𝜈𝑖 – Модулi Пуассона.

Як i наближення Бруггемана–Ландауера, на-
ближення Будянського необхiдно модифiкувати,
ввiвши рухомий порiг протiкання, для чого було
необхiдно змiнити терм (3). В цiлому ЕМА набли-
ження для пружної задачi рухомого порогу протi-
кання було введено в [29, 30] так

Ω1

1 + 𝑠(𝑝, 𝑝𝑐)Ω1
𝑝+

Ω2

1 + 𝑠(𝑝, 𝑝𝑐)Ω2
(1− 𝑝) = 0

Θ1

1 + 𝑠(𝑝, 𝑝𝑐)Θ1
𝑝+

Θ2

1 + 𝑠(𝑝, 𝑝𝑐)Θ2
(1− 𝑝) = 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, (7)

де

𝑠(𝑝, 𝑝𝑐) = (1− 2𝑝𝑐)

(︂
𝑝

𝑝𝑐

)︂𝑝𝑐
(︂
1− 𝑝

1− 𝑝𝑐

)︂1−𝑝𝑐

. (8)

Отриманi залежностi модуля зсуву вiд магнiтно-
го поля показують знайдене експериментально гi-
гантське зростання (див. рис. 6).

Рис. 5. Залежнiсть компонентiв тензора ефективної дiеле-
ктричної проникностi вiд магнiтного поля

Рис. 6. Залежнiсть ефективного модуля пружностi зовнi-
шнього магнiтного поля

Запропонована модель, звичайно, є наближен-
ням, що не враховує ряд явищ, наприклад, появу
анiзотропiї у розташуваннi включень (так звана
геометрична анiзотропiя).

3. Висновок

Очевидно, що MAE, композит iз взаємодiєю як че-
рез “магнiтнi”, так i через пружнi сили, з пере-
будовою структури, навряд чи може бути описа-
ний однiєю простою моделлю для рiзних явищ –
пружностi, магнiтної проникностi, дiелектричних
властивостей тощо. За рiзних значень поля, кон-
центрацiї та температури рiзнi механiзми (диполь-
на взаємодiя мiж частинками, поворот частинки у
зовнiшньому магнiтному полi, зсув частинок зав-
дяки неоднорiдностi локального поля тощо) мо-
жуть вiдiгравати рiзну роль. Можливi i складнiшi
механiзми, наприклад дипольна взаємодiя конгло-
мератiв з кiлькох частинок, їх поворот i зсув. На
даний момент можна тiльки стверджувати, що згi-
дно з наведеними вище дослiдженнями, основний
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механiзм, що пояснює явища єдиним чином (якi-
сно, а iнодi i кiлькiсно) – це змiщення частинок
включень пiд дiєю внутрiшнiх неоднорiдних магнi-
тних полiв i яке може бути описане як наближення
до порогу протiкання (зсув порога протiкання).

У запропонованiй моделi рухомого порогу про-
тiкання була введена залежнiсть порогу протiкан-
ня вiд зовнiшнього магнiтного поля з характерною
константою, критичним полем 𝐻𝑐. Це, звичайно,
константа, що вибирається для узгодження з екс-
периментальними даними. Пiдтвердженням логi-
чностi i несуперечностi теорiї рухомого порогу про-
тiкання є те, що величина цiєї константи, що виби-
рається, наприклад, для опису ефективних власти-
востей магнiтної проникностi, залишається пра-
ктично такою ж для iнших фiзичних явищ, напри-
клад, для пружних властивостей.

Перелiчимо коротко низку проблем i задач, якi
можна дослiджувати i вирiшувати, використовую-
чи поняття рухомого порога протiкання:

∙ врахування анiзотропiї структури включень у
задачах пружностi;

∙ дослiдження взаємодiї мiж включеннями по-
близу передперколяцiооних структур, для обчи-
слення значення критичного поля та його зале-
жностi вiд параметрiв середовища;

∙ побудова моделi стрикцiї зразка МАE кiнцево-
го розмiру;

∙ дослiдження тимчасових процесiв у MAE, ви-
значення часу релаксацiї та уявних частин пру-
жних модулiв.

Значною мiрою розглянутого тут групою до-
слiдникiв, до якої входив автор, розвитку те-
орiї макроскопiчно неоднорiдних середовищ було
досягнуто завдяки П.М.Томчуку, участi в семi-
нарi пiд його керiвництвом та постiйному осо-
бистому спiлкуванню. Автор вдячний Б.I.Леву,
М.Шамонину, В.М.Калитi та I.В. Безсуднову за
численнi плiднi обговорення порушених проблем
та зауваження.
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A.O. Snarskii

EFFECTIVE PROPERTIES
OF MACROSCOPICALLY INHOMOGENEOUS
MEDIA WITH RESTRUCTURING

The problems of describing kinetic phenomena in macroscopi-

cally randomly disordered media have been considered. These

are the tasks that P.M. Tomchuk dealt with. Some of the previ-

ously obtained results were described in a review by P.M. Tom-

chuk in the Ukrainian Journal of Physics. In this issue, the

current state of the theory that describes a new type of mate-

rial with a variable structure is presented. One group of such

materials includes magnetoelastomers, which have various ap-

plications in technology and medicine. The application of the

concept of a moving percolation threshold, which was intro-

duced to describe the magnetic and elastic properties of mag-

netoelastomers, is described.

Ke yw o r d s: elastic properties, effective medium approximati-
on, self-consistent random heterogeneous medium, two-phase
composite material, percolation threshold.
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