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АНАЛIТИЧНI РОЗРАХУНКИ
ДИНАМIЧНОГО ТЕРТЯ ДЛЯ СФЕРИ
ПЛАММЕРА В НАДЛЕГКIЙ ТЕМНIЙ МАТЕРIЇУДК 539

Визначено силу динамiчного тертя, що дiє на неточковий об’єкт (кульовi скупчення та
карликовi галактики), який рухається в середовищi надлегкої бозонної темної матерiї
у станi бозе–айнштайнiвського конденсату. Моделюючи неточковий об’єкт як сферу
Пламмера радiуса 𝑙𝑝, ми знайшли аналiтичнi вирази для радiальної та тангенцiаль-
ної компонент сили динамiчного тертя, якi в граничному випадку 𝑙𝑝 → 0 переходять
у вiдповiднi аналiтичнi вирази, отриманi в лiтературi для точкового об’єкта. Про-
аналiзовано залежнiсть сили динамiчного тертя вiд маси бозона та встановлено її
немонотонний характер в iнтервалi мас 10−23–10−21 еВ.
Ключ о в i с л о в а: надлегка бозонна темна матерiя, сфера Пламмера, сила динамiчного
тертя, кулястi скупчення, карликовi галактики.

1. Вступ

Динамiчне тертя, що дiє на об’єкти, якi рухаю-
ться в галактичному середовищi, є важливим та
широко вивченим явищем. Його вперше дослiджу-
вав Чандрасекар [1], який проаналiзував гравiта-
цiйний опiр рухомiй зiрцi через флуктуацiйне гра-
вiтацiйне поле сусiднiх зiрок. Пiзнiше це дослiдже-
ння було поширено на випадок газового середови-
ща [2–6].

Нещодавно моделi надлегкої темної матерiї
(НЛТМ) з масами частинок у дiапазонi 10−23–
10−21 еВ привернули значну увагу завдяки сво-
їй iнтригуючiй феноменологiї; див. роботи [7–10].
Цi моделi успiшно вiдтворюють великомасштабну
структуру Всесвiту, подiбно до моделей холодної
темної матерiї (ХТМ), та дозволяють уникнути де-
яких проблем малого масштабу, з якими стикаю-
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ться моделi ХТМ. Особливiстю НЛТМ є формува-
ння бозе–айнштайнiвського конденсату (БАК) на-
длегких бозонiв у галактичних центрах [11].

Щодо динамiчного тертя, яке дiє на рухомi об’-
єкти в середовищi НЛТМ, воно було дослiджено
для точкових зондiв у випадку розмитої (fuzzy)
НЛТМ, коли самовзаємодiя темної матерiї вiдсу-
тня [12–15]. Проте, було виявлено, що навiть до-
сить слабка самовзаємодiя НЛТМ може помiтно
змiнити силу тертя, що впливає на рух зiрок [16–
19]. У бiльших масштабах динамiчне тертя також
вiдiграє важливу роль у русi та еволюцiї бiльш ма-
сивних та просторово протяжних астрофiзичних
об’єктiв, таких як кулястi скупчення та карликовi
галактики. Оскiльки динамiчне тертя пропорцiй-
не квадрату маси рухомого об’єкта, його вплив на
кулястi скупчення може бути значно сильнiшим
порiвняно з випадком окремих зiрок [20].

Кулястi скупчення (а iнодi й карликовi гала-
ктики) часто моделюються за допомогою профi-
лю щiльностi сфери Пламмера [21]. Оскiльки дов-
жина хвилi де Бройля частинок темної матерiї,
що складають НЛТМ, може бути значно бiльшою
за мiжзорянi вiдстанi в межах кулястого скупчен-
ня, ефект динамiчного тертя не є простою сумою
сил динамiчного тертя окремих зiрок [13, 22]. Та-
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кож варто зазначити, що розмiри кулястих ску-
пчень (до 10 пк) значно меншi за довжину хвилi де
Бройля НЛТМ (приблизно дорiвнює або переви-
щує 300 пк). Чисельне моделювання показало, що
для протяжних об’єктiв, таких як кулястi скупче-
ння, сила тертя слабша, нiж для точкових зондiв з
такою ж загальною масою, що потенцiйно вирiшує
проблему часу життя кулястих скупчень карлико-
вої галактики Форнакс [17, 23].

У карликових галактиках, таких як Форнакс,
кулястi скупчення мiстяться всерединi солiтонного
ядра НЛТМ у станi БАК. Це спонукає нас проана-
лiзувати в цiй статтi динамiчну силу тертя, що дiє
на рухому сферу Пламмера в оточеннi БАК на-
длегкої бозонної темної матерiї.

Динамiчна сила тертя, що дiє на об’єкт, який
рухається по колу (змодельований як сфера Плам-
мера) в солiтонному ядрi БАК, була ранiше визна-
чена в роботi [24]. Хоча вираз для тангенцiальної
сили був отриманий в аналiтичнiй формi, зручнiй
для розрахункiв, радiальна складова сили динамi-
чного тертя була задана як головне значення Ко-
шi iнтеграла за iмпульсом i обчислювалася лише
чисельно. У цiй статтi нашою метою є iнтегруван-
ня за iмпульсом та отримання радiальної складо-
вої сили динамiчного тертя в тiй самiй аналiтичнiй
формi, в якiй вона була отримана в лiтературi для
точкового зонда [19].

Стаття має таку структуру. Розгляд динамiчно-
го тертя для сфери Пламмера, що рухається по
колу, в лiнiйному пiдходi представлено в роздiлi 2.
Аналiтичний розрахунок уявної та дiйсної складо-
вих цiєї сили наведено в роздiлi 3. Залежнiсть сили
динамiчного тертя вiд маси бозонної частинки 𝑚
проаналiзовано в роздiлi 4. Висновки зроблено в
роздiлi 5.

2. Динамiчна сила
тертя для сфери Пламмера,
що рухається по колу

У цьому роздiлi ми визначимо динамiчну силу тер-
тя, що дiє на сферу Пламмера, яка рухається по
коловiй орбiтi з радiусом 𝑟0 з постiйною кутовою
швидкiстю Ω у стацiонарному режимi в надлегкiй
темнiй матерiї, що складається з надлегких бозон-
них частинок, кожна з масою 𝑚.

Розглянемо сферу Пламмера з радiусом 𝑙𝑝 та
повною масою 𝑀 , профiль густини якої задається

формулою

𝜌Pl(r) =
3𝑀

4𝜋𝑙3𝑝

1(︁
1 + 𝑟2

𝑙2𝑝

)︁5/2 . (1)

Цей профiль густини приблизно постiйний для
𝑟 < 𝑙𝑝 i швидко зменшується як ∼ 1/𝑟5 для 𝑟 > 𝑙𝑝.
Використовуючи [25], ми легко знаходимо насту-
пне перетворення Фур’є для розподiлу густини у
сферi Пламмера:

𝜌Pl(k) = 𝑀𝑘𝑙𝑝 𝐾1(𝑘𝑙𝑝) ≡ 𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝), (2)

де 𝐾1(𝑥) – модифiкована функцiя Бесселя друго-
го роду. Оскiльки 𝐾1(𝑥) → 1/𝑥 коли 𝑥 → 0, ми
знаходимо, що 𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝) → 𝑀 коли 𝑙𝑝 → 0. Як i
очiкувалося, це означає, що профiль густини маси
сфери Пламмера в просторi iмпульсiв прямує до
профiлю густини маси точкового зонда, заданого
рiвнянням 𝜌𝑝(k) = 𝑀 .

Для аналiзу динамiчної сили тертя ми дотриму-
ємося схеми, розробленої в роботах [18,26], i припу-
скаємо, що густина незбуреної НЛТМ має постiй-
не значення 𝜌0. Потiм, рухаючись, сфера Плам-
мера збурює густину НЛТМ внаслiдок гравiтацiй-
ної взаємодiї 𝜌DM(𝑡, r) = 𝜌0(1+𝛼(𝑡, r)). Використо-
вуючи результати роботи [26] для самовзаємодiю-
чої НЛТМ та узагальнюючи вiдповiдний аналiз на
цей випадок, отримуємо, що неоднорiднiсть густи-
ни НЛТМ 𝛼(𝑡, r) визначається таким рiвнянням у
межах пiдходу лiнiйного вiдгуку:

𝜕2
𝑡 𝛼− 𝑐2𝑠∇2

r𝛼+
∇4

r𝛼

4𝑚2
= 4𝜋𝐺𝜌Pl(r− rCM(𝑡)). (3)

Тут 𝑐𝑠 – це адiабатична швидкiсть звуку в над-
плиннiй рiдинi ТМ, яка визначається першою по-
хiдною тиску по густинi [10],

𝑐𝑠 =

√
𝑔𝜌DM

𝑚
, (4)

𝜌DM – густина ТМ, 𝑔 – константа зв’язку самов-
заємодiї ТМ, а 𝑚 – маса частинки ТМ. Оскiль-
ки тиск пропорцiйний 𝑔, швидкiсть звуку 𝑐𝑠 зни-
кає в розмитiй темнiй матерiї, де 𝑔 = 0. Радiус-
вектор rCM(𝑡) позначає положення центру мас ру-
хомої сфери Пламмера. Загальна динамiчна сила
тертя, що дiє на рухому сферу Пламмера (для де-
тальнiшого розгляду див. роботу [24]), визначає-
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ться як

Ffr(𝑡) = (4𝜋𝐺)2𝜌0

+∞∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁
𝑑𝜔𝑑3𝑘

(2𝜋)4
𝑖k

k2
×

× 𝜌Pl(−k)𝜌Pl(k) 𝑒
−𝑖𝜔𝜏+𝑖krCM(𝑡)−𝑖krCM(𝑡−𝜏)

−(𝜔 + 𝑖𝜖)2 + 𝑐2𝑠k
2 + k4

4𝑚2

. (5)

Оскiльки 𝜌Pl(k) залежить лише вiд абсолютно-
го значення iмпульсу, 𝑘, подальше iнтегрування
𝑑3𝑘 = 𝑘2𝑑𝑘𝑑Ω𝑘 по Ω𝑘 вiдбувається, як у роботi [19],
i ми отримуємо наступну повну динамiчну силу
тертя, що дiє на сферу Пламмера, що рухається
по колу:

Ffr(𝑡) = −4𝜋𝐺2𝑀2𝜌0
𝑐2𝑠

ℱ , (6)

де ℱ – це безрозмiрна сила, ненульовi радiальна
та тангенцiальна складовi якої дорiвнюють

ℱ =

ℓmax∑︁
ℓ=1

ℓ−2∑︁
𝑚𝑙=−ℓ

𝛾ℓ𝑚𝑙

{︂
Re
(︁
𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ−1 − 𝑆𝑚𝑙+1
ℓ,ℓ−1

*)︁
𝑟 +

+ Im
(︁
𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ−1 − 𝑆𝑚𝑙+1
ℓ,ℓ−1

*)︁
𝜙

}︂
. (7)

Тут

𝛾ℓ𝑚𝑙
= (−1)𝑚𝑙

(ℓ−𝑚𝑙)!

(ℓ−𝑚𝑙 − 2)!
×

×
{︂
Γ

(︂
1− ℓ−𝑚𝑙

2

)︂
Γ

(︂
1 +

ℓ−𝑚𝑙

2

)︂
×

×Γ

(︂
3− ℓ+𝑚𝑙

2

)︂
Γ

(︂
1 +

ℓ+𝑚𝑙

2

)︂}︂−1

. (8)

Ключовою величиною, що визначає силу динамi-
чного тертя, є

𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ−1 =
𝑐2𝑠
𝑀2

+∞∫︁
0

𝑘𝑑𝑘 𝜌2Pl(𝑘𝑙𝑝) 𝑗ℓ(𝑘𝑟0)𝑗ℓ−1(𝑘𝑟0)

𝑐2𝑠𝑘
2 + 𝑘4

4𝑚2 − (𝑚𝑙Ω+ 𝑖𝜖)2
, (9)

де 𝜖 → +0, ℓ i 𝑚𝑙 – це азимутальнi та квантовi
числа вiдповiдно, а 𝑗ℓ(𝑥) – сферична функцiя Бес-
селя. У випадку точкового зонда, де 𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝) → 𝑀 ,
iнтеграл по 𝑘 у рiвняннi (9) було обчислено аналi-
тично в роботi [19]. У наступному роздiлi ми обчи-
слимо цей iнтеграл для 𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝) i знайдемо аналi-
тичнi вирази для дiйсної та уявної частин 𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ−1.

3. Аналiтичне обчислення 𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ1

Представляючи функцiю 𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝) в iнтегральнiй
формi

𝜌Pl(𝑘𝑙𝑝) = 𝑀

∞∫︁
0

cos(𝑘𝑙𝑝𝑥)

(1 + 𝑥2)3/2
𝑑𝑥 (10)

та враховуючи, що пiдiнтегральна функцiя є пар-
ною функцiєю 𝑥, отримуємо

𝜌2Pl(𝑘𝑙𝑝) =
𝑀2

4

∞∫︁
0

𝑑 𝑢

∞∫︁
0

𝑑 𝑣×

× 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

(1 + 1
4 (𝑢+ 𝑣)2)3/2(1 + 1

4 (𝑢− 𝑣)2)3/2
=

=
𝑀2

4
𝜂(𝑘𝑙𝑝), (11)

де 𝑢 = 𝑥+ 𝑦, 𝑣 = 𝑥− 𝑦, та

𝜂(𝑘𝑙𝑝) =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑 𝑢𝑑 𝑣, (12)

𝑓(𝑢, 𝑣) =

(︂
1 +

1

4
(𝑢+ 𝑣)2

)︂3/2(︂
1 +

1

4
(𝑢− 𝑣)2

)︂3/2
. (13)

Сферичнi функцiї Бесселя 𝑗𝑙(𝑥) можна виразити
через сферичнi функцiї Ганкеля ℎ

(1,2)
𝑙 (𝑥):

𝑗𝑙(𝑥) =
1

2
(ℎ

(1)
𝑙 (𝑥) + ℎ

(2)
𝑙 (𝑥)). (14)

Далi, зручно розбити добуток 𝑗𝑙(𝑥)𝑗𝑙−1(𝑥) на двi
компоненти, якi мiстять як множник лише одну
експоненцiальну функцiю, 𝑒2𝑖𝑥 або 𝑒−2𝑖𝑥 (див. де-
талi, наприклад, в [25]),

4𝑗𝑙(𝑥)𝑗𝑙−1(𝑥) = ℎ
(1)
𝑙 (𝑥)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑥) + ℎ

(1)
𝑙 (𝑥)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑥)⏟  ⏞  

𝑔1(𝑥)

+

+ ℎ
(2)
𝑙 (𝑥)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑥) + ℎ

(2)
𝑙 (𝑥)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑥)⏟  ⏞  

𝑔2(𝑥)

= 𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥),

(15)
де

𝑔1(𝑥) = 𝑎1(𝑥) + 𝑖𝑏1(𝑥) + (𝑎2(𝑥)− 𝑖𝑏2(𝑥))𝑒
2𝑖𝑥,

𝑔2(𝑥) = 𝑎1(𝑥)− 𝑖𝑏1(𝑥) + (𝑎2(𝑥) + 𝑖𝑏2(𝑥))𝑒
−2𝑖𝑥,

𝑔1(−𝑥) = −𝑔2(𝑥).

(16)
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Тут 𝑎𝑖(𝑥) та 𝑏𝑖(𝑥) – це полiноми вiд обернених сте-
пеней 𝑥. Тодi рiвняння (9) набуває вигляду

𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1=
𝑐2𝑠𝑚

2

8

∞∫︁
−∞

𝑘𝜂(𝑘𝑙𝑝)

Π(𝑘2)
(𝑔1(𝑘𝑟0) + 𝑔2(𝑘𝑟0))𝑑𝑘, (17)

де Π(𝑘2) = (𝑘2 + κ2)(𝑘2 − 𝑘23), i ми використали
рiвнiсть

4𝑚2𝑐2𝑠𝑘
2 + 𝑘4 − 4𝑚2𝑚2

𝑙Ω
2 =

= (𝑘 + 𝑖κ)(𝑘 − 𝑖κ)(𝑘 − 𝑘3)(𝑘 + 𝑘3) (18)

де

κ =
√
2𝑚𝑐𝑠

(︃√︃
1 +

𝑚2
𝑙Ω

2

𝑚2𝑐4𝑠
+ 1

)︃1/2
, (19)

𝑘3 =
√
2𝑚𝑐𝑠

(︃√︃
1 +

𝑚2
𝑙Ω

2

𝑚2𝑐4𝑠
− 1

)︃1/2
. (20)

Функцiя 𝜂(𝑘𝑙𝑝) визначена в рiвняннi (11) i має
структуру

𝜂(𝑘𝑙𝑝) =

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑 𝑢𝑑 𝑣

𝑓(𝑢, 𝑣)
(𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘).

Зауважимо, що функцiї 𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) та 𝑘𝑔2(𝑘𝑟0) мають
лише один простий полюс у точцi 𝑘 = 0. Отже, ми
можемо розбити iнтеграл у рiвняннi (17) на два
iнтеграли

𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 =
𝑐2𝑠𝑚

2

8
−
∞∫︁

−∞

𝑘𝜂(𝑘𝑙𝑝)

Π(𝑘2)
𝑔1(𝑘𝑟0)𝑑𝑘+

+
𝑐2𝑠𝑚

2

8
−
∞∫︁

−∞

𝑘𝜂(𝑘𝑙𝑝)

Π(𝑘2)
𝑔2(𝑘𝑟0)𝑑𝑘 = 𝑆1 + 𝑆2, (21)

якi збiгаються в сенсi головного значення Кошi
(що позначено символом

∫︀
−).

Замiнивши 𝑘 → −𝑘 у другому iнтегралi (𝑆2) та
врахувавши, що 𝑔2(−𝑘) = −𝑔1(𝑘), знаходимо, що
𝑆2 = 𝑆1. Отже,

𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 = 2𝑆1 =
𝑐2𝑠𝑚

2

4

∞∫︁
0

∞∫︁
0

𝑑𝑢 𝑑𝑣

𝑓(𝑢, 𝑣)
×

× −
∞∫︁

−∞

𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) 𝑑𝑘

⏟  ⏞  
𝐽

. (22)

a

b
Рис. 1. Полюси пiдiнтегрального виразу в 𝐽 на компле-
кснiй площинi 𝑘 при 𝑚𝑙 > 0 (𝑎) та 𝑚𝑙 < 0 (𝑏)

Для 𝐽 маємо

𝐽 =

∫︁
𝐶

𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) 𝑑𝑘+

+ 𝑖𝜋 res
𝑘=0

(︂
𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0)

)︂
, (23)

де контур 𝐶 вiдповiдає iнтегруванню вiд −∞ до
+∞ вздовж дiйсної осi 𝑘 i проходить навколо то-
чки 𝑘 = 0 у верхнiй пiвплощинi. Далi,∫︁
𝐶

𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) 𝑑𝑘 =

=

∫︁
𝐶

𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) 𝑑𝑘 +

∫︁
𝐶

𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) 𝑑𝑘 =

= 𝐽1 + 𝐽2. (24)

Щоб обчислити iнтеграл 𝐽1, ми замикаємо кон-
тур у верхнiй пiвплощинi й застосовуємо формулу
Кошi. Почнемо з випадку 𝑚𝑙 > 0. У верхнiй пiв-
площинi маємо два простих полюси коли 𝑘 = 𝑘3 i
𝑘 = 𝑖κ; див. рис. 1. Знаходимо, що

𝐽1 =
𝜋𝑖

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑒−κ𝑙𝑝𝑢𝑔1(𝑖κ𝑟0) + 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3𝑔1(𝑘3𝑟0)

)︁
.

(25)

Щоб обчислити 𝐽2, слiд розглянути два випадки:
𝑙𝑝𝑢 > 2𝑟0 та 𝑙𝑝𝑢 < 2𝑟0. Маємо

𝐽2 =

∫︁
𝐶

𝑘𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘𝑔1(𝑘𝑟0)

Π(𝑘2)
𝑑𝑘 =

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2025. Т. 70, № 11 775



О.В. Барабаш, Т.В. Горкавенко, В.М. Горкавенко та iн.

=

∫︁
𝐶

𝑘𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
(𝑎1 + 𝑖𝑏1⏟  ⏞  
ℎ
(1)
𝑙 ℎ

(2)
𝑙−1

+(𝑎2 − 𝑖𝑏2)𝑒
2𝑖𝑘𝑟0⏟  ⏞  

ℎ
(1)
𝑙 ℎ

(1)
𝑙−1

) 𝑑𝑘. (26)

(i) Випадок 𝑙𝑝𝑢 > 2𝑟0. Замикаючи контур у ни-
жнiй пiвплощинi та застосовуючи формулу Кошi,
знаходимо

𝐽2 =
𝜋𝑖

κ2 + 𝑘23

(︀
−𝑒−κ𝑙𝑝𝑢𝑔2(𝑖κ𝑟0) + 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3𝑔2(𝑘3𝑟0)

)︀
−

− 2𝜋𝑖 res
𝑘=0

(︂
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0)𝑒

−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)

)︂
, (27)

де останнiй член зумовлений полюсом у 𝑘 = 0, i
ми врахували, що 𝑔1(−𝑧) = −𝑔2(𝑧).

(ii) Випадок 𝑙𝑝𝑢 < 2𝑟0. Тепер для доданка
ℎ
(1)
𝑙 ℎ

(2)
𝑙−1 потрiбно замкнути контур у нижнiй пiв-

площинi, а для доданка з ℎ
(1)
𝑙 ℎ

(1)
𝑙−1 – у верхнiй пiв-

площинi. Отримуємо

𝐽2 =

∫︁
𝐶

𝑘𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
×

×
[︁
ℎ
(1)
𝑙 (𝑘𝑟0)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑘𝑟0) + ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘𝑟0)

]︁
𝑑𝑘 =

=
𝜋𝑖

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑒−κ𝑙𝑝𝑢ℎ

(2)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3ℎ
(2)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)

)︁
−

− 2𝜋𝑖 res
𝑘=0

(︃
𝑘 ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟0)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑘𝑟0)𝑒

−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)

)︃
+

+
𝜋𝑖

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑒κ𝑙𝑝𝑢ℎ

(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3ℎ
(1)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)

)︁
. (28)

Отже, маємо такi результати для

𝐽 = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝑖𝜋 res
𝑘=0

(︂
𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘 + 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘

Π(𝑘2)
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0)

)︂
.

(i) Випадок 𝑙𝑝𝑢 > 2𝑟0. Iнтеграл 𝐽 дорiвнює

𝐽 =
4𝜋𝑖

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑒−κ𝑙𝑝𝑢𝑗𝑙(𝑖κ𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0)
)︁
. (29)

Лишок функцiї

−2𝜋 res
𝑘=0

(︂
𝑘𝑔1(𝑘𝑟0) sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)

)︂
(30)

дорiвнює нулю, оскiльки чисельник регулярний
коли 𝑘 = 0.

(ii) Випадок 𝑙𝑝𝑢 < 2𝑟0. Ми маємо

𝐽 =
𝑖𝜋

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑒−κ𝑙𝑝𝑢(ℎ

(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(2)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0) + ℎ
(2)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)
)︁
−

− 𝑒κ𝑙𝑝𝑢ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ 𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3ℎ
(1)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ 𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘3

(︁
ℎ
(1)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)+ℎ

(1)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ℎ
(2)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0))

)︁
+

+2𝜋𝑖 res
𝑘=0

(︃
𝑘ℎ

(1)
𝑙 (𝑘𝑟0)

Π(𝑘2)

(︀
𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0)+

+ 𝑖𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)
)︀)︃
, (31)

де 𝑦𝑙(𝑥) = (ℎ
(1)
𝑙 (𝑥)− 𝑖ℎ

(2)
𝑙 (𝑥))/2𝑖 – сферична функ-

цiя Неймана. Для уявної частини 𝐽 ,

Im 𝐽 =
4𝜋

κ2 + 𝑘23
𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0) cos(𝑙𝑝𝑢𝑘3), (32)

якщо 𝑙𝑝𝑢 > 2𝑟0, та

Im 𝐽 =
4𝜋

κ2 + 𝑘23
𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0) cos(𝑙𝑝𝑢𝑘3)−

− 2𝜋 res
𝑘=0

(︂
𝑘 cos(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)
𝑦𝑙𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)

)︂
, (33)

якщо 𝑙𝑝𝑢 < 2𝑟0. Лишок функцiї у виразi (33) до-
рiвнює нулю, оскiльки функцiя є парною. Отже,
для уявної частини 𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 знаходимо такий вираз:

Im𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 =
𝜋𝑐2𝑠𝑚

2𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0)

κ2 + 𝑘23
×

×
∞∫︁
0

∞∫︁
0

cos(𝑙𝑝𝑢𝑘)

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑢𝑑𝑣 =

=
2𝜋𝑐2𝑠𝑚

2𝜌2Pl(𝑘3𝑙𝑝)𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0)

𝑀2(κ2 + 𝑘23)
, (34)
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що точно збiгається з результатом, отриманим ра-
нiше в роботi [24]. Крiм того, переходячи до гра-
ницi зникаючого радiуса сфери Пламмера (𝑙𝑝 → 0)
та використовуючи те, що 𝜌Pl(𝑥) → 𝑀 коли 𝑥 → 0,
ми отримуємо вираз, який повнiстю узгоджується
з уявною частиною, знайденою в роботi [19] для
випадку точкового зонда.

Перейдемо до дiйсної частини 𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 i почнемо з
дiйсної частини 𝐽 . Маємо

ℜe 𝐽 = − 4𝜋

κ2 + 𝑘23

(︁
𝑖𝑒−κ𝑙𝑝𝑢𝑗𝑙(𝑖κ𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ 𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0) sin(𝑙𝑝𝑢𝑘3)
)︁

(35)

якщо 𝑙𝑝𝑢 > 2𝑟0 та

ℜe 𝐽 =
𝜋

κ2 + 𝑘23

(︁
− 𝑖𝑒−κ𝑙𝑝𝑢(2𝑗𝑙(𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(2)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0))−𝑒κ𝑙𝑝𝑢ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)−

− sin(𝑙𝑝𝑢𝑘3)(ℎ
(1)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(2)
𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ℎ
(2)
𝑙 (𝑘3𝑟0)ℎ

(1)
𝑙−1(𝑘3𝑟0))−

− 2 cos(𝑙𝑝𝑢𝑘3)(𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ 𝑦𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0))
)︁
− 2𝜋

κ2𝑘23𝑟
2
0

−

− 2𝜋 res
𝑘=0

(︂
𝑘

Π(𝑘2)
𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0) sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)

)︂
(36)

якщо 𝑙𝑝𝑢 < 2𝑟0. Останнi два доданки у форму-
лi (36) зумовленi лишком функцiї у виразi (31)

𝑖 res
𝑘=0

(︃
𝑘ℎ

(1)
𝑙

Π(𝑘2)

(︀
𝑒𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0) + 𝑖𝑒−𝑖𝑙𝑝𝑢𝑘𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)

)︀)︃
=

= −res
𝑘=0

(︂
𝑘

Π(𝑘2)

(︀
sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)𝑗𝑙(𝑘𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0)+

+ cos (𝑙𝑝𝑢𝑘)𝑗𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)+

+ sin (𝑙𝑝𝑢𝑘)𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)+

+ cos (𝑙𝑝𝑢𝑘)𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0)
)︀)︂
, (37)

де ми врахували, що лишок парної функцiї при
нульовому значеннi її аргумента дорiвнює нулю.
Першi два члени є регулярними в нулi, а отже,

їхнiй внесок дорiвнює нулю. Останнiй доданок має
простий полюс у нулi й може бути легко обчисле-
ний за допомогою асимптотик

𝑗𝑙−1(𝑥) =
𝑥𝑙−1

(2𝑙 − 1)!!
+𝑂(𝑥𝑙+1), (38)

𝑦𝑙(𝑥) = − (2𝑙 − 1)!!

𝑥𝑙+1
+𝑂(𝑥𝑙−1). (39)

Знаходимо

res
𝑘=0

(︂
cos(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)
𝑘𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0)

)︂
=

1

κ2𝑘23𝑟
2
0

. (40)

Щодо лишку функцiї в рiвняннi (36), вiн дорiвнює

Δ(𝑢) = res
𝑘=0

(︂
𝑘 sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)
𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)

)︂
=

=
1

κ2 + 𝑘23

𝑙−1∑︁
𝑛=0

(2𝑛)!(𝑙 + 𝑛)!

4𝑛(𝑛!)2(𝑙 − 𝑛− 1)!
×

×
𝑛∑︁

𝑚=0

(︂
1

𝑘2𝑚+2
3

+
(−1)𝑚

κ2𝑚+2

)︂
(−1)𝑛−𝑚(𝑙𝑝𝑢)

2(𝑛−𝑚)+1

𝑟2𝑛+3
0 (2𝑛− 2𝑚+ 1)!

.

(41)
Деталi його розрахунку наведено в Додатку.

Зрештою, використовуючи рiвняння (35), (36) i
(37), отримуємо дiйсну частину 𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 коли 𝑚𝑙 > 0:

ℜe𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 =
𝜋𝑐2𝑠𝑚

2

κ2 + 𝑘23

(︂
− 𝑖𝑅1𝑗𝑙(𝑖κ𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑖κ𝑟0)−

−𝑅2𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0)−
𝑄2

2
(𝑦𝑙(𝑘3𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ 𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0))−
𝑄3

2
(𝑗𝑙(𝑘3𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘3𝑟0)+

+ 𝑦𝑙(𝑘3𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘3𝑟0))−
𝑖𝑄−

1

4
(2𝑗𝑙(𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)+

+ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(2)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0))−
𝑖𝑄+

1

4
ℎ
(1)
𝑙 (𝑖κ𝑟0)ℎ(1)

𝑙−1(𝑖κ𝑟0)
)︂

− 𝜋𝑐2𝑠𝑚
2

2κ2𝑘23𝑟
2
0

𝑄4 −
𝜋𝑚2𝑐2𝑠

2
𝑄5, (42)

де

𝑅1=

∞∫︁
2𝑟0
𝑙𝑝

𝑑𝑢

∞∫︁
0

𝑒−κ𝑙𝑝𝑢

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑣, 𝑅2=

∞∫︁
2𝑟0
𝑙𝑝

𝑑𝑢

∞∫︁
0

sin(𝑘3𝑙𝑝𝑢)

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑣,

(43)
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𝑄±
1 =

2𝑟0
𝑙𝑝∫︁
0

𝑑𝑢

∞∫︁
0

𝑒±κ𝑙𝑝𝑢

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑣, 𝑄2=

2𝑟0
𝑙𝑝∫︁
0

𝑑𝑢

∞∫︁
0

sin(𝑘3𝑙𝑝𝑢)

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑣,

(44)

𝑄3=

2𝑟0
𝑙𝑝∫︁
0

𝑑𝑢

∞∫︁
0

cos(𝑘3𝑙𝑝𝑢)

𝑓(𝑢, 𝑣)
𝑑𝑣, 𝑄4=

2𝑟0
𝑙𝑝∫︁
0

𝑑𝑢

∞∫︁
0

𝑑𝑣

𝑓(𝑢, 𝑣)
,

(45)

𝑄5 =

2𝑟0
𝑙𝑝∫︁
0

𝑑𝑢

∞∫︁
0

Δ(𝑢)𝑑𝑣

𝑓(𝑢, 𝑣)
. (46)

У випадку 𝑚𝑙 < 0, нам треба зробити замiну 𝑘3 →
→ −𝑘3. Оскiльки вираз (42) є парною функцiєю вiд
𝑘3, то той самий вираз для дiйсної частини 𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1

може бути застосований коли 𝑚𝑙 < 0.

a

b
Рис. 2. Тангенцiальна (𝑎) й радiальна (𝑏) компоненти без-
розмiрної сили динамiчного тертя ℱ , заданої рiвнянням
(7), як функцiї маси частинки темної матерiї 𝑚 в iнтерва-
лi 𝑚 = 10−23–10−21 еВ для фiксованого радiуса орбiти 𝑟0
i точкового зонда (суцiльнi кривi) та сфер Пламмера з рi-
зним вiдношенням 𝑙𝑝/𝑟0 для типового кулястого скупчення
в карликовiй галактицi Форнакс

Слiд зазначити, що дiйсна частина ℜe𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 була
ранiше обчислена й проаналiзована чисельно в ро-
ботi [24]. Вона задається як головне значення Кошi
рiвняння (9), тобто,

ℜe 𝑆𝑚𝑙

ℓ,ℓ−1 =
4𝑚2𝑐2𝑠𝑟

2
0

~2𝑀2
×

× −
+∞∫︁
0

𝑥𝑑𝑥 𝜌2Pl(𝑥𝑙𝑝/𝑟0) 𝑗ℓ(𝑥)𝑗ℓ−1(𝑥)

𝑥4 +
4𝑚2𝑐2𝑠𝑟

2
0

~2 𝑥2 − 4𝑚2
𝑙

𝑚2Ω2𝑟40
~2

. (47)

Ми перевiрили чисельно, що рiвняння (42) i (47)
дають iдентичнi результати, тобто вони представ-
ляють одну й ту саму величину в рiзних формах.
Зрештою, можна легко перевiрити, що дiйсна ча-
стина ℜe𝑆𝑚𝑙

𝑙,𝑙−1 у граничному випадку 𝑙𝑝 → 0 збi-
гається з дiйсною частиною для точкового зонда,
знайденою в роботi [19].

Використовуючи отриманi аналiтичнi формули
для сили динамiчного тертя, у наступному роздi-
лi ми проаналiзуємо залежнiсть сили динамiчного
тертя вiд маси бозонної частинки 𝑚.

4. Залежнiсть сили динамiчного
тертя вiд маси бозонної частинки

Радiальна та тангенцiальна складовi безрозмiрної
сили динамiчного тертя ℱ (див. рiвняння (7)), що
дiє на сферу Пламмера, яка рухається по колу, бу-
ли визначенi чисельно в роботi [24] та проiлюстро-
ванi там як функцiї числа Маха ℳ та безрозмiрно-
го радiуса орбiти 𝑎 = 𝑚𝑐𝑠𝑟0/~ для рiзних значень
𝑙𝑝/𝑟0. Число Маха визначається як 𝑣/𝑐𝑠, де 𝑣 – аб-
солютне значення швидкостi зонда в НЛТМ, а 𝑐𝑠 –
це адiабатична швидкiсть звуку надплинної рiди-
ни ТМ (див. деталi в роботi [27]).

Оскiльки маса частинки ТМ 𝑚 не фiксована в
моделi НЛТМ, на рис. 2 зображено залежностi без-
розмiрної сили динамiчного тертя вiд параметра
маси 𝑚 в iнтервалi 𝑚 = 10−23–10−21 еВ для типо-
вого кулястого скупчення в карликовiй галактицi
Форнакс [13] з орбiтальним радiусом 𝑟0 = 668 пк
та густиною темної матерiї на цьому радiусi 𝜌DM =
= 2 · 107 M⊙/кпк3.

Як бачимо, залежностi як радiальної, так i
тангенцiальної складових не є монотонними. Си-
ла динамiчного тертя зростає зi збiльшенням 𝑚,
досягає максимуму, а потiм зменшується. Хо-
ча обидвi складовi слабо залежать вiд 𝑚 коли
𝑚 & 2 · 10−22 еВ, вони помiтно зменшуються, коли
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𝑚 прямує до 10−23 еВ. Очевидно, що сила динамi-
чного тертя для сфери Пламмера сильнiше вiдрi-
зняється вiд сили динамiчного тертя для точково-
го зонда тiєї ж маси для бiльших значень вiдноше-
ння 𝑙𝑝/𝑟0 та маси 𝑚.

5. Висновки

В статтi дослiджена сила динамiчного тертя, що
дiє на просторово протяжний зонд (кулястi ску-
пчення й карликовi галактики), що рухається в га-
лактичнiй надлегкiй темнiй матерiї в станi конден-
сату Бозе–Айнштайна. Цi об’єкти часто моделюю-
ться як сфери Пламмера. Динамiчна сила тертя
для сфери Пламмера, що рухається в надлегкiй
темнiй матерiї, була ранiше розглянута в робо-
тi [24]. Чисельно дослiджуючи радiальну й тан-
генцiальну складовi сили динамiчного тертя, було
виявлено, що ця сила для сфери Пламмера вiдхи-
ляється вiд сили для точкового зонда тiєї ж ма-
си у випадку достатньо великого значення вiдно-
шення радiуса сфери Пламмера до її орбiтального
радiуса, а також для великих значень числа Ма-
ха. Наше дослiдження пiдтвердило актуальнiсть
ефектiв скiнченного розмiру для сили динамiчного
тертя у випадку кулястих скупчень та карликових
галактик.

Радiальна складова сили динамiчного тертя бу-
ла задана в роботi [24] як головне значення Кошi
iнтеграла за iмпульсом i була обчислена лише чи-
сельно. У цiй роботi, iнтегруючи за iмпульсом, ми
визначили радiальну складову сили динамiчного
тертя у тiй самiй формi, наявнiй в лiтературi, що й
для точкового зонда [19]. На рис. 2 зображено за-
лежностi тангенцiальної та радiальної складових
безрозмiрної сили динамiчного тертя вiд маси бо-
зонної частинки 𝑚 в iнтервалi 𝑚 = 10−23–10−21 еВ
для типового кулястого скупчення в карликовiй
галактицi Форнакс. Виявлено, що залежностi як
радiальної, так i тангенцiальної складових не є мо-
нотонними. Крiм того, сила динамiчного тертя для
сфери Пламмера сильнiше вiдрiзняється вiд сили
тертя для точкового зонда для бiльших значень
вiдношення 𝑙𝑝/𝑟0 та маси 𝑚.

Ми перевiрили, що нашi аналiтичнi вирази для
радiальної та тангенцiальної складових сили дина-
мiчного тертя вiдтворюють у граничному випадку
нульового радiуса сфери Пламмера (𝑙𝑝 → 0) вiдпо-
вiднi вирази, отриманi в лiтературi [19]. Порiвня-
ння наших чисельних результатiв з результатами

роботи [24] показує їх повну взаємну вiдповiднiсть.
Оскiльки вирази для динамiчного тертя, що дiє на
тiло скiнченного розмiру, є досить складними, а їх
розрахунок вимагає застосування числових мето-
дiв i великої кiлькостi машинного часу, ми вважа-
ємо, що аналiтичнi вирази для сили динамiчного
тертя, отриманi в цiй статтi, можуть бути корисни-
ми для практичних розрахункiв. Зокрема, їх мо-
жна використовувати в майбутнiх дослiдженнях
для покращення нашого розумiння впливу НЛТМ
на орбiтальну динамiку протяжних астрофiзичних
систем.

Ми також хотiли б зазначити, що, на вiдмiну вiд
карликових галактик, кулястi скупчення в Чума-
цькому Шляху зазвичай розташованi на вiдстанях,
бiльших за центральне ядро з радiусом приблизно
рiвним 1 кпк, у станi конденсату Бозе–Айнштайна
надлегких бозонiв. На таких вiдстанях квантова
iнтерференцiя хвиль призводить до стохастично
розподiленої грануляцiї на масштабi де Бройля
[28–31], яка феноменологiчно описується дисипа-
тивним доданком у рiвняннi Гросса–Пiтаєвського
[32], i ми плануємо вивчити її роль у майбутньому.

Робота Е.В. Горбар, Т.В. Горкавенко, В.М. Гор-
кавенко та А.О. Запорожченко була частково пiд-
тримана Мiнiстерством освiти i науки України
(проєкт 25БФ051-01 “Пошук темної матерiї та
частинок за межами Стандартної Моделi”). Ав-
тори вдячнi О.I. Якименку за плiднi обговорення
та кориснi коментарi.

ДОДАТОК

Лишок

Δ(𝑢) = res
𝑘=0

(︂
𝑘 sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)
𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0)

)︂
(Д.1)

не змiниться, якщо замiнити 𝑦𝑙𝑦𝑙−1 на 𝑗𝑙𝑗𝑙−1+𝑦𝑙𝑦𝑙−1, тобто,

Δ(𝑢) = res
𝑘=0

(︂
𝑘 sin(𝑙𝑝𝑢𝑘)

Π(𝑘2)
(𝑗𝑙(𝑘𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0)+

+𝑦𝑙(𝑘𝑟0)𝑦𝑙−1(𝑘𝑟0))

)︂
, (Д.2)

оскiльки 𝑗𝑙(𝑘𝑟0)𝑗𝑙−1(𝑘𝑟0) є регулярною функцiєю в точцi
𝑘 = 0. Введемо функцiю

𝑄𝑙(𝑥) = 𝑗𝑙(𝑥)𝑗𝑙−1(𝑥) + 𝑦𝑙(𝑥)𝑦𝑙−1(𝑥). (Д.3)

На вiдмiну вiд 𝑦𝑙(𝑥)𝑦𝑙−1(𝑥) ця функцiя є полiномом вiд
обернених степенiв 𝑥. З визначень

𝑗𝑙(𝑥) = 𝑥𝑙

(︂
−

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑙 sin𝑥

𝑥
, (Д.4)

𝑦𝑙(𝑥) = −𝑥𝑙

(︂
−

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑙 cos𝑥
𝑥

(Д.5)

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2025. Т. 70, № 11 779



О.В. Барабаш, Т.В. Горкавенко, В.М. Горкавенко та iн.

випливає, що

𝑗𝑙(𝑥) = −𝑗′𝑙−1(𝑥) + (𝑙 − 1)
𝑗𝑙−1(𝑥)

𝑥
(Д.6)

та аналогiчне спiввiдношення для 𝑦𝑙(𝑥). Отже,

𝑄𝑙(𝑥) = −
1

2

𝑑

𝑑𝑥
(𝑗2𝑙−1(𝑥) + 𝑦2𝑙−1(𝑥))+

+
𝑙−1

𝑥
(𝑗2𝑙−1(𝑥) + 𝑦2𝑙−1(𝑥)) =

=

(︂
−
1

2

𝑑

𝑑𝑥
+

𝑙−1

𝑥

)︂
(𝑗2𝑙−1(𝑥) + 𝑦2𝑙−1(𝑥)). (Д.7)

Далi, для 𝑗2𝑙 (𝑥) + 𝑦2𝑙 (𝑥) маємо [33]

𝑗2𝑙 (𝑥) + 𝑦2𝑙 (𝑥) =
𝑙∑︁

𝑛=0

(2𝑛)!(𝑛+ 𝑙)!

4𝑛(𝑛!)2(𝑙 − 𝑛)!

1

𝑥2𝑛+2
. (Д.8)

Тодi, використовуючи це спiввiдношення, знаходимо

𝑄𝑙(𝑥) =

𝑙−1∑︁
𝑛=0

(2𝑛)!(𝑛+ 𝑙)!

4𝑛(𝑛!)2(𝑙 − 𝑛− 1)!

1

𝑥2𝑛+3
. (Д.9)

З огляду на розклади Тейлора

1

Π(𝑘2)
=

1

(𝑘2 + κ2)(𝑘2 − 𝑘23)
=

=
1

κ2 + 𝑘23

(︂
1

𝑘2 − 𝑘23
−

1

𝑘2 + κ2

)︂
=

= −
1

κ2 + 𝑘23

∞∑︁
𝑚=0

(︃
1

𝑘2𝑚+2
3

+
(−1)𝑚

κ2𝑚+2

)︃
𝑘2𝑚 (Д.10)

та

𝑘 sin(𝑙𝑝𝑢𝑘) =

∞∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠(𝑙𝑝𝑢)2𝑠+1

(2𝑠+ 1)!
𝑘2𝑠+2, (Д.11)

отримуємо

Δ(𝑢)=−
1

κ2 + 𝑘23
res
𝑘=0

(︃
𝑙−1∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚,𝑠=0

(2𝑛)!(𝑛+ 𝑙)!

4𝑛(𝑛!)2(𝑙 − 𝑛− 1)!
×

×
(︂

1

𝑘2𝑚+2
3

+
(−1)𝑚

κ2𝑚+2

)︂
(−1)𝑠(𝑙𝑝𝑢)2𝑠+1

𝑟2𝑛+3
0 (2𝑠+ 1)!

1

𝑘2(𝑛−𝑚−𝑠)+1

)︃
. (Д.12)

Вибравши доданки, якi є простими полюсами за змiнною
𝑘, та обчисливши залишок, ми отримуємо вираз для Δ(𝑢)

у виглядi рiвняння (41).
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Переклад на українську мову О. Войтенка

O.V.Barabash, T.V.Gorkavenko,
V.M.Gorkavenko, O.M.Teslyk, N.S.Yakovenko,
A.O. Zaporozhchenko, E.V.Gorbar

ANALYTIC CALCULATION
OF DYNAMICAL FRICTION FOR PLUMMER
SPHERE IN ULTRALIGHT DARK MATTER

The dynamical friction force acting on a spatially extended

probe (globular clusters and dwarf galaxies) moving in the en-

vironment of ultralight bosonic dark matter in the state of the

Bose–Einstein condensate is determined. Modelling the probe

as a 𝑟 sphere of radius 𝑙𝑝, the radial and tangential compo-

nents of the dynamic friction force are found in an analytic

form, which reduces in the limit 𝑙𝑝 → 0 to the correspond-

ing analytic expressions obtained in the literature in the case

of a point probe. The dependence of dynamical friction force

on boson particle mass was analyzed and found to be non-

monotonous in the interval 10−23÷10−21 eV.

Ke yw o r d s: ultralight bosonic dark matter, Plummer sphere,
dynamical friction force, globular clusters, dwarf galaxies.
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