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ВПЛИВ ПРИТЯГАЛЬНИХ ЧАСТИН ПОТЕНЦIАЛIВ
ВЗАЄМОДIЇ НА ПАРАМЕТРИ КРИТИЧНИХ ТОЧОКУДК 536.9, 536.71, 536.4

Дослiджується вплив мiкроскопiчних деталей мiжчастинкових потенцiалiв на макро-
скопiчнi параметри критичних точок. Нашi аналiтичнi розрахунки базуються на ко-
мiрковiй моделi для неперервних багаточастинкових систем. Розглянуто два типи пар-
них взаємодiй, що описуються потенцiалом Морзе та потенцiалом типу Кюрi–Вейса.
Для плинiв Морзе представлено числовi результати, отриманi з використанням мi-
кроскопiчних параметрiв, що вiдповiдають лужним металам натрiю (Na) та калiю
(K). Обчисленi безрозмiрнi параметри критичних точок для рiдких Na та K, вираженi
в розмiрних одиницях, дають змогу безпосередньо порiвнювати їх з наявними експе-
риментальними та модельними даними. Для комiркової моделi Кюрi–Вейса з конку-
руючими взаємодiями, яка демонструє послiдовнiсть фазових переходiв першого роду,
дослiджено критичнi параметри для перших трьох критичних точок. Отриманi ре-
зультати проаналiзовано шляхом змiни притягальної частини потенцiалу Морзе та
сили притягання потенцiалу типу Кюрi–Вейса, що дало змогу з’ясувати, як цi мiкро-
скопiчнi характеристики змiнюють координати критичних точок.
К люч о в i с л о в а: потенцiал Морзе, потенцiал типу Кюрi–Вейса, сила притягання, па-
раметри критичної точки, фазовi переходи.

1. Вступ

Вивчення критичної поведiнки багаточастинкових
систем, зокрема поведiнки рiдин поблизу кри-
тичної точки рiдина–газ, залишається однiєю з
центральних тем статистичної фiзики [1–4]. Осо-
бливий iнтерес представляє проблема встановлен-
ня зв’язкiв мiж мiкроскопiчними характеристика-
ми мiжчастинкових взаємодiй та макроскопiчни-
ми параметрами критичної точки, такими як тем-
пература, густина та тиск. Вивчення цiєї пробле-
ми поглиблює наше розумiння фазових переходiв
та сприяє розробцi ефективних моделей для ре-
альних рiдин. Також впливу взаємодiй придiляє-
ться значна увага пiд час iнтерпретацiї експери-
ментальних даних. Наприклад, посилення взаємо-
дiй мiж розчиненою речовиною та розчинником,
спричинене впливом iонних домiшок (як, напри-

Цит у в а н н я: Пилюк I.В.,ДобушО.А.,КозловськийМ.П.,
Романiк Р.В., Шпот М.А. Вплив притягальних частин по-
тенцiалiв взаємодiї на параметри критичних точок. Укр.
фiз. журн. 70, № 11, 800 (2025).
c○ Видавець ВД “Академперiодика” НАН України, 2025.
Стаття опублiкована за умовами вiдкритого доступу за
лiцензiєю CC BY-NC-ND (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc-nd/4.0/).

клад, сiль NaCl) на розчини органiчних молекул
у водi, приводить до збiльшення розмiру класте-
рiв вода–розчинена речовина, зменшення асимпто-
тичної критичної областi та зменшення критичної
амплiтуди в’язкостi [5].

Враховуючи важливу роль мiжчастинкової вза-
ємодiї у формуваннi критичних властивостей, до-
цiльно зосередитися саме на притягальнiй частинi
потенцiалу, оскiльки змiни цiєї складової можуть
впливати на положення критичної точки.

Метою цiєї роботи є оцiнка впливу параметрiв
притягальної частини потенцiалу на характери-
стики критичної точки в неперервнiй модельнiй
системi. З цiєю метою ми розглядаємо класичний
потенцiал Морзе та потенцiал взаємодiї Кюрi–
Вейса. Цi потенцiали мають рiзнi функцiональнi
форми притягальної складової. Потенцiал Морзе
мiстить член, який описує експоненцiальне спада-
ння притягальної взаємодiї з вiдстанню. Потенцiал
Кюрi–Вейса задається глобальним нелокальним
притягальним членом однакової сили для будь-
якої пари частинок.

Аналiз даних для короткодiючого (потенцiал
Морзе) та далекодiючого (потенцiал Кюрi–Вейса)
притягання дає змогу краще зрозумiти картину
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критичної поведiнки систем з цими двома типами
взаємодiї. Аналiтичнi вирази, що використовую-
ться в числових розрахунках, та отриманi резуль-
тати представленi в роздiлi 2 для випадку потен-
цiалу Морзе та в роздiлi 3 для випадку взаємодiї
типу Кюрi–Вейса. Висновки наведено в роздiлi 4.

2. Параметри критичної
точки для плинiв Морзе

2.1. Загальнi положення

Наш опис критичної поведiнки плинiв здiйсню-
ється в рамках великого канонiчного ансамблю
(див., наприклад, роботу [3]) на основi комiркової
моделi плину, запропонованої в роботах [6, 7].

Ми розглядаємо вiдкриту систему взаємодiючих
частинок об’ємом 𝑉 , подiленим на 𝑁𝑣 кубiчних ко-
мiрок. Кожна комiрка має об’єм 𝑣 = 𝑉/𝑁𝑣 = 𝑐3, де
𝑐 – її лiнiйний розмiр.

Потенцiал взаємодiї Морзе як функцiя вiдстанi
𝑟 ≡ |r1 − r2|/𝑅0 мiж частинками з координатами
r1, r2 ∈ R3 має вигляд [8–10]

𝑈̃(𝑟) = Ψ(𝑟)− 𝑈(𝑟). (1)

Тут

Ψ(𝑟) = 𝐷𝑒−2(𝑟−1)/𝛼𝑅 , 𝑈(𝑟) = 2𝐷𝑒−(𝑟−1)/𝛼𝑅

позначають вiдштовхувальну та притягувальну
частини потенцiалу вiдповiдно, а 𝛼𝑅 = 𝛼/𝑅0, де
𝛼 – радiус ефективної взаємодiї. Параметр 𝑅0 вiд-
повiдає мiнiмуму функцiї 𝑈̃(𝑟), а параметр 𝐷 ви-
значає глибину потенцiальної ями. Ми використо-
вуємо 𝑅0 як еталонну довжину та вимiрюємо вiд-
станi в одиницях 𝑅0. Таким чином, лiнiйний роз-
мiр кожної комiрки 𝑐 та її об’єм 𝑣 визначаються в
одиницях 𝑅0 та 𝑅3

0 вiдповiдно.
У межах ренормгрупового пiдходу, що викори-

стовувався в роботах [9,11], критична температура
для плинiв визначається з рiвняння

1 + 𝑞 +𝑅(0)
√
𝑢* − 𝑎̃2𝛽𝑐𝑊 (0)−

−𝑅(0) 𝑎4√
𝑢*

(𝛽𝑐𝑊 (0))2 = 0, (2)

де 𝑇𝑐 – критична температура, 𝛽𝑐 = (𝑘B𝑇𝑐)
−1 –

обернена критична температура, а 𝑘B =
= 1,380649 · 10−23 Дж ·К−1 – стала Больцма-
на. Далi, 𝑊 (0) – це фур’є-образ ефективного
потенцiалу взаємодiї з нульовим хвильовим векто-
ром k, а 𝑎̃2 та 𝑎4 – коефiцiєнти у вихiдному виразi

для великої статистичної суми [9]. Величина 𝑞
пов’язана з усередненням квадрата хвильового ве-
ктора у функцiї 𝑊 (𝑘). Величина 𝑅(0) визначається
елементами та найменшим власним значенням
матрицi лiнiйного перетворення ренормгрупи, а
𝑢* – це координата нерухомої точки.

За температур 𝑇 нижче критичної, приведе-
на густина 𝜌* = (⟨𝑁⟩/𝑉 )𝑅3

0, де ⟨𝑁⟩ – середня
кiлькiсть частинок у системi, та ефективний хiмi-
чний потенцiал 𝑀 пов’язанi наступним нелiнiйним
рiвнянням [10]:

𝜌* =
𝑅3

0

𝑣

[︂
𝑛𝑔 −𝑀 + 𝜎

(−)
00

(︁
ℎ2 + ℎ2

𝑐𝑚

)︁ 𝑑−2
2(𝑑+2)

]︂
. (3)

Зауважимо, що в роботi [10] це рiвняння було за-
писано через величину 𝑛̄ = ⟨𝑁⟩/𝑁𝑣, яка пов’яза-
на з 𝜌* спiввiдношенням 𝑛̄ = 𝜌*𝑣/𝑅3

0. Величина
ℎ̃ пропорцiйна 𝑀 , тодi як ℎ𝑐𝑚 визначається вiд-
носною температурою 𝜏 = (𝑇 − 𝑇𝑐)/𝑇𝑐. Перший
член 𝑛𝑔 у правiй частинi рiвняння (3) визначає-
ться коефiцiєнтами вихiдного виразу для великої
статистичної суми. Коефiцiєнт 𝜎

(−)
00 у третьому до-

данку залежить вiд вiдношення 𝛼𝑚 = ℎ̃/ℎ𝑐𝑚, яке
залежить як вiд фiзичного хiмiчного потенцiалу 𝜇
(через 𝑀), так i вiд вiдносної температури 𝜏 . У
нашому обговореннi вимiрнiсть простору 𝑑 фiксо-
вана: 𝑑 = 3.

Тиск 𝑃 як функцiя температури 𝑇 та густини 𝑛̄
задається рiвнянням стану [9, 10]. Для температур
нижчих за 𝑇𝑐 це рiвняння має вигляд

𝑃𝑣

𝑘B𝑇
= 𝑃 (−)

𝑎 (𝑇 ) + 𝐸𝜇 +

(︃
𝑛̄− 𝑛𝑔

𝜎
(−)
00

)︃6
×

×
[︂
𝑒
(−)
0

𝛼𝑚

(1 + 𝛼2
𝑚)1/2

+ 𝛾(−)
𝑠 − 𝑒

(−)
2

]︂
. (4)

Тут величина 𝑃
(−)
𝑎 (𝑇 ) мiстить аналiтичну темпе-

ратурну залежнiсть, коефiцiєнт 𝛾
(−)
𝑠 характеризує

неаналiтичний внесок у термодинамiчний потенцi-
ал, а величини 𝑒

(−)
0 та 𝑒

(−)
2 , як i 𝜎(−)

00 , пов’язанi з
коренями певного кубiчного рiвняння. Явнi вира-
зи для всiх цих величин, а також для 𝐸𝜇, наведено
в роботi [10].

2.2. Числовi результати

Наведений вище мiкроскопiчний опис критичної
поведiнки плину Морзе був використаний для об-
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числення критичних значень приведеної темпера-
тури 𝑇 *, приведеної густини 𝜌* та приведеного ти-
ску 𝑃 *. Цi величини пов’язанi з їх розмiрними ана-
логами формулами
𝑘B𝑇

𝐷
= 𝑇 *, 𝜌

𝑁A𝑅
3
0

𝑀mol
= 𝜌*,

𝑃𝑅3
0

𝐷
= 𝑃 *, (5)

де 𝑁A = 6,02214076 · 1023 моль−1 – число Авога-
дро, а 𝑀mol – молярна маса. Критична температу-
ра 𝑇 *

𝑐 розраховується за допомогою рiвняння (2).
Критичну густину 𝜌*𝑐 та критичний тиск 𝑃 *

𝑐 отри-
мано з рiвнянь (3) та (4) вiдповiдно, коли 𝑀 = 0
та 𝑇 = 𝑇𝑐.

Ми використовуємо параметри потенцiалу взає-
модiї Морзе, характернi для натрiю (молярна маса
𝑀Na = 22,9898 г · моль−1) та калiю (молярна маса
𝑀K = 39,0983 г · моль−1). Цi конкретнi параметри
такi [12, 14]: 𝑅0 = 5,3678 Å, 𝐷 = 0,9241 · 10−13 ерг
для Na, та 𝑅0 = 6,4130 Å, 𝐷 = 0,8530 · 10−13 ерг
для K. Нашi результати для критичної точки такi:

для Na

𝑇 *
𝑐 = 4,0277, 𝜌*𝑐 𝑣/𝑅

3
0 = 0,9971, 𝑃 *

𝑐 = 0,4735; (6)

для K

𝑇 *
𝑐 = 3,3043, 𝜌*𝑐 𝑣/𝑅

3
0 = 0,9347, 𝑃 *

𝑐 = 0,4075. (7)

Для полегшення порiвняння з результатами iн-
ших дослiджень, таких як комп’ютерне моделюва-
ння [12] та експеримент [13], ми перетворимо без-
розмiрнi величини з рiвнянь (6) та (7) на розмiр-
нi, використовуючи спiввiдношення (5). Таким чи-
ном, ми отримаємо числовi оцiнки параметрiв кри-
тичної точки для Na та K, представленi в табл. 1.
Зауважимо, що критична густина в табл. 1 для ко-
мiркової моделi плину нормована на 𝑣/𝑅3

0.

2.3. Поведiнка параметрiв критичної
точки iз змiною ширини притягальної
частини потенцiалу Морзе

Для калiю (K) вiдношення 𝑅0/𝛼 = 3,0564 дещо
бiльше, нiж аналогiчне значення 𝑅0/𝛼 = 2,9544
для натрiю (Na) [12]. Чим бiльше 𝑅0/𝛼, тим мен-
ша ширина потенцiальної ями, тобто вужча при-
тягальна частина в потенцiалi Морзе.

З табл. 1 видно, що як критична температура
𝑇𝑐, так i критичний тиск 𝑃𝑐 меншi для K, нiж для
Na. Це свiдчить про те, що звуження притягаль-
ної частини потенцiалу Морзе приводить до мен-
ших значень 𝑇𝑐 та 𝑃𝑐. Цей висновок узгоджується

з результатами роботи [15], де кривi спiвiснування
рiдина–пара були розрахованi за допомогою мето-
ду NPT плюс пробна частинка для рiзних мiжа-
томних модельних потенцiалiв, включно з потен-
цiалами Леннарда-Джонса, Морзе та модифiкова-
ним потенцiалом Стiллiнгера–Вебера. Крiм того,
нашi результати показують, що критична густина
𝜌𝑐 також зменшується зi звуженням притягальної
частини потенцiалу взаємодiї.

Критичнi температура та тиск для рiдких лу-
жних металiв (натрiй та калiй), отриманi з викори-
станням пiдходу, розробленого в роботах [9, 10] та
представленi в табл. 1, демонструють краще узго-
дження з експериментальними даними [13], нiж ре-
зультати, отриманi методом Монте-Карло в роботi
[12]. Автори роботи [12] зазначають, що їхнi ре-
зультати критичного тиску для Na та K (наведенi
в табл. 1) значно вiдрiзняються вiд експеримен-
тальних значень внаслiдок переоцiнки критичної
температури.

3. Параметри критичної
точки для флюїдних систем
з потенцiалом Кюрi–Вейса
Звернемо нашу увагу на однокомпонентну непе-
рервну систему iз взаємодiєю типу Кюрi–Вейса.
Почнiмо з представлення деяких основних фор-
мул з робiт [7] та [16], використаних у цьому
дослiдженнi.
3.1. Ключовi визначення
та спiввiдношення
Потенцiал взаємодiї типу Кюрi–Вайса задається
формулою
Φ𝑁𝑣

(r, r′) = − 𝑔𝑎
𝑁𝑣

+ 𝑔𝑟

𝑁𝑣∑︁
𝑙=1

𝐼Δℓ
(r)𝐼Δℓ

(r′), (8)

Таблиця 1. Критичнi температура 𝑇𝑐,
густина 𝜌𝑐 та тиск 𝑃𝑐, отриманi для натрiю (Na)
та калiю (K) на основi комiркової моделi
плину (КМП) у наближеннi 𝜌4, Монте-Карло
моделювання та експерименту

Методи
дослiдження

Na K

𝑇𝑐, 𝜌𝑐, 𝑃𝑐, 𝑇𝑐, 𝜌𝑐, 𝑃𝑐,
K кг/м3 бар K кг/м3 бар

Теорiя (КМП,
𝜌4 модель) [9, 10] 2696 246 283 2042 230 132
Моделювання [12] 3932 353 1290 3120 277 534
Експеримент [13] 2485 300 248 2280 190 161
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де
𝐼Δℓ

(r) =

{︂
1, r ∈ Δℓ,

0, r /∈ Δℓ

(9)

– iндикаторна функцiя комiрки Δℓ для 𝑙 =
= 1, ..., 𝑁𝑣. Тут, як i в пiдроздiлi 2.1, ми розгля-
даємо систему взаємодiючих частинок в об’ємi 𝑉 ,
який складається з 𝑁𝑣 конгруентних комiрок, ко-
жна з яких має об’єм 𝑣 = 𝑐3. Доданок з 𝑔𝑎 > 0 опи-
сує однакове притягання, що впливає на всi пари
частинок у системi, тодi як доданок з 𝑔𝑟 > 0 вiдпо-
вiдає за короткодiюче вiдштовхування мiж двома
частинками в однiй комiрцi. Стабiльнiсть взаємодiї
[17] забезпечується нерiвнiстю

𝑔𝑟 > 𝑔𝑎 > 0. (10)

У попереднiх дослiдженнях [7, 16] було встанов-
лено, що розглянута комiркова модель допускає
точне представлення у виглядi єдиного iнтегра-
ла, асимптотичне значення якого в термодинамi-
чнiй границi визначається методом Лапласа. Щоб
досягти цього, нам потрiбно знайти максимальне
значення 𝐸0(𝑧, 𝜇) функцiї

𝐸0(𝑧, 𝜇) = −(𝑧 − 𝛽𝜇− ln 𝑣*)2/2𝑝𝑎 + ln𝐾0(𝑧), (11)

де 𝑧 позначає розташування глобального мак-
симуму.

Спецiальна функцiя 𝐾0(𝑧) є представником сi-
мейства функцiй

𝐾𝑚(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑚

𝑛!
exp

(︂
−𝑓𝑝𝑎

2
𝑛2

)︂
exp(𝑧𝑛),

𝑚 = 0, 1, 2, ... .

(12)

Цi функцiї залежать вiд сили вiдштовхування 𝑔𝑟
та температури 𝑇 через визначення

𝑓 =
𝑔𝑟
𝑔𝑎

, 𝑓𝑝𝑎 = 𝑝𝑟, 𝑝𝑟 = 𝛽𝑔𝑟, 𝛽 = (𝑘B𝑇 )
−1. (13)

Безрозмiрний об’єм 𝑣* = 𝑣/Λ3 вважається рiвним
𝑣, оскiльки довжина хвилi де Бройля Λ приймає-
ться рiвною 1. Хiмiчний потенцiал 𝜇 як функцiя
вiд 𝑧 задається спiввiдношенням

𝛽𝜇 = 𝑧 − 𝑝𝑎
𝐾1(𝑧)

𝐾0(𝑧)
− ln 𝑣*, (14)

де 𝑝𝑎 = 𝛽𝑔𝑎.
Для середньої густини частинок маємо

𝑛̄ =
𝐾1(𝑧)

𝐾0(𝑧)
. (15)

Тиск 𝑃 отримується з рiвняння стану

𝑃𝑣𝛽𝑐 = (𝜏 + 1)

[︃
ln𝐾0(𝑧)−

𝑝𝑎
2

(︂
𝐾1(𝑧)

𝐾0(𝑧)

)︂2]︃
. (16)

Комiркова модель Кюрi–Вейса демонструє по-
слiдовнiсть фазових переходiв першого роду з пев-
ними критичними температурами [16]. Щодо пара-
метрiв моделi, введених вище, критична темпера-
тура, пов’язана з 𝑛-ю критичною точкою, задає-
ться формулою

𝑘B𝑇
(𝑛)
𝑐 =

𝑔𝑎

𝑝
(𝑛)
𝑎𝑐

. (17)

Тут верхнiй iндекс (𝑛) позначає порядковий номер
критичної точки в послiдовностi, що починається з
найнижчої критичної температури 𝑇

(1)
𝑐 . Конкре-

тнi значення критичних температур 𝑇
(𝑛)
𝑐 залежать

вiд обраного значення 𝑔𝑎 сили притягання Кюрi–
Вейса. Оскiльки нас зараз цiкавить загальна по-
ведiнка системи, немає потреби деталiзувати кон-
кретне значення 𝑔𝑎. Для спрощення позначень ми
припускаємо, що

𝑇 (1)
𝑐 ≡ 𝑇𝑐, 𝛽(1)

𝑐 ≡ 𝛽𝑐. (18)

У табл. 2 представленi числовi результати, отри-
манi для перших трьох критичних точок з найниж-
чими критичними температурами. Об’єм комiрки
𝑣* = 5,0. Вiдношення сил взаємодiї 𝑓 = 𝑔𝑟/𝑔𝑎 змi-
нюється вiд значення 𝑓 & 1, близького до гра-
ничного значення 𝑓 = 1, що визначається умо-
вою стiйкостi (10), до 𝑓 = 10, що вiдповiдає асим-
птотичному режиму 𝑓 ≫ 1. Конкретний випадок
𝑓 = 1 детально розглянуто в роботi [18]. Подальше
обговорення буде проведено нижче в наступному
роздiлi.

3.2. Вплив сили
притягання на критичнi параметри

У цьому роздiлi аналiзуються критичнi параметри
нашої комiркової моделi, представленi в табл. 2.
Ми розглядаємо критичнi значення тиску, темпе-
ратури, густини та хiмiчного потенцiалу. Нашi чи-
словi результати доповнюють та розширюють ви-
сновки роботи [19].

Параметр 𝑓 = 𝑔𝑟/𝑔𝑎, введений у (13), обернено
пропорцiйний силi притягання 𝑔𝑎 i повинен задо-
вольняти умову стiйкостi 𝑓 > 1. Тому, фiксуючи
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Таблиця 2. Критичнi параметри для перших трьох критичних точок
з найнижчими критичними температурами 𝑇

(𝑛)
𝑐 = 1/𝑝

(𝑛)
𝑎𝑐 для рiзних значень

𝑓 = 𝑔𝑟/𝑔𝑎 та фiксованого 𝑣* = 5,0. Значення 𝛽𝑐 вiдповiдає 𝑛 = 1 [див. рiвняння (18)]

𝑓 𝑛 𝑇
(𝑛)
𝑐 𝑛̄

(𝑛)
𝑐 𝑃

(𝑛)
𝑐 𝑣𝛽𝑐 𝛽𝑐𝜇

(𝑛)
𝑐 𝑓 𝑛 𝑇

(𝑛)
𝑐 𝑛̄

(𝑛)
𝑐 𝑃

(𝑛)
𝑐 𝑣𝛽𝑐 𝛽𝑐𝜇

(𝑛)
𝑐

1,00000001 1 0, 2614 0,5355 0,2048 −1, 6405 1,5 1 0, 2513 0,5039 0,1944 −0, 6184

2 0,2841 1,5191 1,0261 −1, 0098 2 0,2531 1,5014 2,8883 2,0604
3 0,2988 2,5128 2,0406 −0, 5921 3 0,2539 2,5007 7,6917 4,4578

1,0000001 1 0, 2614 0,5355 0,2048 −1, 6405 1,7 1 0, 2506 0,5017 0,1937 −0, 2143

2 0,2841 1,5191 1,0261 −1, 0098 2 0,2514 1,5006 3,6852 3,2708
3 0,2988 2,5128 2,0406 −0, 5921 3 0,2517 2,5003 10,0889 6,4708

1,000001 1 0, 2614 0,5355 0,2048 −1, 6405 2,0 1 0, 2502 0,5005 0,1933 0,3887
2 0,2841 1,5191 1,0261 −1, 0098 2 0,2504 1,5002 4,8851 5,0787
3 0,2988 2,5128 2,0406 −0, 5921 3 0,2505 2,5001 13,6923 9,4817

1,00001 1 0, 2614 0,5355 0,2048 −1, 6405 2,5 1 0, 2500 0,5001 0,1932 1,3902
2 0,2841 1,5191 1,0262 −1, 0097 2 0,2500 1,5000 6,8860 8,0828
3 0,2988 2,5128 2,0407 −0, 5920 3 0,2501 2,5000 19,6960 14,4877

1,0001 1 0, 2614 0,5355 0,2048 −1, 6403 3,0 1 0, 2500 0,5000 0,1932 2,3905
2 0,2841 1,5191 1,0264 −1, 0092 2 0,2500 1,5000 8,8862 11,0835
3 0,2987 2,5128 2,0415 −0, 5911 3 0,2500 2,5000 25,6970 19,4889

1,001 1 0, 2614 0,5353 0,2047 −1, 6384 3,5 1 0, 2500 0,5000 0,1931 3,3906
2 0,2840 1,5190 1,0291 −1, 0035 2 0,2500 1,5000 10,8863 14,0837
3 0,2985 2,5127 2,0495 −0, 5819 3 0,2500 2,5000 31,6972 24,4891

1,01 1 0, 2609 0,5338 0,2042 −1, 6200 4,0 1 0, 2500 0,5000 0,1931 4,3906
2 0,2822 1,5177 1,0562 −0, 9467 2 0,2500 1,5000 12,8863 17,0837
3 0,2955 2,5116 2,1314 −0, 4905 3 0,2500 2,5000 37,6972 29,4892

1,05 1 0, 2590 0,5277 0,2023 −1, 5379 5,0 1 0, 2500 0,5000 0,1931 6,3906
2 0,2756 1,5134 1,1834 −0, 6960 2 0,2500 1,5000 16,8863 23,0837
3 0,2850 2,5082 2,5191 −0, 0855 3 0,2500 2,5000 49,6972 39,4892

1,1 1 0, 2571 0,5219 0,2004 −1, 4351 7,0 1 0, 2500 0,5000 0,1931 10,3906
2 0,2695 1,5097 1,3541 −0, 3854 2 0,2500 1,5000 24,8863 35,0837
3 0,2760 2,5056 3,0420 0,4195 3 0,2500 2,5000 73,6972 59,4892

1,2 1 0, 2546 0,5139 0,1977 −1, 2298 10,0 1 0, 2500 0,5000 0,1931 16,3906
2 0,2619 1,5056 1,7194 0,2309 2 0,2500 1,5000 36,8863 53,0837
3 0,2653 2,5030 4,1567 1,4292 3 0,2500 2,5000 109,6972 89,4892

1,3 1 0, 2530 0,5090 0,1961 −1, 0252

2 0,2575 1,5034 2,1018 0,8432
3 0,2594 2,5018 5,3174 2,4394

силу вiдштовхування 𝑔𝑟, ми можемо спостерiгати
в табл. 2 змiну критичних параметрiв зi зменшен-
ням сили глобального притягання Кюрi–Вейса 𝑔𝑎.

Для кожного конкретного значення 𝑓 критична
температура, критична густина, тиск i хiмiчний
потенцiал збiльшуються при переходi до кожної
наступної критичної точки в послiдовностi. Однак
це збiльшення суттєво сповiльнене для критичних

температур 𝑇
(𝑛)
𝑐 . Зокрема, для великих 𝑓 , таких

як 𝑓 > 3,0, коли вiдштовхування значно домiнує
над притяганням, критична температура для всiх
перших трьох фазових переходiв асимптотично на-
ближається до одного й того ж значення 𝑇𝑐. У цьо-
му випадку 𝑔𝑎/𝑘B𝑇

(𝑛)
𝑐 = 𝑝

(𝑛)
𝑎𝑐 → 4,0. Така поведiнка

узгоджується з аналiтичними розрахунками, вико-
наними в роботi [18, роздiл 7]. Робота [18] також
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Рис. 1. Критична густина 𝑛̄
(1)
𝑐 (верхня частина) та крити-

чний тиск 𝑃
(1)
𝑐 𝑣𝛽𝑐 (нижня частина) для першої критичної

точки як функцiї параметра 𝑓 . 𝑣* = 5,0

Рис. 2. Залежнiсть критичного хiмiчного потенцiалу
𝛽𝑐𝜇

(1)
𝑐 при першому фазовому переходi вiд параметра 𝑓 .

𝑣* = 5,0

мiстить детальний розгляд iншого граничного ви-
падку, 𝑓 = 1.

Тепер проаналiзуємо поведiнку параметрiв кри-
тичної точки, що вiдповiдають тому ж iндексу 𝑛,
але рiзним значенням 𝑓 . При 𝑓 → 1 усi крити-
чнi параметри для заданого 𝑛 прямують до своїх
граничних значень (див. табл. 2). Зi збiльшенням
параметра 𝑓 (що вiдповiдає зменшенню сили при-
тягання 𝑔𝑎) приведений критичний тиск 𝑃

(1)
𝑐 𝑣𝛽𝑐

демонструє незначне зменшення, тодi як тиски
𝑃

(𝑛)
𝑐 𝑣𝛽𝑐 для наступних критичних точок з 𝑛 = 2

та 𝑛 = 3 значно зростають. Критичнi температу-
ри 𝑇

(𝑛)
𝑐 поступово зменшуються i зрештою стають

iдентичними для великих значень 𝑓 , як це обгово-
рювалося в попередньому абзацi. Критична густи-
на 𝑛̄

(𝑛)
𝑐 також незначно зменшується зi збiльшен-

ням 𝑓 . Примiтно, що незалежно вiд вiдношення 𝑓

сил вiдштовхування та притягання, критичнi то-
чки послiдовно з’являються приблизно при одна-
кових середнiх густинах: 𝑛̄𝑐 = 0,5, 1,5 та 2,5. Не-
значне зменшення критичної густини та тиску для
першої критичної точки та їх подальше насичення
для великих 𝑓 проiлюстровано на рис. 1. Значення
критичного хiмiчного потенцiалу зростають з ро-
стом 𝑓 , а типова картина наведена на рис. 2 для
𝑛 = 1.

4. Висновки

Характерною особливiстю цього дослiдження є ви-
користання мiкроскопiчної iнформацiї щодо потен-
цiалу мiжчастинкової взаємодiї для оцiнки пара-
метрiв критичної точки.

У першiй частинi статтi дослiджено вплив при-
тягальної частини потенцiалу взаємодiї на крити-
чну точку рiдина–газ у плинах Морзе. Числовi
оцiнки отримано з використанням параметрiв по-
тенцiалу Морзе, характерних для лужних мета-
лiв натрiю та калiю. Ми перетворили теоретичнi
безрозмiрнi параметри критичної точки на розмiр-
нi величини, якi часто використовуються в число-
вих та експериментальних дослiдженнях. Показа-
но, що зменшення ширини притягальної частини
потенцiалу Морзе приводить до зниження як кри-
тичної температури, так i тиску для обох металiв.
Нашi результати добре узгоджуються з даними з
iнших джерел.

Для комiркової моделi плину, проаналiзованої
у другiй частинi цiєї роботи, дослiджено як си-
ла мiжчастинкового притягання потенцiалу Кюрi–
Вейса впливає на параметри перших трьох кри-
тичних точок. Для цього вивчались результати,
отриманi з рiзними значеннями вiдношення 𝑓 =
= 𝑔𝑟/𝑔𝑎 сил вiдштовхування та притягання.

Для конкретного значення 𝑓 параметри кожної
наступної критичної точки збiльшуються. Якщо
притягання значно слабше за вiдштовхування (𝑓 >
> 3,0), то критична температура при всiх перших
трьох фазових переходiв стає однаковою.

Змiнюючи вiдношення 𝑓 , ми дослiдили критичнi
точки з однаковим iндексом 𝑛, див. табл. 2. Бу-
ло виявлено, що зi збiльшенням величини 𝑓 (тоб-
то зi зменшенням сили притягання) критичнi тем-
ператури 𝑇

(𝑛)
𝑐 поступово зменшуються, зрештою

стаючи однаковими для великих 𝑓 . Водночас ми
спостерiгали незначне зниження критичної густи-
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ни та тиску для першої критичної точки та їх ви-
хiд на насичення. Критична густина для 𝑛 = 2
та 𝑛 = 3 незначно зменшується зi збiльшенням 𝑓 .
Незалежно вiд 𝑓 , критичнi точки послiдовно з’яв-
лялися приблизно при однакових середнiх густи-
нах. Збiльшення 𝑓 також приводить до бiльшого
значення критичного хiмiчного потенцiалу в усiх
розглянутих випадках.

Порiвняємо вплив притягальної частини потен-
цiалу Морзе на критичну точку рiдина–газ з впли-
вом сили притягання потенцiалу Кюрi–Вейса на
першу критичну точку, розглядаючи останню та-
кож як критичну точку рiдина–газ. Притягаль-
нi компоненти цих потенцiалiв мають рiзнi фун-
кцiональнi форми. Як згадувалося вище, звужен-
ня ширини притягальної частини потенцiалу Мор-
зе приводить до зменшення значення як критичної
температури, так i тиску. Для потенцiалу Кюрi–
Вейса зменшення сили притягання 𝑔𝑎 (або збiль-
шення параметра 𝑓 = 𝑔𝑟/𝑔𝑎) приводить до збiль-
шення величини 𝑝

(1)
𝑎𝑐 у виразi (17) для критичної

температури [19], а отже, до зменшення 𝑇
(1)
𝑐 ≡

≡ 𝑇𝑐. Критичний тиск для точки першого фазо-
вого переходу також зменшується зi збiльшенням
𝑓 (див. табл. 2, 𝑛 = 1). Таким чином, спостерi-
гається узгоджена кореляцiя щодо впливу притя-
гальних частин двох потенцiалiв рiзних типiв на
поведiнку температури та тиску у критичнiй то-
чцi рiдина–газ.
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I.V. Pylyuk, O.A. Dobush,
M.P. Kozlovskii, R.V. Romanik, M.A. Shpot

INFLUENCE OF ATTRACTIVE
PARTS OF INTERACTION POTENTIALS
ON CRITICAL POINT PARAMETERS

We will investigate how microscopic features of interparti-

cle potentials influence the macroscopic critical point parame-

ters. Our analytic calculations are based on the cell model for

continuous many-particle systems. We will explore two types

of pair interactions described by the Morse potential and a

Curie–Weiss-type potential. For the Morse fluids, we present

numerical results obtained with the microscopic parameters

corresponding to the alkali metals sodium (Na) and potassium

(K). The calculated dimensionless critical point parameters for

liquid Na and K, expressed in dimensional units, allow for the

direct comparison with available experimental and simulation

data. For the Curie–Weiss cell model with competing interac-

tions, which exhibits a sequence of first-order phase transitions,

we examine the critical parameters for the first three critical

points. We analyze our results by varying the attractive part of

the Morse potential and the Curie–Weiss attraction strength,

providing the insights into how these microscopic characteris-

tics change the critical point coordinates.

Ke yw o r d s: Morse potential, Curie–Weiss-type potential,
attraction strength, critical point parameters, phase tran-
sitions.
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