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И.Ю. Кононенко 
Моделирование свободных и вынужденных гидроупругих колебаний  
систем оболочек с использованием интегральных представлений 

Рассмотрена задача о гидроупругих колебаниях систем оболочек вращения при частичном заполнении идеальной несжимае-
мой жидкость., Построено интегральное представление упругих перемещений систем оболочек. 
A problem of the hydro-elastic vibrations for partially filled compound shells of revolution is considered. The integral representation of 
elastic shifts is constructed. 
Розглянуто задачу про гідропружні коливання систем оболонок обертання при частковому заповненні ідеальною нестисливою 
рідиною. Побудовано інтегральне перетворення пружних переміщень систем оболонок. 
 

Введение. Для хранения и транспортировки 
жидкостей используются различные емкости, 
они моделируются системами оболочек. При 
анализе прочности этих оболочечных конст-
рукций использование таких численных мето-
дов, как метод конечных элементов и конеч-
ных разностей, приводит к большим вычисли-
тельным погрешностям на стыках оболочек. 
Поэтому частоты собственных колебаний та-
ких конструкций, в том числе при взаимодей-
ствии с жидкостью, определяются неточно, что 
в свою очередь ухудшает возможность анализа 
явлений резонанса. 

Например, в работах [1–5] рассматриваются 
задачи о гидроупругих колебаниях оболочек 
простой геометрии. В данной статье строится 
интегральное представление упругих переме-
щений оболочек сложной геометрии при их 
частичном заполнении идеальной несжимаемой 
жидкостью. Рассматриваются системы оболо-
чек вращения (рис. 1), состоящие из цилинд-
рических, конических и сферических частей. 

           
Рис. 1. Системы оболочек 

Постановка задачи 
Вводятся две системы координат: непод-

вижная декартова система координат ,,, ZYX  
относительно которой система и содержащаяся 
в ней жидкость либо покоятся, либо соверша-
ют равноускоренное поступательное движение, 

и цилиндрическая система координат ,,, zr ϕ  
связанная с оболочкой. 

Определяющая система уравнений для на-
хождения частот и форм гидроупругих коле-
баний имеет вид: 

 ( ) ( ) ,PUMUL =+  (1) 
где L  – оператор упругих сил, M  – оператор 
массовых сил, ),,( wvuU =  – вектор переме-
щений системы, ),0,0( pP = – давление со сто-
роны жидкости на внутреннюю поверхность 
системы. 

Давление )(tp  является решением следую-
щей краевой задачи [4]: 
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где Ω  – область, ограниченная поверхностью 
,S ,0 σ∪= SS 0S  – срединная поверхность той 

части системы, что контактирует с жидкостью, 
σ  – свободная поверхность колеблющейся 
жидкости (рис. 2). 

Подвижная граница жидкости описывается 
функцией ).,,,( tzrf ϕ  Для краевого условия на 
функцию )(tp  на 0S  используем предположе-
ние, что относительная скорость частицы жид-
кости, обтекающей поверхность оболочки, и 
относительная скорость соответствующей точ-
ки этой поверхности должны иметь одинако-
вые нормальные составляющие. На поверхно-
сти σ  одинаковыми должны быть скорость 
подвижной границы жидкости и угловая ско-
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рость вращения системы координат, связанной 
с оболочкой. 

 
Рис. 2. Оболочка, состоящая из сферической, цилиндрической 

и конической частей 

Следовательно, краевые условия имеют вид: 
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где ρ  – плотность жидкости, v  и a  – скорость 
и ускорение движения соответственно, r  –
радиус-вектор рассматриваемой частицы жид-
кости, n  – единичный вектор внешней норма-
ли к поверхности системы. 

Неизвестные функции ( , , , ), ( , , , ),p r z t u r z tϕ ϕ  
( , , , ), ( , , , )v r z t w r z tϕ ϕ  разыскиваются в виде 

тригонометрических рядов по переменным r  и 
ϕ . Для определения давления жидкости на 
оболочку в работе [6] построены гиперсингу-
лярные интегральные уравнения (ГСИУ) для 
каждого члена ряда. 

Исследование колебаний системы оболочек 
сводится к определению функций ),,,,( tzru ϕ  

( , , , ), ( , , , ),v r z t w r z tϕ ϕ  которые представляют 
собой перемещения системы, и функции 

),,,,( tzrf ϕ  описывающей свободную поверх-
ность жидкости S . 

Построение математической модели за-
дачи 

В работе [4] используется основной вариа-
ционный принцип теории упругости для выво-
да уравнений равновесия упругого тела. 

Вариационное уравнение Лагранжа включа-
ет в себя три уравнения упругого равновесия и 
три граничных условия. Следовательно, при 
применении этого принципа нет необходимо-
сти удовлетворять заранее статическим гранич-
ным условиям (они удовлетворяются автома-
тически). К тому же, так как задаются выраже- 
ния упругих смещений ),,,,( tzru ϕ  ( ,ц, , ),v r z t  

( ,ц, , ),w r z t  согласные со связями, наложенны-
ми на упругое тело, то соотношения Сен-Ве-
нана (совместности деформации) также будут 
выполняться. 

Трехмерные уравнения равновесия сводятся 
к двухмерным асимптотическим разложениям 
функционала [4], представляющим собой раз-
ность между потенциальной энергией упруго-
го тела и работой, совершаемой внешними си-
лами: 
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где zr uuu ,, ϕ  – проекции упругого перемеще-
ния u , zr QQQ ,, ϕ  – проекции объемной силы 

Q , zr qqq ,, ϕ  – проекции поверхностной силы 
q , V  – область, занимаемая упругим телом, S  – 
граничная поверхность, E  – модуль упруго-
сти, ν  – коэффициент Пуассона, zzrr eee ,, ϕϕ  – 
относительные удлинения, ϕϕ rzzr eee ,, – углы 
сдвига. 

Решение задачи о равновесии упругой обо-
лочки сводится к отысканию экстремума ука-
занного функционала J . Уравнения равнове-
сия упругого тела получаются как уравнения 
Эйлера–Лагранжа для функционала, который 
аппроксимирует исходный (асимптотическое 
приближение с погрешностью порядка мало-
сти 4h , где h  – толщина оболочки): 
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Выражения для )(ip  приведены в [4]. 
Для того чтобы первая вариация функцио-

нала J~  обращалась в нуль при любых вариа-
циях функций упругих перемещений, на по-
верхности 0S  должны выполняться равенства 
(уравнения равновесия), которые представимы 
в виде: 
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где zr DDD ,, ϕ  – линейные дифференциальные 
выражения, ),,(),,,(),,,( trZtrYtrX ϕϕϕ  нахо-
дятся по заданным поверхностным и объем-
ным силам [4]. 

Так как мы рассматриваем задачу о малых 
гармонических колебаниях системы, то 
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 где mω  – частота, а mmm wvu ~,~,~  – собственные 
формы колебаний рассматриваемой системы. 

Отыскание упругих перемещений осесим-
метричной оболочки ),(),,(),,( ϕϕϕ rwrvru  сво-
дится к решению краевых задач для систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ). При этом функции ),,(),,( ϕϕ rYrX  

),( ϕrZ  и искомые упругие перемещения рас-
кладываются в тригонометрические ряды: 
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Для функций ),(),(),(),( )(
000 rurwrvru j
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m
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m  ,2,1=j  ,...2,1=m  дифферен-
циальные уравнения равновесия представимы 
в виде: 
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где )()()( ,, m
z

mm
r DDD ϕ  – линейные дифференци-

альные выражения [4]. 
Для построения интегральных представле-

ний упругих перемещений осуществим интег-
рирование обыкновенных дифференциальных 
уравнений, содержащих одномерную дельта-
функцию. При этом вырожденные уравнения 
интегрируются в элементарных функциях и 
квадратурах, невырожденные – асимптотиче-
ским методом интегрирования обыкновенных 
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дифференциальных уравнений, содержащих 
малый параметр [4]. 

Вырожденные уравнения 
Данная работа посвящена построению ре-

шений вырожденных уравнений (при 0→h ). 
Обозначим через )(rss =  радиус сечения сре-
динной поверхности системы оболочек плос-
костью, перпендикулярной к оси z . Вырож-
денные уравнения запишем в виде ( 0≥m ): 
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Далее приведем полученные в работе реше-
ния вырожденных уравнений для различных 
типов оболочек вращения. 

Коническая поверхность 
Для конической поверхности ( ) sinшs r R r= − , 

где R  – радиус основания конуса, ψ  – угол 
между образующей и осью конической по-
верхности. 

Главные кривизны равны 
ψ−

ψ
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cos,0 21 rR

kk . 

Вырожденные уравнения принимают вид: 
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При 0≥m  получены следующие решения 
этих уравнений: 
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зависящие от четырех произвольных констант. 
Цилиндрическая поверхность 
Для цилиндрической поверхности Rrs =)( . 

Главные кривизны равны 1 2
10,k k
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При 0≥m получаем решения вырожденных 
уравнений (11): 
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которые также зависят от четырех произволь-
ных постоянных. 

Сферическая поверхность 
Для сферической поверхности )(rs  описы-

вается следующим выражением: 222 dRs −= , 
где R  – радиус шара, d  – расстояние от секу-
щей плоскости до центра сферы. 

Главные кривизны равны 1 2
1 1,k k
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Для случая 0=m  введем функцию )(rj : 
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которая удовлетворяет дифференциальному 
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Рассмотрим случай 1≥m . Введем функцию 
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Для mu  получим следующее дифференци-
альное уравнение: 
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Решением этого уравнения является функция 
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Перемещение mv  примет вид: 
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Для перемещения mw  имеем: 
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На рис. 3 приведен график решения вырож-
денных уравнений для конической, цилиндри-
ческой, сферической оболочек, а также для 
систем оболочек, изображенных на рис. 1. 

Интегральное представление упругих пере-
мещений wvu ,,  получаем интегрированием 
ОДУ, содержащих δ-функцию. 

 

 

 
Рис. 3. Решение вырожденных дифференциальных уравнений 

Частные решения задачи строятся следую-
щим образом: 
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Общим

 

решением

 

задачи (6) является

 

ли-
нейная

 

комбинация

 

ее

 

частных

 

решений. 
Заключение. В

 

процессе

 

решения

 

постав-
ленной

 

задачи

 

построено

 

интегральное

 

пред-
ставление (12) упругих

 

перемещений

 

системы

 

оболочек

 

вместе

 

с

 

содержащейся

 

в

 

ней

 

жидко-
стью. С

 

этой

 

целью

 

рассмотрены

 

вырожден-
ные

 

уравнения

 

задачи (2) для

 

систем

 

оболочек

 

вращения. 
Полученные

 

представления

 

дают

 

возмож-
ность

 

рассматривать

 

сложные

 

оболочки

 

с

 

рез-
ким

 

изменением

 

меридиана, выделять

 

зоны

 

сварных

 

швов

 

и

 

прочие

 

конструктивные

 

осо-
бенности, что

 

практически

 

неосуществимо

 

дру-
гими

 

численными

 

и

 

аналитическими

 

методами. 
В

 

дальнейшем

 

предполагается

 

проведение

 

исследования

 

импульсного

 

воздействия

 

на

 

системы

 

оболочек, содержащих

 

жидкость. 
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