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Существование согласованного -аддитивного продолжения мер  
в теории возможностей 

Рассмотрено существование согласованного продолжения мер возможности и необходимости. Доказано существование про-
должения обобщенного отрицания и согласованного продолжения меры возможности и необходимости с алгебры множеств 
на минимальную сигма-алгебру. 

The existence of the consistent extension of measures of the possibility and the necessity is considered. The existence of the continua-
tion of the generalised k-additive negation and of the coordinated continuation of the measure of the possibility and necessity from the 
set algebra to the minimal sigma-algebra is proved. 

Розглянуто існування узгодженого продовження мір можливості і необхідності. Доведено існування продовження узагальне-
ного заперечення та узгодженого продовження міри можливості і необхідності з алгебри множин на мінімальну сигма-
алгебру. 
 

Введение. Теория возможностей, предложенная 
Л. Заде [1], – удобный математический форма-
лизм для описания субъективных суждений и 
неопределенной неточной информации. В даль-
нейшем эту теорию развивали разные школы 
математиков, отметим [1–3].Один из фундамен-
тальных результатов теории возможностей – 
теорема о продолжении меры возможности из 
одного класса событий на более широкий класс 
событий. Дуальной к ней является теорема о 
продолжении меры необходимости. В то же 
время можно считать, что возможность и не-
обходимость связаны соотношением типа «от-
рицание возможности дополнения события яв-
ляется утверждением о необходимости собы-
тия». В связи с этим возникает необходимость 
в исследовании условий существования про-
должения пары подобным образом связанных 
мер возможности и необходимости. 

Цель статьи – получение условий существо-
вания согласованного продолжения мер воз-
можности и необходимости из алгебры собы-
тий на порожденную ею сигма-алгебру. 

Основной результат 
Пусть Х – не пустое множество (элементар-

ные события), А – класс подмножеств Х, кото-
рый содержит , Х (составные события). 

Пусть  обозначает кардинальное число и 

0 . 

                                                 
Ключевые слова: нечеткая логика, теория возможно-

стей, мера возможности, мера необходимости, -аддитив-
ное продолжение мер. 

Введем некоторые определения. 
Определение 1. -аддитивная мера возмож-

ности на А определяется как функция :P LA , 
удовлетворяющая условию 

 sup ,t t
t Tt T

P A P A


 
 

 
  

если { | }tA t T  – семейство множеств из А та-

кие, что T  , t
t T

A


A . 

Определение 2. -внешняя мера возможно-
сти, построенная по -аддитивной мере воз-
можности Р на А, определяется равенством 

*

{ | }
2 : ( ) inf sup ( )

t

X
tE t T t T

B P B P E
 

   , 

где инфимум берется по системам }|{ TtEt   под-

множеств А, для которых T   и t
t T

A B


 . 

Определение 3. -мультипликативная мера 
необходимости на А определяется как функ-
ция :N LA , которая удовлетворяет условию 

inf ( )t t
t T

t T

N A N A




 
 

 
 , 

если { | }tA t T  – семейство множеств из А та-

кие, что T  , t
t T

A


A . 

Определение 4. -внутренняя мера необхо-
димости, построенная по -мультипликатив-
ной мере необходимости N на А, определяется 
равенством 

*
{ | }

2 : ( ) sup inf ( )
t

X
tt TE t T

B N B N E


   , 
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где супремум берется по системам }|{ TtEt   

подмножеств А, для которых T   и t
t T

A B


 . 

Определение 5. -обобщенное отрицание на 
А определяется как функция θ : A A , кото-
рая удовлетворяет условиям: 

 если { | }tA t T  – семейство множеств из 

А, T  , t
t T

A


A , то θ( )t
t T

A


A  и выпол-

няется равенство 
Tt

t
Tt

t AA










)(θθ . 

 AAA  ))(θ(θ:A . 
Определение 6. Мера возможности Р назы-

вается нормированной, если ( ) 1, ( ) 0P X P   . 
Мера необходимости N называется нормиро-
ванной, если 0)(,1)(  NXN . 

В дальнейшем все меры возможности и не-
обходимости будут считаться нормированными. 

Определение 7. Р-моделью теории возмож-
ностей назовем тройку ( , , )X PA , где P  – -ад-
дитивная мера возможности на А для некото-
рого 0 . 

Определение 8. PN-моделью теории возмож-
ностей назовем четверку ( , , , )X P NA , где P  

является -аддитивной мерой возможности на 
А, N  – -мультипликативной мерой необхо-
димости на А для некоторого 0 . 

Определение 9. PN-модель называется со-
гласованной, если существует обобщенное от-
рицание θ  и непрерывная убывающая биекция 

]1,0[]1,0[:θ N
L  такие, что : (θ( ))A P A  A  

))(( ANN
L . 
Согласованная PN-модель сопоставляет ка-

ждому событию значения возможности и необ-
ходимости, причем эти значения связаны с по-
мощью обобщенного отрицания. 

Отрицание не всегда является дополнением. 
P-модель предоставляет формализацию лишь 
понятию возможности и может рассматривать-
ся как упрощение PN-модели. 

Обозначим буквой А класс подмножеств Х, 
замкнутый относительно конечных объедине-
ний и пересечений, содержащий   и Х. 

Введем обозначения: 

O {{ }: , , }A t t t
t T

E E t T A E


   A  , 

O {{ }: , , }B t t t
t T

E E t T B E


   A  . 

Лемма 1. Внешняя мера возможности )(* P  – 
монотонная, т.е. для XBA  ,  таких, что 

BA  будем иметь )()( ** BPAP  . 

Доказательство. Множества BA OO ,  явля-
ются множествами внешних покрытий A  и B  
соответственно. Тогда BA OO  . Отсюда сле-

дует, что )()( ** BPAP  . 

Лемма 2. Если P  – к-мера возможности на 
A , *P  – к-внешняя мера возможности, по-
строенная по P , то для произвольного множе-
ства AB  выполняется )()(* APAP  . 

Доказательство. Выберем семейство {E t} та-
ким образом, чтобы T = {1}, E1 = A. Получим, что 


Tt

tEA


 , и соответственно, 


)(supinf
}{

t
TtOE

EP
At

P(A). 

Таким образом )()(* APAP  . 

По определению точной нижней грани для 
0 , { }, :t tE t T E  A  такое, что 

ε)()()(sup * 


APEPEP
Tt

tt
Tt

 . 

Поскольку 
Tt

t
Tt

t EAEAA


 )()( , 

тогда 


))(()( 
Tt

tEAPAP 


)(sup t
Tt

EAP 
 

)(sup t
Tt

EP


 , при AΑ . 

Теорема 1. Пусть P – -аддитивная мера воз-
можности на A , *P  – -внешняя мера возмож-
ности, построенная по мере возможности P. 
Тогда *P – -аддитивная мера возможности на 
булеане X, являющаяся продолжением меры P. 

Доказательство. *P  – продолжение P  по 
лемме 2. Покажем -аддитивность *P  на бу-
леане X , т.е. покажем выполнение равенства 

)(sup)( **
t

TtTt
t APAP



  для ,T t  
 

XAT t  : . 
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Сначала докажем выполнение неравенства 

)(sup)( **
t

TtTt
t APAP



 . 

Для множества t
t T

A

  имеем 

)(supinf)(
}{

*
t

TtE
Tt

t APAP
Tt  

 .
 

Соответственно, для каждого из множеств 

tA  выполняется 

 )(supinf)(
}{

*
tp

TpOE
t EAP

tAtp 
 . (1) 

Семейство множеств {Ejk} является одним из 
внешних покрытий множества t

t T

A

 , причем 

его мощность не превышает 2  . Так как 
нижняя грань множества не больше любого 
его члена, то выполняется неравенство: 

 

).(supsup)(sup

)(supinf)(
}{

*

tp
TpTt

tp

Tp
Tt

t
TtE

Tt
t

EPEP

APAP
Tt












  

(2)

 

Из (1) следует, что для каждого Tt  можно 
подобрать такое внешнее покрытие TptpE }{ , 

для которого выполняется ε)(sup)(* 


tp
Tp

t EPAP . 

Подставив это выражение в (2), получаем, что 

ε)(sup ** 









t
TtTt

t APAP  . Однако  может быть 

как угодно малым положительным числом, оче-
видно, тогда 

)(sup **
t

TtTt
t APAP










 . 

Докажем неравенство: 

 )(sup)( **
t

TtTt
t APAP



 . (3) 

Из монотонности -внешней возможности и 
включения Ts  s

Tt
t AA 


  следует, что 

)(**
s

Tt
t APAP 









 , откуда, переходя к супре-

муму, получим неравенство (3). 

Таким образом, )(APAP t
TtTt

t
** sup










 . Итак, 

)(* P  – по определению, мера возможности, 
что и доказывает теорему. 

Следствие. Пусть Р – -аддитивная мера 
возможности на A ; B  – класс подмножеств 
X  такой, что BA  ; *P  – -внешняя мера воз-
можности, построенная по мере возможности 

Р. Тогда *P
B  

– -аддитивная мера возможно-

сти на B , которая является продолжением ме-
ры P . В дальнейшем будем её называть стан-
дартным -продолжением P  из A  на B . 

Аналогично можно доказать продолжаемость 
меры необходимости. 

Теорема 2. Пусть N  – -мультипликатив-
ная мера необходимости на A , *N  – -внут-

ренняя мера необходимости, построенная по 
N . Тогда *N – -мультипликативная мера не-

обходимости на булеане X , которая является 
продолжением N . 

Следствие. Пусть N  – -мультипликатив-
ная мера необходимости на A ; B  – класс под-
множеств X  такой, что А  B. *N – -внутрен-

няя мера необходимости, построенная по N . 
Тогда *N

B
– -мультипликативная мера необ-

ходимости на B , являющаяся продолжением 
N . В дальнейшем будем называть ее стан-
дартным  -продолжением N из A  на B . 

Лемма 3 (Транзитивность продолжений). 
Пусть Р – -аддитивная мера возможности на 
A ; B  и C  – классы подмножеств X , замкну-
тые относительно конечных объединений и 
пересечений, для которых выполняется А  B 
 C и пусть Q  – стандартное -продолжение 

P  из A на B , R  – стандартное -продолжение 
Q  из B  на C , H  – стандартное -продолже-
ние P  из A  на C . Тогда RH  . 

Доказательство. Будем обозначать через Et  
подмножества A, tF  – подмножества B. Пусть 

AC : 
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( ) inf{sup ( ) | { , } , }t t t
t T t T

R A Q F F t T F A
 

    =

= *

{ , }:
inf sup ( )

tFt
tF t T A t T

P F
  

 . 

По теореме о продолжении и из монотонно-
сти внешней меры имеем 

)(AR *

{ , }:
inf

tF
t Tt

tF t T A
P F

 

 
 
    *( ) ( )P A H A  . 

С другой стороны, учитывая, что А  B, по-
лучаем:  

{ , }:
( ) inf sup ( )

tFt
tF t T A t T

R A Q F
  




 


{ , }:

inf sup ( )
tEt

tE t T A t T
Q E

  
 = 

=
{ , }:

inf sup ( ) ( )
tEt

tE t T A t T
P E H A

  



 . 

Лемма доказана. 
Лемма 4. Пусть B  – класс подмножеств X , 

замкнутый относительно -объединений и пе-
ресечений (как и A ) А  B. Пусть на A  зада-
но -аддитивную меру возможности P , -
мультипликативную меру необходимости N  и 
-обобщенное отрицание . Пусть существует 
продолжение  до -обобщенного отрицания 
1  на B  и существует функция :N

L L L   – не-
прерывная и строго убывающая биекция, та-
кая, что : ( ( )) ( ( ))N

LA P A N A    A . Пусть P1, 

N1 – стандартные -продолжения соответствен-
но P и N из A на B. Тогда A  B : P1(1(A)) = 

1( ( ))N
L N A  . 

Доказательство. Имеем 

1 1( ( ( )))N
L N A  = 

= 
1{ , }: ( )

sup inf ( )N
L

t t
tt TE t T E A

N E
 

 
 
 
 

= 

 =
1{ , }: ( )

inf sup ( ( ))N
L t

t tE t T E A t T
N E

  



 = 

=
1 ( ){ , }:

inf sup ( ( ))
t

N
L t

EtE t T A t T
N E

  



= (замена  

)(θ tt EF  ) =
{ , }:

inf sup ( ( ( )))
t

N
L t

FtF t T A t T
N F

  
 


 = 

= 
{ , }:

inf sup ( )
t

t
FtF t T A t T

P F
  

= 1( )P A . 

Лемма доказана. 

Согласно лемме 4, для существования со-
гласованного продолжения мер возможности и 
необходимости, достаточно существования про-
должения обобщенного отрицания. Исследуем 
условия возможности такого продолжения. 

Назовем 0 –обобщенное отрицание для удоб-

ства -обобщенным отрицанием. 
Лемма 5. Пусть А – алгебра подмножеств Х. 

Функция ΑΑ:θ  является -обобщенным от-
рицанием на А тогда и только тогда, когда 
функция θ  удовлетворяет условиям: 

 ,A B A :  )( , )()( AA  ; 
)()()( BABA  ; 

 A A  AA  ))(( ; 

 )()(lim AAn   для произвольной после-

довательности An  A такой, что lim An = A  A. 

Доказательство. Докажем необходимость. 
, : ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ),

A B A B A B

A B A B A B

          
       

A
 

),()())()((

))()(()()(

BABA

BABABA




 

).()())()((

))()(()()(

BABA

BABABA




 

Тогда 

);()()()(

)()(

BABA

BABBA




 

;)()(

))(()()(




XX

XX
 

;)()(

))(()()(

XXX

XX




 

).()(

)(\)()()()(

))(\)(()()()(

AA

AAAA

AAXXAA











 

Таким образом, выполняется первое свой-
ство. Второе следует из равенства 

AAAAA  ))(())(())(())(( . 

Пусть Cn  A, lim Cn = . Тогда для произ-
вольной подпоследовательности 

knC  такой, что  

1
kn

k

C


  , имеем:  
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,)()(
11

11





























k
nn

k

k
n

k
n

kk

kk

CC

CC
 

т.е. нет точек, которые бы принадлежали бес-
конечно многим множествам последовательно-
сти (Cn). Отсюда следует, что lim (Cn) = . 

Пусть lim nA A , , nA A A . Тогда )\lim( AAn  

 )\lim( nAA , и поэтому  )\(lim AAn  

= lim ( \ )nA A   . Тогда последовательность 

)\(\)()\( nn AAAAA  = 




)()\(

))\(\)\((

nnn

nn

AAAAA

AAAAA
 

)()\(

))\(\)\((

nnn

nn

AAAAA

AAAAA




 

является сходящейся и )()(lim AAn  . Необ-

ходимость доказана. 
Докажем достаточность. Пусть A, B  A. 

Тогда 

).()())()((

)()(

BABA

BABA




 

Пусть nA – последовательность элементов А 

и 
1

n
n

A A


 A . 

Тогда 
1

n

n k
k

B A


 – тоже последовательность 

элементов А. 
Однако lim nB A , из чего следует 

.)()(lim

lim)(lim)(

11

1





















n
n

n

k
k

n

k
kn

AA

ABA

 

Поэтому 
)()()()()(

111

AAAAA
n

n
n

n
n

n 

 . 

Таким образом, для   выполняется первое 
условие из определения обобщенного отрица-
ния. Инволютивность   следует из равенства 

AAAAA  ))(())(())(())(( . 
Лемма доказана. 

Лемма 6. Пусть   является -обобщенным 
отрицанием на алгебре множеств А и  . 

Тогда система множеств В = { lim nA | ( )nA  –схо-

дящаяся последовательность элементов А}, яв-
ляется алгеброй множеств и существует продол-
жение   до -обобщенного отрицания 1  на В. 

Доказательство. Обозначим последователь-
ности элементов А как ,n nA B . Тогда из того, 

что A nAA lim0 , B nBB lim0  следует, что 

0 0 lim( nA B A   )nB B , 0 lim( )nA A   B , 

X B  и, таким образом, В является алгеброй 
множеств (расширением А). 

Пусть lim limn nA B  . По предыдущей лем-

ме, последовательности )( nA  и )( nB  сходят-

ся и )(lim)(lim nn BA  . 

Таким образом, функция 1, определенная 
как )(lim)(lim1 nn AA  , является определен-

ной на В, причем 1 – продолжение , по-
скольку A AAAA ),()(lim)(lim1 . 

Покажем, что она является дополнением  
-обобщенного отрицания, т.е. удовлетворяет 
условиям леммы 5. Имеем: 

  ))(lim()lim(lim 11 nnnn BABA  

 ))()(lim( nn BA  

)(lim)(lim)(lim)(lim 11 nnnn BABA  ; 

  )(lim)(lim)lim( 11 nnn AAA  

1lim ( ) (lim )n nA A     ; 

  ))((lim))(lim( 111 nn AA  

lim ( ( )) limn nA A    ; 

 пусть ,m nC  – элементы А, ,lim lim m nm n
C  , 

и предположим, что )(limlim ,nm
nm

Cz  . 

Тогда существует последовательность ин-
дексов km  такая, что для всех k выполняется 

)(lim ,nm
n k

Cz  . Отсюда следует, что сущест-

вует последовательность kN  такая, что для 

kn N  выполняется )( ,nmk
Cz  , а поэтому 


k

k

Nnk
nmCz




,1

, )(  – счетное пересечение, откуда 
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



k

k

Nnk
nmC

,1
,  и получили, что : ( kt k n N     

, )
km nt C  . Отсюда следует, что k t  

,lim
km n

n
C , учитывая, что последовательность 

,km nC  является сходящейся для произвольного 

k, получаем, что для всех k  имеет место 

,lim
km nn

t C , т.е. получили противоречие 

, ,lim lim lim limm n m n
m n m n

C C   . 

Таким образом, выполняется 
 )(limlim ,nm

nm
C . 

Рассмотрим , ,m n pA C  – элементы А такие, 

что ,lim lim limm n mm n
A C . Тогда 





))\(\)\((limlim

)(limlim

,,

,

nmmmmnm
nm

nm
nm

ACCCA

A
 

))\(\)()\((limlim ,, nmmmmnm
nm

ACCCA  . 

Поскольку  

, ,lim lim( \ ) lim lim( \ )m n m m m nm n m n
A C C A  , 

исходя из доказанного, получаем 

 )\(limlim)\(limlim ,, nmm
nm

mnm
nm

ACCA . 

Тогда выполняется 

 ))\(\)()\((limlim ,, nmmmmnm
nm

ACCCA  

).(lim)\(limlim\)(lim

)\(limlim

,

,

mnmm
nm

m

mnm
nm

CACC

CA




. 

Из последнего свойства и следует непре-
рывность 1. 

Лемма доказана. 
Теорема 3. Пусть на алгебре множеств А 

задано -обобщенное отрицание  . Тогда су-
ществует продолжение   до -обобщенного 
отрицания *  на S – -алгебру, порожденную 
алгеброй А. 

Доказательство (По трансфинитной индук-
ции). Пусть On – класс порядковых чисел. Оп-
ределим функцию ( ) : 2XOn A  следующим 
образом: 

 (0) A A ; 

 для 0  положим )(A – расширение 

)( 0A , построенное как в лемме 5, если  име-
ет предшественника 0; 

 


 )()( AA , если  не имеет предше-

ственника. 
Заметим, что )()(  AA  и   

)(A  является алгеброй подмножеств Х. 

Поскольку Х является множеством, то 
)1()()()(: ******  AAAA , т.е. 

)( *A  замкнута относительно взятия предела 
последовательности, а поскольку она содержит 
А, то содержит и монотонный класс, порож-
денный А, и соответственно -алгебру, порож-
денную А. 

Определим продолжение   функции   на 

каждую алгебру )(A . 

Для 0  положим 0 . 

Предположим, что   определено  . 

Тогда: 
 если  имеет предшественника 0, то опре-

делим   как продолжение 
0

 , построенное в 

лемме 5. 
 если  не имеет предшественника, то на за-

данном множестве A  A() таком, что A  A(), 
 < , определим  (A) =  v(A). Очевидно  (A) 

определена однозначно. 
Таким образом, искомое продолжение су-

ществует. 
Теорема доказана. 
Структуру полностью аддитивного обобщен-

ного отрицания описывает следующая теорема 
(в предположении справедливости аксиомы 
выбора). 

Теорема 4. Пусть   – полностью аддитив-
ная инволюция на булеане X , |X|>1. 

Тогда существует разбиение X  на множе-
ства M, N, K и биекция NMf :  такая, что 

).()(

)()(:
1 NAfMAf

KAAXA





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Доказательство.  Пусть  },|}{{ XzzS   
)(1

1 SS  . Так как 1X , то 1S . Возьмем 

}{})({)(:1 ztASA
At



  для некоторого 

z A . Если 1A , то среди })({t  есть одина-

ковые, что противоречит биективности  , по-

этому A S  и 1S S . Поскольку 1 , то 

1S S  и сужение   на S  является биекцией. 

Согласно аксиоме выбора, возьмем из каж-
дого множества класса {{ , }| , , ,x y x y X x y   

({ }) { }}x y   по элементу и образуем множе-

ство M; положим MKXN \\ ,   ({ })f z z  . 

Тогда 

).()()(

)()()()(
1 NAfMAfKA

NAMAKAA






 

Теорема доказана. 
Рассмотрим PN – модель ),,,( NPX A , где  

А – алгебра множеств. Пусть В – алгебра мно-
жеств, которая является расширением А. 

Определение 10. Если меры P и N согласо-
ваны посредством обобщенного отрицания , 
то пару функций 11 , NP  назовем согласован-
ным продолжением мер P и N из А на В, если 

1P  – продолжение P до меры возможности на 

В, 1N  – продолжение N до меры необходимо-
сти на В и, кроме того, существует продолже-
ние  до обобщенного отрицания 1 на В такое, 
что меры 1P  и 1N  – согласованы обобщенным 

отрицанием 1. 
Теорема 5. Пусть на алгебре множеств A  

задано -аддитивную меру возможности P  и 
-мультипликативную меру необходимости N, 
которые согласованы -обобщенным отрица-
нием  . Тогда существует согласованное -ад-

дитивное продолжение мер P  и N  из A  на -
алгебру, порожденную алгеброй A . 

Доказательство. Поскольку 0 , то по 

теореме 3 существует продолжение обобщен-
ного отрицания   до обобщенного отрицания 

*  на -алгебру, порожденную алгеброй A . 
Далее существование согласованного про-

должения мер P  и N  на -алгебру, порож-
денную алгеброй A , следует непосредственно 
из леммы 4. 

Теорема доказана. 
Заключение. В статье изучен вопрос суще-

ствования согласованного продолжения мер 
возможности и необходимости из алгебры со-
бытий на порожденную ею сигма-алгебру. До-
казано (теорема 5), что -аддитивное согласо-
ванное продолжение -аддитивных мер суще-
ствует для произвольного кардинального числа 

0 . 

Работа выполнена при поддержке Государ-
ственного фонда фундаментальных исследова-
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