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Математические методы и модели  
в системах учебного назначения 

УДК 004.421.6 

М.С. Львов 
Реализация вычислений в алгебрах числовых множеств  
в математических системах учебного назначения 

Рассмотрены методы реализации вычислений – основных при программировании алгоритмов решений стандартных задач 
школьного курса алгебры: задач решения алгебраических и трансцендентных уравнений и неравенств в алгебрах множеств на 
числовой оси. 

The methods of implementation of computations in algebras of sets on the number axis are considered. These computations are basic 
for the programming of solutions algorithms for standard algebraic school type tasks: the solution of algebraic and transcendental equa-
tions and inequalities. 

Розглянуто методи реалізації обчислень – основних у програмуванні розв’язання стандартних задач шкільного курсу алгебри: 
задач розв’язання алгебраїчних та трансцендентних рівнянь та нерівностей в алгебрах множин на числовій осі.  

 
Введение1 Разработка математических систем 
учебного назначения [1–4] показала, что реа-
лизация алгебраических вычислений в систе-
мах алгебраического программирования [5–9] 
требует предварительного проектирования мно-
госортных алгебраических систем (МАС), ко-
торое состоит в разработке иерархий сортов 
МАС и спецификаций интерпретаторов много-
сортных алгебраических операций [10, 11]. 

Школьный курс алгебры использует несколь-
ко алгебр числовых множеств (АЧМ). Так, ре-
шением алгебраического уравнения является ко-
нечное числовое множество. Решение тригоно-
метрического уравнения – периодическое чи-
словое множество. Решением алгебраического 
неравенства является объединение числовых ин-
тервалов. Решение уравнения 0)(*)( xgxf  – 
объединение решений уравнений 0)( xf  и 

0)( xg . И этот перечень можно продолжить. 
Поэтому и математические системы учебного 
назначения должны поддерживать вычисления 
в АЧМ. 

                                                 
Ключевые слова: математические системы учебно-

го назначения, методы компьютерной алгебры, символь-
ные преобразования, алгебраические и трансцендентные 
уравнения и неравенства. 

Абстрактные свойства алгебр числовых 
множеств 

Абстрактные (аксиоматические) свойства 
АЧМ определяются иерархией наследования, 
определяющей сигнатуры и аксиомы абстракт-
ных алгебр [12] (рис. 1). 

   Set  Алгебра множеств 

  NumSet Алгебра одномерных  
    числовых множеств 

  PointSet Алгебра точечных  
   множеств

  IntervalSet Алгебра числовых и
    интервальных множеств

ExtCoef 

Coef 

 
Рис. 1. Иерархия наследования одномерных числовых мно-

жеств 

Set – абстрактная алгебра множеств, в ко-
торой определены сигнатуры и аксиомы теоре-
тико-множественных операций. 

ExtCoef – расширенная числовая ось – рас-
ширение линейно-упорядоченного числового 
поля Coef константами PlusInf, MinusInf, обо-
значающими плюс и минус бесконечность. Ос-
новные свойства: 

a  Coef  {PlusInf + a = PlusInf, 
MinusInf + a = MinusInf; 

PlusInf – a = PlusInf, 
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MinusInf – a = MinusInf; 
a - PlusInf = MinusInf, 

a - MinusInf = PlusInf; 
a > 0  PlusInf*a = PlusInf, 

a < 0  PlusInf*a = MinusInf, 
a < 0  MinusInf*a = PlusInf, 

a > 0  MinusInf*a = MinusInf; 
a > 0  PlusInf/a = PlusInf, 

a < 0  PlusInf/a = MinusInf, 
a > 0  MinusInf/a = MinusInf, 

a < 0  MinusInf/a = PlusInf, 
a/PlusInf = 0, a/MinusInf = 0 
MinusInf < a, a < Plusnf }; 
NumSet – абстрактная алгебра одномерных 

числовых множеств, параметризованная ExtCoef 
как базовым множеством. Операция In при-
надлежности элемента множеству определена 
спецификацией In:ExtCoefNumSet  Bool. 

Сигнатура NumSet включает операции Inf: 
NumSet  Coef, Sup: NumSet  Coef, Min: 
NumSet  Coef, Max:NumSet  Coef и дру-
гие операции, специфические для числовых мно-
жеств на числовой оси. Кроме теоретико-мно-
жественных операций, в алгебре NumSet опре-
делены арифметические операции Add, Subsrtuct, 
Mult, UnionMult: 

Add(2): CoefNumSet  NumSet, ac; 
Subsrtuct(2): CoefNumSet  Num-

Set, NumSetCoef  NumSet; 
Mult(2): CoefNumSet  NumSet, ac; 
UnionMult(2),()(): NatNumSet  

 NumSet, ac; 
Операции Add, Subsrtuct, Mult использу-

ются для решения задач типа Sbax  , где 
NumSetS   (числовое множество). В терминах 

этих операций эта задача решается одним пра-
вилом: 

 )(*1 bSaxSbax   . (1) 
Семантика операции UnionMult более сложна: 

 SkSSSk *...*2  . (2) 
Эта операция является производной от опе-

раций Union, Mult: 

UnionMult:{1S = S, kS = k*S  
 (k-1)S}. 

PointSet – алгебра конструктивных точеч-
ных множеств. Элементами конструктивно оп-
ределенного точечного множества может быть 
либо конечное множество точек, либо беско-
нечное конструктивно определенное точечное 
множество. Конструктивные определения бес-
конечных множеств реализованы в терминах 
операций 

Element:FunctionNatCoef, NextEle- 
ment:FunctionPointSetExtCoef. 

Операция Element задает числовое множе-
ство определением )(nfan  , где функция f 
задается в спецификации каждой конкретной 
алгебры. 

Операция NextElement задает числовое мно-
жество определением )(1 nn afa  , где функ-
ция f задается в спецификации каждой кон-
кретной алгебры.  

Допускается также определение числовых 
множеств любыми конструктивными средства-
ми, т.е. алгоритмами перечисления элементов 
множеств. Это рекомендуется делать путем 
определения алгебр, наследующих NumSet или 
PointSet.  

IntervalSet – алгебра конструктивных чи-
словых интервальных множеств. Элементы этой 
алгебры – суть конечные или бесконечные кон-
структивно определенные объединения число-
вых промежутков. 

kAAAS  ...21 , или 

......21  kAAAS , 

),( baAi  , или ),[ baAi  , 

         или ],( baAi   или ],[ baAi  .               (3) 

Как и для точечных множеств, определяем 
операции  

Element(1):FunctionNatInterval, 
NextElement(2):FunctionPointSet 

Interval. 
Структура расширений алгебр числовых 

множеств 
Конструктивные реализации АЧМ заключа-

ются в конструктивных определениях элемен-
тов алгебр и интерпретаторов операций в виде 
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систем переписывающих правил. Наш подход 
состоит в определении следующей структуры 
расширений АЧМ (рис. 2). 

ExtCoef Поле числовой оси 

FinitNumSet Алгебра конечных 
точечных множеств 

Interval Алгебра числовых интервалов  

PeriodGenNumSet Алгебра периодических  
интервалов и точечных множеств  

PeriodNumSet Алгебра 
периодических множеств 

PeriodIntervalSet Алгебра 
периодических интервалов 

GenNumSet Алгебра интервалов 
и точечных множеств  

IntervalSet Алгебра интервальных 
множеств   

 
Рис. 2. Структура расширений одномерных числовых мно-

жеств 

Алгебра FinitNumSet определяется специ-
фикациями: 

Sort FinitNumSet::PointSet; 
Parameter Field Coef; 
Constructor 
    {FinitNumSet P = {Coef M, FinitNumSet Q}

  // Конструктор сорта 
{Empty, P} = {P}; {M, Empty} = {M}; 

  // Функции вложения  
LeadElement(P) = M,  Deg(P) = M, 

Deg(M) = M; // Функции доступа 
M < Deg(Q);     

  // Контекстное условие 
Form: { M  Coef, Q  FinitNumSet,  
   {Empty, P} = {P}, {M, Empty} = {M}; 
   Deg(M) > Deg(Q) }; 
Operations 
Union: {M, P}  {M, Q} = (M, P  Q};   
Intersect: {M, P}  {M, Q} = (M, P  Q};   
Substruct: {M, P} – {M, Q} = (P – Q};   
In: {M ( {M, P} = True, 
M < N ( N ( {M, P} = N ( {P}, 
M > N ( N ( {M, P} = False,  
M ( {M} = True, 
M <> N  N  {M} = False, // Или N  {M} =False 
M ( Empty = False}; 
Add: a + (M, P) = (a + M, a + P); 
Substruct:{a – (M, P) = (a – M, a – P), M, P)–a = 

= (M – a, P – a)}; 
Mult: a*(M, P) = (a*M, a*P). 
Отметим, что в спецификациях теоретико-

множественных операций приведены лишь ос-

новные правила вычислений операций Union, 
Intersect, Substract. Таким образом, алгебру Fi-
nitNumSet определяют как линейное динамиче-
ское расширение Coef [9]. Поэтому полные сис-
темы интерпретирующих правил операций Un-
ion, Intersect, Substract можно вывести метода-
ми [10]. В спецификациях приведена полная сис-
тема правил лишь для операции In. 

Сорт Interval. Элементы алгебры Interval – 
числовые интервалы ),( baA  , ),[ baA  , A = (a, 

b], ],[ baA  . Рассматриваем и бесконечные, и 
пустые интервалы. Операция Union определе-
на частично. Ее полное определение будет пре-
доставлено в алгебре IntervalSet. Основная про-
блема при реализации этой алгебры – пробле-
ма частных случаев. Подсчитано, что система 
интерпретирующих правил для бинарной тео-
ретико-множественной операции, написанная на 
основе полного перебора возможных вариан-
тов взаимного расположения интервалов, име-
ет 96 правил. Для решения этой проблемы в 
спецификациях определяем Interval как стати-
ческое расширения базового сорта OpenInterval. 

Сорт OpenInterval. Алгебра OpenInterval – 
алгебра открытых интервалов в числовой вехе. 
Операции алгебры – Intersect, Union, Substract, 
In. Заметим, что операция Union определена 
частично – для пересекающихся открытых ин-
тервалов. Операция Substract не является мо-
нотонной: тип результата не совпадает с типа-
ми аргументов. Поэтому она будет интерпре-
тирована частично в алгебре Interval как про-
изводная от операций Intersect, Union. Полная 
интерпретация операций Union, Substract воз-
можна лишь в алгебре IntervalSet. Кроме тео-
ретико-множественных операций, определены 
операции частичного порядка «меньше», «боль-
ше» – соответственно Les и Gre, определенные 
для непересекающихся интервалов. 

Intersect:{ 
Max(a,c) < Min(b,d)((a,b)((c,d) = 

=(Max(a,c), Min(b,d)), 
(a,b)(c,d) = Empty   // Max(a,c) >= 

>=Min(b,d)}; 
Union:{Max(a,c) < Min(b,d)( (a,b) ( 

(c,d) = (Min(a,c), Max(b,d))}; 
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In: {x  (a, b) = (x > a)&(x < b)}; 
Les: {(a, b) < (c, d) = (b <= c) }; 
Gre: {(a, b) > (c, d) = (d >= a) }. 
Сорт Interval определяется следующей спе-

цификацией:  
Sort Interval::IntervalSet;  
Parameter Field ExtCoef; 
Constructor 
Interval P =  {// Конструктор сорта 
((ExtCoef L, Bool LP), (ExtCoef R, 

Bool RP))|Empty; 
(L, False), (R, False)) = (L, R); 

  // Вложение в OpenUnterval 
(L, True), (L, True)) = {L};   

  //  Вложение в PointSet 
LeftPoint(P) = L, RightPoint(P) = 

= R,    // Cелекторы 
LeftClosed(P) = LP, RightClosed(P)= 

= RP, 
(L < R) or(L = R)&LP&RP   // Контекст-

ное условие 
Form:{L, R (Coef, LP, RP (Bool, L < P}. 
Интерпретация монотонных операций в In-

terval отличается от их интерпретации в Open-
Interval интерпретаторами функций Min, Max. 
Рассмотрим алгебру PointBool с носителем 
PointBool A = (ExtField A, Bool LA) и 
операциями 

Min(2): PointBool ( PointBool ( 
PointBool, 

Max(2): PointBool (PointBool ( 
PointBool, 

Rev(1): PointBool ( PointBool; 
Max:{a > b  Max((a, u),(b, v))= 

=(a, u), 
   a < b (Max((a, u),(b, v))=(b, v), 
Max((a, u),(a, v))=(a, Max(u,v))}; 
Min:{a < b  Min((a, u),(b, v))= 

=(a, u), 
   a > b ( Min((a, u),(b, v))=(b, v), 
Min((a, u),(a, v))=(a, Min(u,v))}; 
Rev:{Rev(a, u) = (a, Not(u))}. 
Спецификации теоретико-множественных 

операций алгебры Interval имеют вид: 
Les: {((a,u1), (b, v1)) < ((b,u2), 

(d, v2)) = not(v1 | u2), 
((a,u1), (b, v1)) < ((c,u2), (a, 

v2)) = not(v2 | u1), 

((a,u1), (b, v1)) < ((c,u2), (d, 
v2)) = b < c }; 

Gre: ((a,u1), (b, v1) > ((c,u2), 
(d, v2)) =  

 ((c,u2), (d, v2)) < ((a,u1), (b, v1). 
// Если интервалы не пересекаются, каждый 

из них лежит по одну сторону от другого. 
Intersect:{Max(a,b)<Min(c,d)(a,b)

(c,d)=(Max(a,b), Min(c,d)), 
(a,b)(c,d) = Empty   
      // Max(a,b) >= Min(c,d)}; 

Union:{Max(a,с)<Min(b,d)(a,b)(c,
d)=(Min(a,c), Max(b,d)), 

v1u2  ((a,u1), (b,v1))((b,u2), 
(d,v2))=((a,u1),(d,v2))}; 

Substract:{ 
(a,b) - (c,d) = (a,b)  (MinusInf, 

Rev(c))  (a,b)  (Rev(d), PlusInf)}; 
In: {a  ((a,True), (b,v)) = True, 
b  ((a,u), (b,True)) = True, 
x  ((a,u), (b,v)) = (x > a)&(x < b)}. 
Сорт IntervalSet. Элементы IntervalSet – суть 

объединения конечной упорядоченной после-
довательности числовых интервалов. 

 
1

1

... , [( , )],

, .
k i i i

i j i i

S A A A a b

A A b a 

   
  

 
(4)

 

Двойные скобки [(, )] обозначают или круг-
лые, или прямоугольные скобки. Таким обра-
зом, iA – попарно непересекающиеся элементы 

алгебры Interval, а алгебра IntervalSet – линей-
ное динамическое расширение алгебры Interval. 

Sort IntervalSet::NumSet;; 
Parameter  
Field ExtCoef;  
Constructor 
    {IntervalSet P = Interval S ++ 

IntervalSet Q;  
Empty ++ P = P, M ++ Empty = M; 
LeadInterval(P) = S,   

  // Функции доступа 
LeftClosed(P) = LeftClosed(S), 

  // Контекстное условие 
 (RightPoint(S) < Inf(Q)) | 
(RightPoint(S)=Inf(Q)& 

Not(RightClosed(S)|LeftClosed(Q)); 
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Form: S ( Interval, Q ( Interval-
Set, 

 0 ++ P = P, M ++ 0 = M, S <> 
Empty}; 

Operations 

Intersect:{(ab<>)(a++A)(b++B)= 
=ab++((aB)(bA))++AB,  

a < b ( (a++A)((b++B)= A ((b++B), 
a > b ( (a++A)((b++B)=(a++A)(B }. 
// Другие правила выводятся методами ли-

нейного динамического расширения 

Union:{ (ab<>)(a++A)(b++B)= 
=((ab)A)B, 

a < b ((a++A)((b++B)= a++A((b++B), 
a > b ((a++A)((b++B)= b++(a++A)(B }. 
// Другие правила выводятся методами ли-

нейного динамического расширения 

Substract:{(ab<>)(a++A)–(b++B)= 
=(a–b)++((A–b)(a–B)(A–B)), 

a < b ((a++A)–(b++B)= a++(A–b)((A–B), 
a > b ((a++A)–(b++B)= (a++A)–B}; 
In:{x (a++A = (x ( a) | (x ( A)}. 
Сорт GenNumSet. Элементы алгебры Gen-

NumSet – суть объединения конечных упоря-
доченных последовательностей числовых мно-
жеств, каждое из которых – либо числовой ин-
тервал, либо конечное точечное множество:  

 
1

1

... , [( , )]

{ ,..., }, .
k i i i i

i im i j

S A A A a b A

a a A A

     
  

 
(5)

 

Рассмотрим алгебру числовых множеств 
BaseNumSet с носителем – объединением носи-
телей алгебр Interval и FinitNumSet.  

BaseNumSet = Interval  FinitNumSet. 

Частичный порядок на этом объединении оп-
ределяется следующим образом: 

baBbAaBA  . 
Если алгебра BaseNumSet определена, алгеб-

ру GenNumSet можно определить как линейное 
динамическое расширение алгебры BaseNum-
Set. Итак, спецификации операций алгебры Gen-
NumSet не отличаются от спецификаций опе-
раций алгебры IntervalSet. Различие заключа-
ется в интерпретации этих операций в алгебре 
BaseNumSet. Таким образом, необходимо пере-

грузить теоретико-множественные операции на 
такие типы аргументов: 

Intersect: Interval  FiniteNumSet  
 FinitNumSet, ac; 

Union: Interval  FiniteNumSet  
 GenNumSet, aс; 

Substract: FiniteNumSet  Interval  
 FinitNumSet; 

Substract: Interval  FiniteNumSet  
 GenNumSet. 

Продемонстрируем такое расширение на при-
мере операции пересечения: 

// Пересечение конечного числового множе-
ства и числового интервала 

Intersect:{a  B  {a,A}B ={a, 
AB), {a,A}B = AB}. 

Алгебры периодических точечных мно-
жеств 

Элементами алгебры периодических точеч-
ных множеств являются множества типа ариф-
метических прогрессий. Необходимость в реа-
лизации периодических числовых множеств воз-
никает, прежде всего, при решении тригоно-
метрических уравнений и неравенств. В струк-
туре расширений АЧМ (рис. 2) они представ-
лены алгебрами PeriodicNumSet и PeriodicIn-
tervalSet.  

Определение 1. Пусть FS  – числовое мно-
жество и t – положительный элемент действи-
тельного поля F (т.е. ExtCoef). Периодическим 
числовым множеством (S, t) с периодом t на-
зывается множество  

 },:{),( ZkSsktstS  . (6) 
Если множества S являются элементами 

АЧМ A , определяемая алгебра называется пе-
риодическим расширением A  и обозначается 
через ),( tA . Алгебра A  называется базовой ал-
геброй периодического расширения ),( tA . При-
меры базовых алгебр периодических расшире-
ний PeriodicNumSet и PeriodicIntervalSet – со-
ответственно алгебры FinitNumSet, IntervalSet.  

Вычисление в периодических АЧМ с фик-
сированным периодом t  по сути не отличают-
ся от вычислений в базовой алгебре. Новые чер-
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ты появляются в алгебрах, элементы которых 
являются арифметическими прогрессиями с 
разными периодами.  

Определение 2. Пусть A – (базовая) АЧМ и 
T – подмножество действительного поля F: 

FT  . Периодическим расширением A с (мно-
жественным) периодом T называется алгебра  

 },,:{),( TtZkASsktsTA  . (7) 
В частности, в школьных тригонометриче-

ских задачах на уравнения и неравенства пе-
риоды, как правило, кратны  

Абстрактный сорт PeriodicSet является ста-
тическим расширением базовой алгебры Num-
Set. Однако не будем использовать вложения 
NumSet в PeriodicSet при условии }0{T , за ис-
ключением вложений пустых множеств. Имеет 
смысл считать, что пустое множество является 
периодическим с периодом 0t . 

Определение 3. Представление элемента 
),( tS  алгебры ),( tA  называется приведенным, 

если элемент t  – наименьший положительный 
период и 
 tsASs  0 . (8) 

Приведенное представление элемента ал-
гебры ),( tA  – каноническая форма. Приведе-
ние элемента ),( tS  к его канонической форме 
по сути является операцией базовой алгебры. 
Далее рассмотрим алгоритмы приведения для 
алгебр FinitNumSet, IntervalSet.  

При реализации теоретико-множественных 
операций основным является алгоритм приве-
дения двух элементов алгебры PeriodicSet к об-
щему периоду. Если два элемента имеют об-
щий период, теоретико-множественные опера-
ции выполняются над базовыми множествами: 

(A, t)(B, t) = (A  B, t), (A, t)  (B, t) =  
(A  B, t), (A, t) – (B, t) = (A – B, t). 

После выполнения операций результат надо 
приводить. 

Определение 4. Наименьшим общим пе-
риодом периодов Ttt 21,  называется такой 
наименьший элемент Tt , что для некото-
рых  натуральных  nm,   выполняется  равен- 

ство 21 mtntt  . 

Пусть 1 2, , ,b bt t t t Q      , где bt – ба-

зисный элемент .T  Вычислим дробь 
m

n





 . 

Числитель m  и знаменатель n  этой дроби суть 
искомые числа. Назовем их дополнительными 
множителями периодов t2, t1. Процедуру вы-
числения наименьшего общего периода t1, t2 
обозначим через ),( 21 ttLCP . Эта процедура воз-

вращает 21,, mtnttnm  . Таким образом, 

 ).,,(),( 21 nmtttLCP   (9) 

Сорт PeriodNumSet. Рассмотрим процедуру 
приведения элемента ),( tS , tFinitNumSeS  . 
Она основана на операции ),( tsFrac  вычисле-
ния дробной части и операции ),( tsEntier  це-
лочисленного деления двух положительных чи-
сел s  и t . Эти операции задаются соотноше-
ниями 

 
( , ) ( , ),

( , ) , 0 ( , ) .

s Entier s t t Frac s t

Entier s t N Frac s t t

  
  

 
(10)

 

Соотношение (10) можно обобщить на слу-
чай отрицательного числа s : 

 
( , ) ( , ),

( , ) , 0 ( , ) .

s Entier s t t Frac s t

Entier s t Z Frac s t t

  
  

 
(11)

 

Нетрудно увидеть, что )),,((),( ttsFracts  . 
Итак, для элемента tFinitNumSeS   приведен-
ным представлением является элемент '( , )S t   

' '{( , ) : ( , )}s t s Frac s t  , который обозначим че-
рез )),,(( ttSFrac . Отметим, что при приведе-
нии множества S  некоторые из приведенных 
элементов S  могут совпасть: если Sss 21,  и 

1 2( , ) 0Frac s s t  ,  т.е.  1 2 ,s s kt k Z   , 

).,(),( 21 tsFractsFrac    
В результате приведения элемента ),( tS  к 

виду )),,(( ttSFrac  каноническая форма ),( tS  
еще не построена. Дело в том, что множество 

),(' tSFracS   может быть периодическим. 
Обозначим через tS   множество { : ,q q s t   

}.s S  Предположим, что  
'

1 2

1

... , 1,

, , 1,... 1.
k

i i

S S S S k

Si Sj S t S i k

    

     
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Тогда множество 'S  соответственно назовем пе-
риодическим. В этом случае )/,(),( 1

' ktStS   и 
построено представление ),( tS  с периодом мень-
шим, чем t . Однако на практике для сравнения 
элементов ),(),( 2211 tStS   проще использовать 
алгоритм приведения этих элементов к наи-
меньшему общему периоду. 

Предположим, что элементы ),(),,( 2211 tStS  

приведены: ),(),,( 222111 tSFracStSFracS  . Че-

рез Sk   обозначим множество 2S S   
 k S  . Тогда, если 1 2( , , ) ( , )t m n LCP t t , то 

),(),(),,(),( 222111 tSmtStSntS   . 

Итак, ),(),(),(),( 212211 tSmtSntStS   , 
где знак ""  означает равенство элементов ал-
гебры ),( tA  (семантическое равенство), а знак 
“=” – синтаксическое равенство.  

Сорт PeriodIntervalSet. Процедура приведе-
ния элемента ),( tS , tIntervalSeS   также ис-
пользует операции ( , ), ( , )Entier s t Frac s t . Рас-
смотрим числовой интервал – элемент алгебры 
Interval  как бесконечное множество точек чи-
словой оси, к каждой из которых нужно приме-
нить процедуру приведения. Пусть )],[( baS  . 
Тогда периодическое множество определяет-

ся формулой 
0

( , ) [ ( , ) ]
k

S t a kt b kt




   . Если 

, ( , ) ( , )b a t S t R      . 

При , [ , ) ( , ]b a t S a b S a b S        

[ , ] ( , ) ( , ) .a b S t R      Лишь при b a   

( , )S a b  или b a t   процедура дает не-

тривиальный результат. В этих случаях имеет 
место соотношения (S, t) ([( , )], ),a kt b kt t    

k  Z). Итак, при frac (a, t) < frac (b, t) (S, t) =  
([ ( ( , ), ( , ) ], )Frac a t Frac b t t . Как и в алгебре 

PeriodNumSet, приведение базового множества 
S  еще не определяет каноническую форму, 
поскольку приведенное множество может быть 
периодическим. При frac (a, t) > frac (b, t) приве-
денное множество является объединением двух 
числовых интервалов: (S, t) = [0, Frac (b, t))]  
 [(Frac (a, t), t), t).  

Sort PeriodicSet::NumSet; 
Parameter  
NumSet BaseSet, Field PeriodSet;  
Constructor{ 
PeriodicSet S = (BaseSet A, Period-

Set t);  
(A, 0) = A, (Empty, t) = Empty;  
BSet(A, t) = A,  // Функции доступа 
Period(A, t) = t;  T > 0;    // Кон-

текстное условие 
Form: A  BaseSet, t  PeriodSet,  
t > 0}; 
Signature  
LCP(2;3): PeriodSetPeriodSet  

 IntIntPeriodSet; 
  Entier(2): PeriodSetPeriodSet  

 Int; 
  Frac(2): PeriodSetPeriodSet  

 PeriodSet; 
Operations 
Intersect:{ (A, tA)(B, tB) =((A, B), 

LCP(tA, tB)), 
(A,B), (m,n,t))= (nAmB, t) }. 
// Другие правила выводятся методами ста-

тического расширения 
Union:{(A, tA)(B, tB) =((A, B), 

LCP(tA, tB)), 
(A,B), (m,n,t))=(nAmB, t) }. 
// Другие правила выводятся методами ста-

тического расширения 
Substract:{(A, tA)– (B, tB)=((A, B), 

LCP(tA, tB)), 
(A,B), (m,n,t))=(nA-mB, t)}; 
In:{a in (A, tA)=Frac(a, tA) in 

Frac(A, tA)}. 
Заключение. Предложенные методы реали-

зации вычислений в алгебрах множеств на чи-
словой оси используются при программирова-
нии алгоритмов решения стандартных задач 
школьного курса алгебры. Они легли в основу 
создания ряда математических систем учебно-
го назначения, разработанных в НИИ инфор-
мационных технологий Херсонского государ-
ственного университета. 
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Практическая целесообразность определяется 
построением и обучением нейронной сети, на 
основе которой возможен выбор управляюще-
го воздействия индивидуально для каждого обу-
чаемого, что является базовым элементом для 
формирования индивидуальной траектории обу-
чения. Дальнейшее перспективное развитие дан-
ного подхода, на наш взгляд, – синтез нейрон-
ной сети, связывающей индивидуальные харак-
теристики обучаемого с прогнозируемыми зна-
чениями уровней достижения компетенций, что 
позволит осуществлять интеллектуальную под-
держку процесса управления обучением. 
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