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Системы Theorema и автоматизация дедукции: сравнительный анализ 

Рассмотрены основные парадигмы обработки математических знаний и обозначено место среди них систем Theorema и автоматиза-
ция дедукции. Описаны сравнительный анализ систем, общие черты их построения и различие в методах обработки данных. 

Basic paradigms of the mathematical knowledge processing are considered and the place of the Theorema and SAD systems is outlined. A 
comparative analysis of the systems, common features of their construction and the distinction in data processing methods are described. 

Розглянуто основні парадигми обробки математичних знань та позначено місце серед них систем Theorema та автоматизація 
дедукції. Описано порівняльний аналіз систем, загальні риси їх побудови та різницю в методах обробки даних. 

 
Введение. В настоящее время повысилось вни-
мание к созданию новых интеллектуальных сер-
висов как на базе интеграции уже имеющихся 
информационных систем1, так и в результате 
создания новых компьютерных служб с исполь-
зованием современных достижений в информа-
тике и информационных технологиях. Это 
обусловлено тем, что решение задач автомати-
зации интеллектуальной деятельности челове-
ка требует умения компьютера проводить вы-
числения и/или аналитические преобразова-
ния, и/или логические рассуждения. Для дос-
тижения этих целей имеется достаточно боль-
шое количество различных служб, способных 
проводить числовые выкладки и/или символь-
ные «вычисления», и/или дедуктивные построе-
ния в среде формального естественного языка 
и успешно применяемых для решения разно-
образных задач автоматизации рассуждений. 

Область автоматизации рассуждений пред-
ставляет собой удачное сочетание теории и 
практики, хотя иногда оно оказывается иска-
женно толкуемым. С одной стороны, специали-
сты в прикладных вопросах центральной про-
блемой считают эффективное применение име-
ющихся теоретических результатов, но концен-
трация внимания только на реализации часто 
вынуждает их оставлять без внимания те фун-
даментальные проблемы, исследование кото-
рых необходимо для решения задач. С другой 
стороны, специалисты в фундаментальных во-
просах обращают основное внимание на внут-
реннее теоретическое развитие своих исследо-
ваний, акцентируя его на решении сложных 

                                                 
1 Такие системы в дальнейшем называются компьютер-
ными математическими службами или просто службами. 

проблем. Вопросы же реализации трактуются 
ими как «чисто прагматические», «инженер-
ные» задачи. Поэтому естественно стремиться 
к нахождению разумного баланса между этими 
двумя точками зрения, одновременно развивая 
в автоматизации рассуждений те теоретиче-
ские и прикладные стороны математической 
логики, символьных преобразований и лин-
гвистики, которые могут привести к эффек-
тивной реализации на компьютерах соответст-
вующих подходов, методов и средств. Именно 
с этих позиций проводились разработка и реа-
лизация систем Theorema и автоматизация де-
дукции (САД). 

Разработка и реализация системы Theorema 
[1] началась во второй половине 1990-х гг. в 
соответствии с одноименной программой [2]. 
Приблизительно в то же время были возобнов-
лены работы по САД в англоязычной версии2 
[3] в рамках работ по реализации программы 
Алгоритм Очевидности [4]. Обе эти системы с 
самого начала их разработки были ориентиро-
ваны на оказание разнообразной помощи чело-
веку в его математической деятельности. Да-
дим более детальное их описание и проведем 
сравнение систем в рамках существующих па-
радигм автоматизации рассуждений и стилей 
обработки математических знаний. 

Парадигмы обработки компьютерных зна-
ний и системы Theorema и САД 

На современном этапе можно выделить сле-
дующие парадигмы обработки компьютерных 
математических знаний. 

                                                 
2 Русскоязычная версия САД [5] была разработана и 
реализована во второй половине 1970-х гг. в рамках ра-
бот по программе Алгоритм Очевидности. 



60 УСиМ, 2011, № 4 

Числовая парадигма отображает методы и 
средства приближенного или точного решения 
задач чистой или прикладной математики, что 
основывается на построении конечной после-
довательности действий над конечным множе-
ством чисел. Обычно ее использование начи-
нается с построения математической (контину-
альной) модели. После этого совершается пе-
реход к ее дискретному представлению, что 
позволяет разрабатывать различные алгоритмы 
числовых вычислений, которые впоследствии 
программируются на компьютерах в виде па-
кетов прикладных программ. 

Символьная (аналитическая) парадигма ба-
зируется на возможности компьютера выпол-
нять сложные символьные преобразования и 
числовые выкладки, строить графики функций, 
задавать модели необходимых процессов и др. 
Она ориентирована на построение и использо-
вание так называемых систем компьютерной 
алгебры (СКА) и возникла во второй половине 
1960-х годов как альтернатива числовой пара-
дигме в связи с появлением компьютеров та-
кой скорости, информационной емкости и гиб-
кости, что стало возможным программирова-
ние сложных интеллектуальных процессов. По-
явление СКА было вызвано также следующи-
ми обстоятельствами: 

 наличием задач, которые не могут быть 
легко выполнены человеком при помощи руч-
ки и листа бумаги, и для которых практически 
отсутствуют их адекватные представления в 
виде соответствующих числовых алгоритмов; 

 уменьшением затрат времени и усилий на 
нахождение решения широкого круга научно-
прикладных задач; 

 компактностью записи и наглядностью ана-
литического решения поставленной задачи в 
сравнении с ее числовым решением. 

Принципы построения СКА хорошо согла-
суются с эмпирическим опытом человека, при-
обретенным при решении различных матема-
тических и естественнонаучных задач. В то же 
время в современных СКА, как правило, пол-
ностью отсутствуют средства проведения ло-
гических рассуждений. 

Дедуктивная парадигма использует тот факт, 
что существующие в компьютере знания име-

ют вид определенных синтаксических единиц 
(как правило, аксиом, определений, утвержде-
ний, теорем и пр.), а дополнительные знания по-
лучаются из имеющихся посредством приме-
нения к ним определенных схем умозаключе-
ний. Системы представления и обработки зна-
ний, основанные на этой парадигме, получили 
название систем автоматизации рассуждений, 
значительная часть которых существует в виде 
систем доказательства теорем, поскольку имен-
но логико-математический подход наиболее ре-
левантен и эффективен при решении задач на 
построение цепочек дедуктивных рассуждений 
во многих прикладных областях (различаются 
декларативные и интерактивные системы ав-
томатизации рассуждений). 

Для того чтобы некоторая система автома-
тизации рассуждений могла оказывать дедуктив-
ную помощь человеку, очевидно, что необходи-
мо разработать подходящую языковую «обо-
лочку», правильно сформулировать аксиомы и 
правила порождения новых утверждений из 
уже имеющихся, уметь генерировать предпо-
ложения и гипотезы, которыми можно пользо-
ваться, и пр.1 

Интеграционная парадигма. Можно выде-
лить два основных типа системной интегра-
ции: интеграцию на этапе проектирования, ко-
гда еще во время разработки системы преду-
сматривается как наличие в ней компьютерных 
служб разного рода, так и возможность ее ие-
рархического наращивания путем подключе-
ния к ней имеющихся служб (солверов, СКА и 
др.) и интеграцию на этапе эксплуатации, ко-
гда осуществляется предопределенное задачей 
комбинирование в одну систему готовых ком-
пьютерных служб (особое внимание к разра-
ботке систем такого типа вызвало появление 
информационных технологий, основанных на 
широком использовании сети Интернет). 

                                                 
1 Конечно, в контексте данной работы в качестве альтер-
нативы дедуктивной парадигме следует упомянуть индук-
тивную парадигму, которая охватывает процессы рассуж-
дений, основанные на переходе от частных положений к 
некоторым гипотезам/общим утверждениям. (Такой спо-
соб рассуждений пока не нашел своего отражения в имею-
щихся версиях системы Theorema и САД). 
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Если теперь обратиться к системе Theorema 
и САД, то они могут рассматриваться как яр-
кие представители интеграционной парадигмы 
первого типа (например, [6, 7]). Остановимся 
на этом подробнее. 

Как упоминалось, система Theorema появи-
лась в результате попытки реализации одно-
именного проекта, ориентированного в перво-
начальной постановке на создание декларатив-
ной логической надстройки [8] над известным 
пакетом компьютерной алгебры Mathematiсa 
[9]1, что позволило позднее сориентировать ее 
на изучение математических теорий [10]. 

САД с самого начала задумывалась как дек-
ларативная дедуктивная система, предназна-
ченная для оказания помощи математику в его 
научной деятельности. В ходе разработки САД 
ее архитектура проектировалась так, чтобы 
было возможно подключение различных мате-
матических служб, включая системы компью-
терной алгебры и пруверы [12]. 

Опишем некоторые особенности и возмож-
ности системы Theorema и САД, сравнивая ос-
новные принципы их построения. 

Система Theorema и САД в качестве своих 
входных языков используют формальные язы-
ки естественного типа, основное различие ме-
жду которыми состоит в том, что входной язык 
САД представляет собой формальный естест-
венный язык, который может быть транслиру-
ем в обычный язык логики предикатов первого 
порядка, в то время как входной язык Theo-
rema есть естественная разновидность языка 
логики высших порядков. Кроме того, Theo-
rema включает в себя простой и удобный про-
цедурный язык, обеспечивающий возможность 
проведения числовых вычислений и символь-
ных преобразований в «контексте» логических 
рассуждений. 

Выбор языков для системы Theorema и САД 
объясняет и различие в выборе их логических 
аппаратов: Theorema использует методы поис-
ка вывода в логике высших порядков, а САД – 

                                                 
1 Позже Theorema начала развиваться и в других на-
правлениях, например, использоваться для верификации 
программного обеспечения [11]. 

в классической логике первого порядка. Обе 
системы также оснащены и машинно-ориенти-
рованными эвристическими приемами доказа-
тельств, конечно, учитывающими логики, с ко-
торыми они работают. Дополнительно можно 
еще отметить, что собственный логический ап-
парат САД развивался так, чтобы можно было 
проводить поиск логического вывода в сигна-
туре исходной теории с возможностью отделе-
ния обработки равенств от процесса дедукции 
для возможного использования внешних (по 
отношению к САД) солверов, в частности, сис-
тем компьютерной алгебры. 

Для завершения описания принципов постро-
ения и сравнения системы Theorema и САД 
зафиксируем более четко их место среди пере-
численных парадигм обработки математиче-
ских знаний. 

Прежде всего, обратим внимание на то, что 
в силу отмеченных языковых особенностей как 
Theorema, так и САД относятся к дедуктивной 
парадигме, базирующейся на декларативном 
подходе. Но при этом они используют разные 
логические аппараты. 

Что же касается остальных парадигм, то на-
личие в системе Theorema средств процедур-
ного программирования допускает реализацию 
на компьютере разных вычислительных алго-
ритмов, а возможность привлечения к ее рабо-
те системы Mathematica позволяет говорить, что 
Theorema использует не только вычислитель-
ную, но и символьную парадигму. 

В системе же САД отсутствуют средства 
программирования в рамках вычислительной и 
символьных парадигм. Она спроектирована на 
принципе привлечения извне компьютерных 
служб, представляющих эти парадигмы, с уче-
том ее архитектуры и хорошо развитых языко-
вых средств, дающих возможность интеграции 
различных подходов к обработке знаний. 

Стили обработки данных в системе Theo-
rema и САД 

Целесообразно также сравнить систему Theo-
rema и САД относительно стилей представле-
ния и обработки данных при решении задач 
автоматизации рассуждений, к наиболее инте-
ресным из которых принадлежат стиль прове-
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дения доказательств, степень подробности до-
казательств и стиль формализации. 

Стиль проведения доказательства. Суще-
ственным свойством систем оказания помощи 
в автоматизации рассуждений есть вид их вход-
ных данных. Так называемые интерактивные 
системы (первой тип) чаще всего тактико-уп-
равляемы, а это значит, что заданное утверж-
дение доказывается с помощью последователь-
ности инструкций, вводимых в систему. Эти ин-
струкции (т.е. тактики) могут быть примитив-
ными, представляющими собой однократное 
применение правила вывода, или более слож-
ными, подобными плану доказательства или 
привлечению к обработке рассматриваемой це-
ли некоторого внешнего (по отношению к сис-
теме) прувера. К системам такого типа относятся 
Isabelle [14], Coq [15], HOL [16] и др. Работа с 
такими системами удобна и легка в случае, ко-
гда она предоставляет в распоряжение пользо-
вателя изящный набор мощных тактик, доста-
точных для решения задачи. 

Второй тип систем ориентирован на декла-
ративное представление решаемой задачи, от-
ражающее стиль обычных математических пуб-
ликаций, когда доказываемые утверждения и, 
при необходимости, их доказательства записы-
ваются на некотором формальном языке, кото-
рый должен быть расширяем средствами (логи-
ческого) структурирования текста. Верифици-
рующая система такого рода должна обладать 
способностью проверки правильности каждого 
шага доказательства, т.е. она должна управлять-
ся доказательством (при наличии такового). 

Наиболее типичными образцами этого под-
хода для классической логики первого порядка 
есть САД и система Mizar [17] , в то время как 
для логики высших порядков декларативный 
стиль наиболее отслежен в системе Theorema. 

Заметим, что система Isabelle, расширенная 
средствами Isar [18] вместе с языком для запи-
си структурированных доказательств, имитиру-
ющий стиль математических рассуждений, так-
же может служить представителем систем, уп-
равляемых задаваемым доказательством. 

Приведенное различие между двумя типами 
входных данных не очень существенно. Если 

можно построить доказательства теорем с по-
мощью тактико-управляемой системой, ис-
пользующей промежуточный ввод целей и ав-
томатическое закрытие подцелей, то такая сис-
тема может рассматриваться как управляемая 
доказательством. Обратно, если шаги вывода, 
воспринимаемого некоторой системой, управ-
ляемой доказательством, снабжены детальны-
ми подсказками о приемах и методах верифи-
кации, то такая система может рассматривать-
ся как тактико-управляемая. 

Степень «грануляции». Дедуктивная мощь 
систем поддержки автоматизации рассуждений 
может меняться в зависимости от требований, 
выставляемых пользователем. Поэтому можно 
считать, что название таких систем колеблется 
между системами верификации доказательств 
и системами поиска доказательств. Первые при-
нимают на вход только шаги доказательства, 
имеющие вид применений правил вывода, и, 
следовательно, должны быть детализированы с 
точностью до правил вывода. Система Mizar 
служит примером такой системы, хотя набор 
ее правил вывода достаточно велик. 

Системы, относящиеся к системам поиска 
доказательств и/или верификации текстов, со-
держат методы поиска вывода и/или плани-
ровщики доказательств и пытаются воспол-
нить «недостающие» места доказательства, 
используя «зашитую» логику (логики). Систе-
мы САД и Theorema, а также Nqthm [19] и 
ACL2 [20] – характерные представители сис-
тем такого рода. 

Тактико-управляемые системы типа Isabelle 
и Coq обычно обладают исчерпывающими (для 
проведения доказательств) наборами тактик, 
так что их «дедуктивная мощь» может не иметь 
принципиального значения. И в этой связи они 
могут рассматриваться как системы построе-
ния доказательств. Однако некоторые экспе-
рименты с Isabelle и Coq показывают, что сле-
дующая ситуация может оказаться критиче-
ской для них: при всякой попытке «сразу же» 
доказать теорему «диалог» о построении дока-
зательства становится сложным, сильно вет-
вящимся и тяжело отслеживаемым без предва-
рительного выделения лемм, без применения 
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специальных тактик и использования суще-
ствующих библиотек. 

Стиль формализации. На стиль формали-
зации обрабатываемого текста оказывают вли-
яние предметная область, предварительные све-
дения, вид применяемых определений (явля-
ются ли они «компьютеризируемыми»), спо-
соб рассуждения (является ли он конструктив-
ным, строго типизируемым или основанным на 
том или ином исчислении) и др. Также на стиль 
формализации влияют используемая базовая ло-
гика и теории, вовлекаемые в формализацию. 

Существует два основных стиля формали-
зации: первый ориентирован на применение 
логик высших порядков (с теорией типов в ка-
честве математической базы), а второй – на 
логику первого порядка (как правило, с теори-
ей множеств в качестве математической базы). 

В силу изложенного, система Theorema от-
носится к первому стилю формализации. Заме-
тим, что теоретико-типовой подход применя-
ется в большинстве хорошо известных систем, 
оказывающих математическую помощь таких, 
как Isabelle, Coq, HOL и др. При этом предпоч-
тение его использованию, как правило, отдает-
ся в случаях обращения к индуктивно-опреде-
ляемым областям и рекурсивным определени-
ям. Он также хорошо подходит к формализации 
программистских и инженерных концепций. 

К примерам второго стиля относится САД и 
упомянутая система Mizar, использующая логи-
ку первого порядка и теорию множеств Тарско-
го–Гротендика. Такая ориентация Mizar соот-
ветствует традиционному способу построения 
математики; существует больший набор матема-
тических утверждений, проверенных в Mizar. 

В отличие от Mizar система САД не адапти-
рована к какой-нибудь теории множеств (или 
другой фундаментальной теории), дающей об-
щую основу для формализации. Вместо этого, 
для решения задачи пользователю предлагает-
ся задать необходимый набор предварительных 
сведений, выражающих базовые концепции на 
естественном формальном языке, транслируе-
мом в определенную разновидность языка пер-
вого порядка; также требуется указать логиче-

ский прувер, наиболее релевантный для нахо-
ждения искомого решения. 

Заключение. Итак, Theorema и САД базиру-
ются на идейно близких платформах, есть пред-
ставителями интеграционной парадигмы с де-
кларативным представлением знаний и обла-
дают рядом как общих, так и различных прин-
ципов построения и стилей символьной и ло-
гической обработки данных. Это делает при-
влекательными попытки, которые могут быть 
совершены в направлении совершенствования 
САД путем применения оригинальных идей и 
опыта, полученного разработчиками системы 
Theorema в ходе ее имплементации и эксплуа-
тации, и наоборот. 

В долгосрочной перспективе исследования 
по дальнейшему развитию системы Theorema и 
САД, их развитию и взаимному обогащению 
могут привести к созданию мощной инфра-
структуры по оказанию помощи как в проведе-
нии научных исследований, так и в образова-
нии. Они могут оказаться полезными при ре-
шении задач верификации, а также при созда-
нии систем управления компьютерными зна-
ниями. 
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