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УДК 681.513.8 

А.В. Павлов, Н.В. Кондрашова 
О сходимости обобщенного релаксационного итерационного алгоритма  
метода группового учета аргументов 

Доказана сходимость Обобщенного Релаксационного Итерационного Алгоритма метода группового учета аргументов. Пока-
зана сходимость алгоритма к истинной модели при наличии фиктивных аргументов в матрице данных. 

A proof of for the convergence of the Generalized Relaxational Iterative Algorithm of the GMDH. is given. The algorithm convergence 
to the true model has been shown via the numerical experiment in case if the input matrix had a fictitious factor. 

Доведено збіжність Узагальненого Релаксаційного Ітераційного Алгоритму методу групового урахування аргументів. Пока-
зано збіжність алгоритму до істинної моделі за наявності фіктивних аргументів в матриці даних. 
 

Введение. В работе [1] выполнен анализ резуль-
татов доказательства сходимости итерационных 
алгоритмов метода группового учета аргументов 
(МГУА), а также доказывается внутренняя схо-
димость одного из них – CML-алгоритма (Con-
vergence Multilayered). Однако в доказательстве 
не рассматривается случай наличия фиктивных 
аргументов в исходной матрице данных, а так-
же ситуация, когда число истинных аргументов 
в модели превышает количество наблюдений. 
В предлагаемой работе теоретически доказы-
вается сходимость Обобщенного Релаксацион-
ного Итерационного Алгоритма (ОРИА) МГУА 
[2] для более общего случая, кроме того, при-
ведены результаты численных экспериментов. 

Постановка задачи 
Пусть имеем выборку данных, заданную мат-

рицей )( yXW  , dim X = nW  m, dim y = nW  1, 

mix Wn
i ,1,  , где nW – количество наблюде-

ний (точек), m – число аргументов (вектор-
столбцов матрицы Х). Предполагается, что 
истинный сигнал y  – некоторая функция 
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 . Множество аргументов мат-

рицы Х выбирается из условий конкретной за-
дачи, но, кроме истинных аргументов, может 
содержать и фиктивные. Элементы вектора у – 
результат наложения на истинный сигнал y  
аддитивного шума ξ, который есть случайной 
величиной с нулевым математическим ожида-
нием и неизвестной конечной дисперсией 
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где Φ – множество функций заданного класса, 
генерируемых соответствующим алгоритмом 
МГУА (примеры классов – тригонометриче-
ские, полиномиальные и другие функции, ли-
нейные или нелинейные разностные уравне-
ния); ХМ – некоторая подматрица матрицы Х, 
dim XМ = nW  M, M ≤ m; M


 – вектор оценок 

параметров конкретной функции f, dim ΘM = 
= М  1; M  – М-мерное пространство дей-
ствительных значений вектора параметров ΘM. 
Задача (1) называется задачей структурно-пара-
метрической идентификации. 

В данной постановке выделим две задачи: 
1) задачу дискретной оптимизации множе-

ства аргументов матрицы X, преобразованных 
в заданном классе функций 
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2) задачу оптимизации непрерывных значе-
ний параметров ΘM функции f, зависящей от 
множества аргументов ХМ : 

),(minarg yyQR
M

M



 = 

 )),(,(minarg MMXfyQR
M




. (3) 

Структурой модели будем называть функ-
цию ),( MMXf  , заданную с точностью до зна-

чений параметров ΘМ. Функцию ),( MMXf 


 
будем называть некоторым решением или мо-
делью, а функцию ),( ***

** MMXf 


 – оптималь-

ным решением задачи (оптимальной моделью). 
В (3) QR есть критерий, в соответствии с кото-
рым определяются оптимальные значения век-
тора параметров M


 для некоторой структуры 

модели; в (2) CR – критерий для определения 
оптимальной структуры модели и, в итоге, – 
оптимальной модели. Под построением моде-
ли понимается генерация ее структуры и оце-
нивание параметров, соответствующих этой 
структуре. 

Задачу 1), в которой точно известен класс 
функций, где находится функция f


, в дан-

ных выхода y не содержится шум, функция 
( , )M Mf X  
  

 – линейная по параметрам M



 , 

назовем задачей Идентификации Истинного 
Сигнала (ИИС). Если алгоритм МГУА реали-
зует построение всех моделей множества Ф, он 
решает данную задачу, используя критерий ос-
таточной суммы квадратов RSS. 

Первым алгоритмом МГУА, решающим за-
дачу ИИС на ограниченном множестве Ф, есть 
комбинаторный алгоритм COMBI [3]. При этом 
количество перебираемых моделей экспонен-
циально возрастает при увеличении числа од-
ночленов полного полинома k: |Ф| = 2k. По-
скольку в реальных задачах количество аргу-
ментов измеряется десятками, сотнями, а то и 
тысячами, то очевидно, что комбинаторные ал-
горитмы здесь неприменимы. 

Для решения задач с таким количеством ар-
гументов разработаны итерационные алгорит-

мы МГУА. Определим итерационный алго-
ритм МГУА. 

Итерационные алгоритмы МГУА 
В [1] дано строгое определение итераци-

онного алгоритма МГУА, строящего модели, 
линейные по параметрам . Определим ите-
рационный алгоритм МГУА в более общем 
виде. 

Пусть g – вектор-функция, отображающая 
подмножество векторов решения (далее – ре-
шения) r-й итерации и подмножество вектор–
столбцов матрицы Х в вектор решения (r + 1)-й 

итерации riy ,


, Fi ,1 ; 
rrr yyY ,2,1( … , )F ry  – 

матрица решений, полученных на r-й итерации, 

rY


dim = nW  F, F – свобода выбора решений 
алгоритма; g1 – вектор-функция, отображаю-
щая подмножество вектор-столбцов матрицы Х 
в решении первой итерации. 

Вектор-функции g1 и g, называемые функ-
циями частного описания алгоритма, имеют вид 

),,...,,( 211 kxxxg , k ≤ m, r = 1, 

),,...,,,,...,,( ,,2,121 rprrk yyyxxxg  ,  

r >1, k  m, p  F, 

где  – вектор параметров, dim  = Q  1. Они 
могут быть нелинейными как по аргументам 

riy ,


, i = F,1 , xj, j = m,1 , так и по параметрам . 

Алгоритм оперирует векторами матрицы ре-

шений rY


 и матрицы Х, а также функциями g1, 
g, получая решение следующей итерации до 
тех пор, пока не удовлетворено правило оста-
нова. Оценки параметров  определяются по 
некоторому методу. 

Таким образом, для определения итераци-
онного алгоритма МГУА следует задать: 

 вектор-функцию отображения подмно-
жества векторов матрицы Xk в векторы реше-

ния первой итерации, g1: Xk iy ,1


, Fi ,1 , 

XXk  . 

 вектор-функцию отображения матрицы 
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 правило останова. 
Правилом останова может быть, например, 

условие: CRr+1 > CRr, где CRr – минимальное 
значение критерия моделей r-й итерации. 

Задачу ИИС можно решить точно, если по-
требовать, чтобы функции множества Ф обла-
дали определенными свойствами: 
а) функции f  Ф линейны по параметрам ; 
b) любая функция из Ф есть одной из следу-

ющих функций: 1) константа; 2) один из столб-
цов матрицы Х; 3) может быть получена из 1) и 
2) подстановкой в g и g1; 4) результат суперпо-
зиции функций g и g1; 
с) функции частного описания g и g1 не вы-

водят за пределы класса Ф, т.е. если f1, f2, … 
 , fp Ф, то g1(f1, f2, …, fp, ) = fl (, )  Ф. 

Сходимость итерационных алгоритмов 
МГУА  

Теоретической проблеме сходимости итера-
ционных алгоритмов МГУА (далее – алгорит-
мов) в литературе уделено крайне мало внима-
ния. В работе [1] подытожены результаты, по-
лученные в этой области, и формулируются 
следующие определения основных типов схо-
димости алгоритмов МГУА. 

Различают три типа сходимости: к предель-
ной точке, к решению (вектору y) и по струк-
туре. 

Пусть riy ,


 – вектор решения i-й модели, 

i F,1 , полученный на итерации r некоторого 
алгоритма МГУА. 

Если последовательность { ry ,1


} при r   

имеет пределом вектор y*  y, то алгоритм 
МГУА сходится к предельной точке. Наличие 
предельной точки – наиболее слабый тип схо-
димости. 

Более сильной есть сходимость к решению. 
Алгоритм сходится к решению, если для по-
следовательности векторов { ry ,1


} при r   

существует предел и он равен y. 
Наиболее сильна сходимость по структуре. 

Пусть Ф – множество функций, удовлетворя-
ющее условиям a), b), c). И пусть в Ф сущест-

вует единственная функция f


 такая, что при не-

котором значении параметров  выполнены 
равенства 

),,...,,(
,2,1, 



Miii xxxf = yi, i = 1,…, nW. 

Алгоритм сходится по структуре, если у по-
следовательности моделей { ry ,1


} при r   

существует предел и он равен ),( 


Xf . 
Все три вида сходимости зависят от крите-

рия CR, определяющего структуру модели. В 
зависимости от его типа, сходимость к пре-
дельной точке, к решению и по структуре мо-
жет быть внутренней или внешней. 
Внутренней сходимостью (к решению, пре-

дельной точке, по структуре) называется схо-
димость, когда критерием CR есть остаточная 
сумма квадратов RSSA, а значения параметров 
 получены по методу наименьших квадратов 
(МНК). Традиционно в алгоритмах МГУА ис-
ходная выборка W делится на обучающую А и 
проверочную B, но для анализа внутренней 
сходимости разбиение не применяется, будем 
считать, что W = A. 

Если в выходной переменной наблюдается 
аддитивный шум ( ξy y  ), сходимость к ре-
шению y  как с привлечением внешнего, так и 
внутреннего критерия, очевидно, невозможна 
(на данный момент неизвестны критерии, обес-
печивающие такую сходимость). В этом слу-
чае алгоритм сходится к предельной точке. 

Сегодня среди всех алгоритмов МГУА толь-
ко для алгоритма CML [1] доказана как сходи-
мость к решению, так и – для данных без шу-
ма – сходимость по структуре. Под решением 
автор понимает проекцию y* вектора y в ги-
перплоскость, натянутую на вектор–столбцы 
матрицы Х. Если в поиске структуры модели 
участвуют только аргументы истинной модели 
y , которая есть регрессией: 

 
1

( , ) θ
m

i i
i

y f X x


  
   

, (4) 

то алгоритм сходится к ней по структуре и, 
следовательно, по параметрам . 

Доказательство сходимости ОРИА 
Как известно, при nW < m имеем некоррект-

ную задачу оценивания параметров. При дока-
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зательстве сходимости алгоритма CML этот 
случай не рассматривается, т.е. считается, что 
nW   m. В [1] не исследован также вопрос ско-
рости сходимости алгоритма CML. 

В данной статье доказана сходимость к ре-
шению релаксационного итерационного алго-
ритма МГУА, который может быть получен из 
ОРИА как для случая nW < m, так и для случая 
nW  m. В [4] численно исследована его ско-
рость сходимости. 

В ОРИА функции частного описания имеют 
вид 

g1(zi, 1) = 1zi, i = 1, …, m, 
g(yr, zi, 1, 2) = 2 yr + 2 zi, 

где zi – мультипликативный одночлен от вход-

ных аргументов xj, j = m,1 . Поскольку любой 
из алгоритмов оценивания параметров и рас-
чета критерия селекции ОРИА дает один и тот 
же результат, доказательство сходимости спра-
ведливо для любого из них. 

Приведем доказательство для РИА, генери-
рующего Полное Дерево Структур (ПДС) [2], в 
котором свобода выбора F = 1. Очевидно, что, 
если алгоритм сходится при F = 1, он сходится 
и при F > 1. Поэтому в доказательстве индекс 
лучшей модели будем опускать. 

Утверждение. Алгоритм РИА ПДС имеет 
внутреннюю сходимость к решению при усло-
вии, что матрица XA содержит только истин-
ные аргументы, AA XX


 . 

Доказательство. Не ограничивая общности, 
проведем доказательство для варианта постро-
ения линейных по аргументам моделей. Ос-
новная идея алгоритма состоит в построении 
на каждой итерации модели 

1
, 1 , 1 , 1 , 1 ,ω ωr

A r A r A r A r A ry x y
    


   , 

где 1
, 1ωr

A r

 , А,r+1 – коэффициенты, оценивае-

мые по методу наименьших квадратов (МНК); 

1,
~

rAy , rAy ,
~  – центрированные на выборке обу-

чения А векторы выходной переменной на те-
кущей и предыдущей итерациях; 1,

~
rAx  – цен-

трированный аргумент матрицы ХА. 
При доказательстве рассмотрим три случая: 

1) nA = m; 2) nA < m; 3) nA > m. 

1) Пусть nA = m = 3 (рис. 1). В этом случае 

применение МНК при получении оценок 1θ


, 

2θ


, 3θ


 модели 

 1 ,1 2 ,2 3 ,3θ θ θA A A Ay x x x       (5) 

гарантирует  нулевую  ошибку  (невязку): 
2

3,3, ||
~~|| AAA Xy 


. Поскольку в релаксационном 

итерационном алгоритме (РИА) на полном де-
реве структур (ПДС) оценки коэффициентов 
первых двух итераций совпадают с оценками 
МНК, они гарантируют получение решения с 

минимальной невязкой |OB | при проектирова-
нии Ay~  в плоскость векторов 1,

~
Ax , 2,

~
Ax . Реше-

ние 2,
~̂

Ay  – проекция вектора Ay~  в плоскость 

этих векторов. Невязка || prj
,2Ay  – 2,

~̂
Ay || будет 

нулевой ( prj
,2Ay  – проекция вектора Ay~  в плос-

кость упомянутых векторов). Коэффициенты 
на следующей итерации вычисляются путем 
проектирования вектора Ay~  в плоскость векто-

ров 2,
~̂

Ay , 3,
~

Ax . Получаем вектор ED


 = 3,
~̂

Ay . 

 
Рис. 1. Процесс построения решения m = nA = 3 

При этом в общем случае невязка | EB | не 
равна нулю и не совпадает с невязкой, полу-
ченной при оценивании коэффициентов моде-
ли (5) по МНК. 

Рассмотрим общий случай (r +1)-й итера-
ции (рис. 2). Очевидно, что вектор невязки r-й 
итерации – rAA yyOB ,

~̂~  . Вектором невязки 
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(r +1)-й итерации будет 1,
~̂~

 rAA yyEB . По-

скольку в прямоугольном треугольнике OEB, 
EB – катет, а OB – гипотенуза, с каждой итера-

цией расстояние между векторами 1,
~

rAy


 и Ay~  

сокращается, откуда при r   вектор реше-
ния совпадет с вектором выхода. Следует от-
метить, что в данном случае оценки коэффи-
циентов А РИА ПДС сходятся к оценкам 
МНК. Здесь и далее подразумеваются оценки 
МНК, полученные при оценивании коэффици-
ентов модели, содержащей все аргументы. 

 
Рис. 2. Процесс построения решения на (r +1)-й итерации 

m = nA = 3 

На практике условием останова РИА ПДС 
есть RSSA(r) – RSSA(r +1) < , где RSSA(r) = 

2
, , ,

1

( )
An

A r i A i
i

y y


 

  ;  – заданная точность моде-

лирования. Здесь критерием СR есть RSSA. 
2) Пусть nA < m, т.е. матрица имеет непол-

ный ранг, так как система условных уравнений 
недоопределена. Определитель матрицы нор-
мальных уравнений для такой системы равен 
нулю. Рассмотрим пример, когда истинная мо-
дель act

Ay  описывается, например, тремя вход-
ными векторами 

act act act act
1 ,1 2 ,2 3 ,3θ θ θA A A Ay x x x      . 

Однако фактически имеем данные prj
AX , 

prj
Ay , prjdim AX  = 2  3, prjdim Ay  = 2  1 (рис. 3), 

т.е., переходя от матрицы act
AX , actdim AX  = 3  3, 

и вектора act
Ay , actdim Ay  = 3  1 к матрице prj

AX , 
prjdim AX = 2  3, и вектору prj

Ay , prjdim Ay = 2  1, 

проектируем векторы act
Ay , act

,1Ax , act
,2Ax , act

,3Ax  в 

двумерное пространство, определяемое двумя 
координатами, оставшимися после «отбрасы-
вания» наблюдения. 

 
Рис. 3. Геометрическая интерпретация процесса «отбрасыва-

ния» наблюдения 

В общем случае, имея nA < m, переходим к 
проекции всех векторов матрицы W из m-мер-
ного пространства в пространство размерности 
nA. Таким образом, на вход алгоритма в каче-
стве выходного подается не вектор act

Ay  размер-

ности m, а его проекция prj
Ay  в nA-мерное про-

странство. Поэтому РИА ПДС сходится не к ре-
шению act

Ay , а к предельной точке prj
Ay , если при-

менить ход доказательства для случая nA = m. 
Причем, как показали численные эксперимен-
ты, в зависимости от значений параметров ал-
горитма, например свободы выбора F, предель-
ная точка может меняться. 

3) Пусть nA > m. Разобьем доказательство на 
два случая: 
а) вектор act

Ay  точно описывается m вектор–

столбцами матрицы AX~ ; 

б) вектор act
Ay  неточно описывается m век-

тор-столбцами матрицы AX~ , т. е. для точного 
описания зависимости выхода от входов (с 
нулевой суммой квадратичных отклонений) 
отсутствуют нужные вектор-столбцы в мат-

рице AX~ . Таким образом, имеется задача по-
строения регрессии m аргументов, аппрокси-
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   Процесс сходимости РИА ПДС 
№ ите-
рации NRSSA 0θ


 1θ


 2θ


 3θ


 4θ


 5θ


 

5 0,022072 6,51158 –6,85546 7,65062 6,28491 –6,99882 8,92644
7 0,00163264 6,30332 –7,23425 8,07101 6,63807 –7,40443 9,35477
9 0,000106288 6,2928 –7,28274 8,11344 6,68978 –7,4525 9,37792

11 5,25·10–6 6,29417 –7,28982 8,11585 6,699 –7,45937 9,37762
13 2,40·10–7 6,29435 –7,29036 8,11582 6,70008 –7,46008 9,37742
15 6,48·10–9 6,29447 –7,29044 8,11584 6,70016 –7,46026 9,37736
16 2,02·10–9 6,29446 –7,29045 8,11584 6,70016 –7,46026 9,37736

Истинная модель: 6,29447 –7,29046 8,11584 6,70017 –7,46026 9,37736

                                                                                      Окончание на стр. 38 

мирующей act
Ay  с минимальной суммой квад-

ратичных отклонений (не равной нулю) в за-
данных nA точках. 

Рассмотрим случай а). Здесь при добавле-
нии в матрицу W dim W = m  m нового на-
блюдения ее вектор–столбцы остаются в ги-
перплоскости размерности m. При этом меня-
ется только ее наклон в (m + 1)-мерном про-
странстве (при условии, что добавляется нену-
левая вектор-строка наблюдения). Если это 
обобщить на случай добавления любого коли-
чества наблюдений, то, поскольку взаимная 

конфигурация вектор-столбцов матрицы AX~  в 
гиперпространстве nA (nA > m) не меняется, ал-
горитм при поиске решения фактически рабо-
тает в гиперпространстве размерности m. То-
гда РИА ПДС сходится к решению act

Ay , если 
применить ход доказательства для случая nA = 
m. Очевидно, что в данном случае оценки ко-
эффициентов А, полученные по РИА ПДС, 
сходятся к оценкам МНК. 

Рассмотрим случай б). Применяя МНК, на-
ходим оптимальное решение с минимальным 

расстоянием между проекцией *~
Ay


 и вектором 
act
Ay . Это решение будет проекцией вектора act

Ay  
в nA-мерном пространстве в гиперплоскость, 

определяемую m аргументами, * prj
A Ay y

  . С каж-

дой итерацией РИА ПДС приближается к act
Ay , 

добавляя в модель аргументы из матрицы AX~ . 
Следовательно, текущее построенное решение 
не может «выйти» за пределы гиперплоскости, 
определяемой аргументами этой матрицы. По-
этому алгоритм сходится к лучшему решению, 
которое может быть получено 
в данной гиперплоскости, а 
именно – к проекции prj

Ay . Та-
ким образом, оценки коэффи-
циентов РИА ПДС сходятся к 
оценкам МНК. 

Отметим, что алгоритм по-
вторяет решение предыдущей 
итерации в случаях, если: 

 на третьей итерации в модель вводится 
один из присутствующих в модели аргументов; 

 на (r +1)-й итерации в модель добавляется 
аргумент, введенный на r-й итерации, r > 3. 

Численное исследование сходимости РИА 
ПДС при наличии фиктивных аргументов в 
исходных данных 

Приведем численный пример. Выборка дан-
ных X = ( X X


 ), X


– матрица истинных аргу-

ментов, dim X


= nA  M


= 25  5; X  – матрица 
фиктивных аргументов, dim X = 25  50. Иден-
тифицировалась следующая линейная модель: 

y = 6,29447 – 7,29046x1 + 8,11584x2 + 

 + 6,70017x3 – 7,46026x4 + 9,37736x5. (6) 
Свобода выбора алгоритма F = 5, точность 

моделирования  = 10–8. В качестве критерия 
выбора лучшей модели использован нормиро-
ванный критерий RSSA: 





n

i
iA

n

i
iAiAA yyyNRSS

1

2
,

1

2
,,

~)~~(


, 

где Ay~ , Ay
~  – центрированные на выборке A 

значения векторов исходного и моделируемого 
выхода у и y . Процесс сходимости по струк-
туре и решению алгоритма для модели (6) 
представлен в таблице. 

Расчеты выполнены на компьютере с про-
цессором Core i3 M 350 2.27Hz. Время постро-
ения модели всего 0,004 с, что свидетельствует 
о высоком быстродействии алгоритма. В про-
цессе идентификации модели (6) РИА ПДС по-
строено 5315 моделей. Как видим из таблицы, 
алгоритм не содержит ни одного фиктивного 
аргумента из 50, приведенных в матрице X. 
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