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Оценки вычислительной сложности некоторых алгоритмов  
аппроксимации функций рядами Фурье с заданной точностью 

Построены алгоритмы аппроксимации функций некоторых классов рядами Фурье, получены оценки их основных характери-
стик. Рассмотрен алгоритм вычисления оптимальных параметров предлагаемых алгоритмов построения -решений задач ап-
проксимации функций рядами Фурье. 

The algorithms for approximation functions some classes of Fourier’s series are constructed, the evaluations of their basic characteristics are 
obtained. We offer algorithm for computing of optimal parameters for proposed algorithms of construction -solutions of a problems approxi-
mation function of Fourier’s series. 

Побудовано алгоритми апроксимації функцій деяких класів рядами Фур’є, отримано оцінки їх основних характеристик. Роз-
глянуто алгоритм обчислення оптимальних параметрів запропонованих алгоритмів побудови -розв’язань задач апроксимації 
функцій рядами Фур’є. 

 
Введение. Задача аппроксимации (приближе-
ния или восстановления) функции f (x) есть, с 
одной стороны, вспомогательной для многих 
задач прикладной математики, а с другой – 
достаточно важной, особенно в случаях, когда, 
например, функция f (x) имеет сложное анали-
тическое строение или задана своими значе-
ниями как результат измерения эксперимента. 
В таких ситуациях естественно вместо функции 
f (x) использовать некоторую другую функцию 
S (x, f), которая достаточно близка к f (x), но 
имеет более простой аналитический вид (на-
пример, сплайн, полином Лагранжа, Эрмита, 
ряд Фурье и др.). 

Один из самых распространенных способов 
решения этой задачи – аппроксимация функ-
ций рядами Фурье с использованием разных 
систем базисных функций, особенно активно 
применяется, например, в задачах цифровой об-
работки сигналов [1, 2]. 

Аппроксимант S (x, f), как правило, строится 
в виде 
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где   xvk  – фиксированная линейно незави-

симая и ортонормированная система функций. 
Ряд (1) с коэффициентами, составленными 

по формуле (2) называется (обобщенным) ря-
дом Фурье данной функции, а коэффициенты – 

ее (обобщенными) коэффициентами Фурье. Ес-
ли  kv x   cos , sinkx kx , т.е.  xvk  – тригоно-

метрический полином, то (1) – (2) – тригоно-
метрический ряд Фурье [3]. 

В статье рассматриваются задачи аппрок-
симации функции f (x), которая известна свои-
ми значениями в N точках, тригонометричес-
ким рядом Фурье с требуемой точностью и при 
заданном ограничении на время ее решения на 
компьютере. Основное внимание уделено по-
лучению оценок вычислительной сложности 
(времени Т) и решению задачи аппроксимации 
функции  f x F  рядом Фурье с заданной или 

максимально возможной точностью с исполь-
зованием эффективных алгоритмов решения 
оптимизационных задач [4]. 

Постановки задач 
Приведем общую постановку решения зада-

чи аппроксимации функции в соответствии с 
технологией решения задач вычислительной и 
прикладной математики с заданными значе-
ниями характеристик качества [5, 6]. 

Пусть K  класс задач аппроксимации функ-
ций, A(X) – класс вычислительных алгоритмов 
(ВА), предназначенных для построения решения 
задач k из класса K ( k K ) с использованием 
исходной информации ))(,( 0 kIIII N , где 0I   

информация о свойствах задач k из класса K, 
( )N NI I k 1( ( ),..., ( ))T

Ni k i k   информация о 

задаче k K  в виде N функционалов, вычис-
ленных на элементах задачи k. 
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Пусть c (Y)  модель компьютера, включа-
ющая определенные архитектурные свойства 
компьютера и принадлежащая некоторому клас-
су моделей C (Y) : c (Y)  C (Y). 

Ставится задача: решение (в общем случае 
приближенное) задачи k  K при условиях: 

 ( ( , , )) ,E I X Y    (3) 
 0( , , , ) ( ),T I X Y T    (4) 

  0( , , , ) ,M I X Y M    (5) 

где      некоторая мера погрешности при-

ближенного решения задачи k K ; I – исход-
ные данные задачи, E (I, X, Y), как правило, – 
полная погрешность приближенного решения, 
которая суммирует три составляющих:  HΕ    

неустранимой погрешности за счет неточности 
исходных данных, E ()  погрешности метода 
(алгоритма), E ()  погрешности округлений 
[2–3, 5]; X, Y – векторы параметров, характери-
зующие соответственно алгоритмы и компью-
теры из классов A и C; T (I, X, Y), M (I, X, Y) – 
соответственно процессорное время и память 
компьютера, необходимые для вычисления при-
ближенного решения; , T0(), M0()  ограни-
чения, заданные на основе требований к каче-
ству решения задачи и свойств исходной ин-
формации I (объема, точности, структуры, спо-
соба получения). 

Приближенное решение, для которого вы-
полняется условие (3), называется -решением, 
A (, X, Y)  множество ВА построения ε-реше-
ния. Вычислительный алгоритм, удовлетворяю-
щий условиям (3) и (4), называется T-эффек-
тивным, A (, T0, X, Y)  множество T-эффектив-
ных ВА. 

Наряду с задачей (3) – (5) целесообразно 
рассмотреть также задачу 
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В качестве класса задач K рассмотрим зада-
чи -восстановления (или -приближения) на 
компьютере c (Y) функции  f x F  из неко-

торого класса функций F, заданных своими 
значениями в N точках отрезка [– l, l]. 

Пусть необходимо выбрать функцию S (x, f) и 
предложить алгоритм ( ) ( , , , )a X A I X Y   по-
строения такой функции S (x, f), которая откло-
няется от f (x)  F на [– l, l] не более чем на за-
данную величину  ( > 0), т.е. погрешность 
аппроксимации E удовлетворяет условию (3), а 
именно: 
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и это построение осуществляется на выбран-
ной модели компьютера c (Y) с параметрами Y  
за время ( , , , )T T I Х Y  , не превышающее за-
данного T0, т.е. удовлетворяет условию (4). 

Пусть функция f (x)  F на отрезке [– l, l] за-

дана N своими значениями   1

0
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 из ее области оп-

ределения. В этом случае компоненты вектора I – 
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ix 
 отрезка [– l, l], компонентами век-

тора  1
( , )

i

p
Y t   есть:   – длина разрядной 

сетки компьютера c (Y),  p
it 1  – время выпол-

нения элементарных операций из некоторого 
набора p операций на c (Y). 

В качестве задачи k  K возьмем аппрокси-
мацию функций рядами Фурье [3, 7] вида 
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где ,k ka b  – коэффициенты ряда Фурье, опре-

деляемые соотношениями 
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Функцию f (x) будем аппроксимировать ко-
нечными частичными суммами Фурье вида 
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где 0, , , 1, ,k ka a b k n   – приближенные значе-

ния коэффициентов ряда Фурье, вычисляемые 
соответствующими алгоритмами численного ин-
тегрирования. 

В качестве алгоритмов a (X) решения задачи 
k  K рассмотрим алгоритмы аппроксимации 
функций f (x)  F частичными суммами Фурье 
вида (9) с использованием для вычисления ко-
эффициентов Фурье оптимальных по точности 
и близких к ним на классах F  квадратурных 
формул вычисления интегралов от быстроос-
циллирующих функций [1, 2]. Очевидно, что 
параметрами алгоритма a (X), от которых зави-
сит оценка Е, будут: F  – класс функций, n – 
количество используемых членов ряда Фурье, 
N – объем входной информации, необходимый 
для вычисления коэффициентов Фурье 0 , ,ka a   

, 1,kb k n . 

В работах [1, 2] приведены оценки полных 
погрешностей вычисления ka  и kb  с помощью 
квадратурных формул, которые обозначим как 

kaV  и 
kbV . Тогда оценку E  можно представить 

в виде: 
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     – погрешности  

приближенного вычисления коэффициентов 

0, , , 1, ,k ka a b k n    nR F  – оценка остатка ря-

да Фурье на классе F  при переходе от беско-
нечной суммы (7) к конечной (9). 

Для аппроксимации функции f (x)  F рядом 
Фурье с заданной точностью  ( > 0) при вы-
полнении заданных ограничений на время ее 
решения на компьютере c (Y) необходимо обес-
печить выполнение условия 
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Для аппроксимации функции f (x)  F рядом 
Фурье с максимально возможной точностью 
при заданном ограничении на время ее реше-
ния T0, необходимо решить следующие экс-
тремальные задачи 
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или (если N  задано) 
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Рассмотрены следующие классы функций: 
 ,LC  – класс функций, определенных на 

[– l, l], удовлетворяющих условию Гельдера с 
константой L и показателем  , 0 1   : 

   ' " ' " ,f x f x L x x


     ' ", ,x x l l  ; 

 CL – класс функций Липшица (класс ,LC  , 

1  ); 

 LW ,2  – класс функций, имеющих первую 

кусочно-непрерывную производную и при этом 
  Lf x C  . 

 NLC ,  – класс функций CL с заданными 

фиксированными значениями if  в узлах фик-

сированной сетки ix , 1,0  Ni ; 

 NLW ,,2  – класс функций 2,LW  с заданными 

фиксированными значениями функции  0

N

if  и 
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Аппроксимация функций некоторых клас-
сов рядами Фурье: алгоритмы и оценки их 
основных характеристик 

В работе [8] получены оценки погрешности 
E  предложенных алгоритмов аппроксимации 
f (x) с использованием для вычисления коэф-
фициентов Фурье оптимальных по точности и 
близких к ним квадратурных формул вычисле-
ния интегралов от быстроосциллирующих функ-
ций из приведенных классов функций, даны со-
ответствующие квадратурные формулы. 

Если периодическая с периодом 2l функция 

,( ) Lf x C  , [ , ]x l l   аппроксимируется рядом 

Фурье вида (9), где коэффициенты ka  и kb  

вычисляются с помощью оптимальных по по-

рядку точности при 
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0, 1N   , 1 0x  , 0x l  , 1 1 2N Nx x l    , 

то погрешность аппроксимации имеет вид [8]: 
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В случае 1   функция ( ) Lf x C , [ , ]x l l  , 

погрешность аппроксимации имеет вид 
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 

1 2 1 2

2
1

,1 ,1
1

cos sin

( ) ( ) ,
4

n
N

a b
k

k x k x

l l

x
P k P k

 





  
    


   




 

(16)

 

где 
,1

1 1
1

( )

2
sin sin sin ,

2 2

a

N N
N

P k

k x k xl l
x k k

k k l l
 





         

 

,1

1 1
1

( )

2
cos cos sin ,

2 2

b

N N
N

P k

k x k xl l
x k k

k k l l
 





         

1x x x     . 

Если   1

0

N

ix


 – равномерная сетка ( x l     

x  , Nlx 2 , 0, 1N   ), оценки ,
kaV  

,
kbV  ,...3,2,1k  имеют вид [1, 8]: 

 ,1
2

( )
ki i

L
V P k

N
  , ,i a b , (17) 

где 

,1
2 sin

( ) sin sin
2 2a

L l k k k
P k k

k k lN lN N

  
 

    
 

, 

,1( )bP k  2 cos
cos sin

2 2

L l k k k
k

k k lN lN N

  
 

   
 

 

и погрешность аппроксимации (16) имеет вид: 

 

 ,1 ,1
1

4 ln 2 ln 1
1

4
( ) ( ) ,

LC

n

a b
k

Ll n Ll
E

n n N N

Ln
P k P k

N 

               

  
 

 

(18)

 

Замечание 1. На практике, как правило, доста-
точно использовать оценки , ,

ki
V i a b , запи-

санные с точностью до главного члена относи-

тельно величины 1 N : 
2

ki

L
V

N



, ,i a b . 

Тогда погрешность аппроксимации  

4 ln 2 ln 4 1

4LC

Ll n L n
E

n n N l

             
. 
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Сузим рассмотренный класс функций Лип-
шица CL на класс CL, N. Для этого класса в [1, 
2] построены оптимальные по точности при 

n
N

l


  квадратурные формулы вида: 

1

1

1
*

2, 2
0

1
*

2, 2
0

( ) ( ) cos , 0,1, 2,...,

( ) ( )sin , 1, 2,3,...,

xN

a

x

xN

b

x

k
R k f x xdx k

l

k
R k f x xdx k

l


















 


 

 

 
 (19) 

где 

     
2

1 1

1 1

, ,

sign , ,

, ,

, ,N N N

f x x x

f L x x f x x x
f x

f x x x

f x x x

  

    

  

 

  
          
   

(20) 

 1, ,N Nx x x  

L

fxx
x

22
1 





  , 

L

fxx
x

22
1 





  , 

 fff  1 . 

В случае когда периодическая с периодом 
2l  функция ,( ) L Nf x C , [ , ]x l l   аппрокси-

мируется рядом Фурье вида (9), где коэффици-

енты ka  и kb  вычисляются с помощью квад-

ратурных формул вида (19) – (20), то оценка 
погрешности аппроксимации имеет вид [8]: 

,

2 22

2
0

4 ln 2 ln

8 8L N

N

C

x fLl n L
E

n n l L


 



               
  

 2
12 2

2 2
1

1
4 sin sin cos

4 4 2

n

k

k f k x xk xl

k l Ll l
  



     
     

  

      
2

1 1
,2 ,2

1

sin
2 4

n
N

a b
k

k x x x
P k P k

l
  



         
 ,(21) 

где  1f f f     , 

1 1
,2 1

2
( ) sin sin sin

2 2
N N

a N

k x k xl l
P k x k k

k k l l
 



         
, 

1 1
,2 1

2
( ) cos cos sin

2 2
N N

b N

k x k xL l
P k x k k

k k l l
 



         
. 

Если периодическая с периодом 2l  функ-
ция 2,( ) Lf x W , [ , ]x l l   аппроксимируется 

рядом Фурье вида (9), где коэффициенты ka  и 

kb  вычисляются с помощью оптимальных по 

порядку точности при 
n

N
l


  квадратурных 

формул вида 

4, 3( ) ( ) cos ,
l

a

l

k
R S x xdx

l


    

 4, 3( ) ( )sin ,
l

b

l

k
R S x xdx

l


    (22) 

где S3(x) – кубический эрмитов сплайн, 3 ( )iS x   

if , 3( )i iS x f  , 0,i N , который на отрезке 

1[ , ]i ix x   можно записать в виде [2, 9, 10] 

3 1 2 1 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iS x t f t f t hf t hf        , 

где  2
1( ) (1 ) (1 2 )t t t    ,  2

2 ( ) (3 2 )t t t   , 
2

3( ) (1 )t t t   , 2
4 ( ) (1 )t t t    , 1i i ih x x  , 

 i i
t x x h  , то оценка погрешности аппрок-

симации имеет вид [8]: 

 

0

2,
1

2

( ) ( )
2

4 1 2 1 1
,

16 2

L k k

n
a

W n a b
k

V
E R F V V

lL L n l

n N



    

  
        


 (23) 

2

sin 21

2 416ka

k
lL lV

kN



 


, 

 
2

sin 21

2 416kb

k
lL lV

kN



 


. (24) 

Сузим класс функций 2,LW  на класс 2, ,L NW . 

Рассмотрим случай, когда функция 2, ,( ) L Nf x W  

задана таблицей значений функции  0

N

if  и ее 

первой производной  0

N

if   в узлах заданной сет-

ки  0

N

ix . Для этого случая (при выполнении оп-

ределенных условий, налагаемых на функции 

NLWxf ,,2)(   и ее производные) в [1, 2] по-

строены оптимальные по точности при 
n

N
l


  

квадратурные формулы вида 
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11
*

5, 5
0

( ) ( ) cos ,
xN

a

x

k
R k f x xdx

l










   

11
*

5, 5
0

( ) ( )sin , 1, 2,3,...,
xN

b

x

k
R k f x xdx k

l










    (25) 

где 

 

 
 

1 1 1

2 2
15

1 1 1 1

1

1 1 1 1

( ), ,

1
[ ( ) ( )]

2

sign( ) ( ) ( ) , ,
4

( ), ,

, ,

( ), , ,
N N

N N N N N

f f x x x x x

f f x x f f x x

L
f x x x x x x xf x

f f x x x x x

x x x

f f x x x x x

    

     


    

    



   

   

       

            


   
 


  

(26)

 

1

2 2

fx x
x

L
 




  , 1

2 2

fx x
x

L
 




  , 1f f f       . 

Если периодическая с периодом 2l  функ-
ция 2, ,( ) L Nf x W , [ , ]x l l   аппроксимируется 

рядом Фурье вида (9), где коэффициенты ka  и 

kb  вычисляются с помощью квадратурных фор-
мул вида (25) – (26), то погрешность аппрок-
симации определяется соотношением [8] 

 0

2, ,
1

( ) ( )
2L N k k

n
a

W n a b
k

E R f



      , (27) 

где 

4 1
( )n

lL
R f

n
 


, 

0

2 22

2
02 3 4 4

N

a

x x fL

l L


  



    
     

 
  

+
3

1 1
2 2 3

Nf f f x
f x

L
   

 
          

, 

2

1
0

2 2

sin ( )
2 2

sin sin
4 4

k

N

a

Ll k
x x

k l

k x k f

l Ll



 


 

    
     




 

 

2 2

1

( )
cos

4 4 4

sign( ) 2

x f k f

L Ll

f x f f f

  

    

     
   


          

 

1

,5

cos ( )sin sign cos
2 4

( ) 1, 2,3,...,a

k fk k
x x x

l Ll l

P k k


  

    


 
, 

 ,5 1sign cosa N

k
P k x

l




   
 

 

2
1 1

12

2
cos sin

2
sin sin ,

N N

N

l
x k x k

k

k
k x

l

 



   


     

 

2

1
0

2 2

cos ( )
2 2

sin sin
4 4

k

N

b

Ll k
x x

k l

k x k f

l Ll



 


 

    
     




 

 

2 2

1

( )
cos sign( )

4 4 4

( ) 2

x f k f
f

L Ll

x f f f

  


   

           

      

 

1

,5

sin ( )sin sign sin
2 4

( ) , 1, 2, 3, ...,b

k fk k
x x x

l Ll l

P k k


  

    


 
 

,5 1( ) sign sinb N

k
P k x

l




   
 

 

2
1 1

2
sin cosN N

l
x k x k

k     


 

+ 12

2
cos cos ,N

k
k x

l 

    
 

1x x x     , 1f f f     , 1f f f       . 

Для решения задачи аппроксимации функ-
ции f (x)  F рядом Фурье с заданной или мак-
симально возможной точностью с использова-
нием эффективных алгоритмов решения опти-
мизационных задач (11) – (13) [4] необходимо 
получить оценки вычислительной сложности 
(времени реализации Т) приведенных выше 
алгоритмов, позволяющих задавать реальные 
ограничения T0. Справедливы следующие ре-
зультаты. 

Теорема 1. Оценка вычислительной слож-
ности алгоритма ( , )nS x f  (9) с использованием 

квадратурной формулы (14) имеет вид 

1 1 2

3 4 5

( , ) (7( 1) ) (2 3)

( 3) ( 1) ,

T n N N n n N

n N nN

       
       

 (28) 
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где 1, 2, 3, 4  – время выполнения операций 
сложения, умножения, деления, двоичного сдви-
га числа соответственно, 5 – время, затрачи-
ваемое на вычисление функции sin x  или cos x  

на компьютере. Если   1

0

N

ix


 – равномерная 

сетка ( xlx   , Nlx 2 , 0, 1N   ), 

оценка времени реализации Sn (x, f) оценивает-
ся соотношением 

2 1 2

3 4 5

( , ) (3( 1) ) 2(( 1) 1)

( 4) 2 .

T n N N n n N

n nN

        
       (29)

 

Доказательство. Для доказательства оцен-
ки (28) приведем квадратурные формулы (14) 
и функцию ( , )nS x f , определяемую соотноше-

нием (9), к виду, удобному для их численной 
реализации (программирования). Получим: 

 

1

2

1

2

1

0
0

2

1 1 1
0

1

1
2 ,

2

i

i

x
N

i
i x

N

i i i N N
i

a f dx
l

f f x f x
l











  


 

      
 

 




 

1

2

1

2

1 2

1
0 0 2

1 1
cos sin ,

i

i

x
N N

k i i
i

i ix

k k
a f xdx f x

l l k l





 

 

  
     
   

   

1

2

1

2

1

0

2
1

1 1 0
0 2

1
sin

1
cos 1 ,

i

i

x
N

k i
i x

N
k

i N
i

i

k
b f xdx

l l
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1i i ix x x   , 1i i if f f   . 

Чтобы вычислить  ,nS x f  по данной фор-

муле, необходимо выполнить 7( 1)N n   опе-
раций сложения двух чисел, (2 3)n N  опера-
ций умножения, 3n   операций деления, 1N   
операций двоичного сдвига числа и nN  раз 
вычислить функцию sin x . Отсюда получаем 
оценку (28). 

В случае равномерной сетки функция 
( , )nS x f  приводится к виду 
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Чтобы вычислить  ,nS x f  по данной фор-

муле, необходимо выполнить 3( 1)N n   опе-
раций сложения двух чисел, 2(( 1) 1)n N   
операций умножения, 4n   операций деления, 
2 операции двоичного сдвига числа и nN  раз 
вычислить функции sin x , cos x . Отсюда по-
лучаем оценку (29). 

Теорема 2. Оценка вычислительной слож-
ности алгоритма ( , )nS x f  (9) с использованием 

квадратурной формулы (19) – (20) имеет вид 

3 1( , ) (( 4)(2 1) 3)T n N n N       

 2 3(5 2( 1)) 4nN N n n          

 4 5(3 2) (3 2)N n N      , (30) 

где 1 , 2 , 3 , 4 , 5  обозначают те же вели-

чины, что и в соотношении (28). 
Доказательство. Для доказательства оцен-

ки (30) приведем квадратурные формулы (19) 
и функцию ( , )nS x f , определяемую соотноше-

нием (9), к виду, удобному для их численной 
реализации (программирования). Получим: 
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Чтобы вычислить Sn (x, f) по данной формуле, 
необходимо выполнить (n + 4)(2N – 1) – 3 опе-
раций сложения двух чисел, 5nN + 2(N – n + 1) 
операций умножения, n + 4 операций деления, 
3N – 2 операций двоичного сдвига числа и 
n(3N – 2) раз вычислить функции sin x, cos x. 
Отсюда получаем оценку (30). 

Теорема 3. Оценка вычислительной слож-
ности алгоритма Sn (x, f) (9) с использованием 
квадратурной формулы (22) имеет вид 

3 1( , ) (( 1)(2 10) 9)T n N n N     

 2 3( (4 21) 4) 3n N n         

 4 54( 1) 2 ( 1)n n N     , (31) 

где 1 , 2 , 3 , 4 , 5  обозначают те же вели-

чины, что и в соотношении (28). 
Доказательство. Для доказательства оцен-

ки (31) приведем квадратурные формулы (22), 
а затем и функцию ( , )nS x f , определяемую со-

отношением (9), к виду, удобному для их чис-
ленной реализации (программирования). В 
дальнейшем будем рассматривать случай ис-
пользования равномерной сетки: Nlx 2 , 

ix l i x    , 1,0  Ni . Получим: 
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Введем обозначения: 
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где k , k , k  определены выше, а 
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Чтобы вычислить Sn (x, f) по данной формуле, 
необходимо выполнить ( 1)(2 10) 9n N    опе-
раций сложения двух чисел, (4 21) 4n N    опе-
раций умножения, 3n   операций деления, 
4( 1)n   операций двоичного сдвига числа и 
2 ( 1)n N   раз вычислить функции sin x , cos x . 
Отсюда получаем оценку (31). 

Теорема 4. Оценка вычислительной слож-
ности алгоритма Sn (x, f) (9) с использованием 
квадратурной формулы (25) – (26) имеет вид 

4 1( , ) ((4 11) 2( 3))T n N n N n       

 2 3(( 1)(11 5) 1) 2n N n          

                 4 5(5 3)τ 2 (2 1)τN n N    ,            (32) 

где 1, 2, 3, 4, 5  обозначают те же величины, 
что и в соотношении (28). 

Доказательство. Для доказательства оцен-
ки (32) приведем квадратурные формулы (25) – 
(26), а затем и функцию Sn (x, f), определяемую 
соотношением (9), к виду, удобному для их 
численной реализации (программирования). 
Получим: 
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Чтобы вычислить Sn (x, f) по данной формуле, 
необходимо выполнить (4 11) 2( 3)n N n    
операций сложения двух чисел, ( 1)n    

(11 5) 1N    операций умножения, 2n   опе-
раций деления, 5 3N   операций двоичного 
сдвига числа и 2 (2 1)n N   раз вычислить функ-
ции sin x , cos x . Отсюда получаем оценку (32). 

Вычисление оптимальных параметров 
предлагаемых алгоритмов построения  -
решений задач аппроксимации функций ря-
дами Фурье 

Рассмотрим задачи (11) – (13) относительно 
вычисления оптимальных значений парамет-
ров X={ N ,n } предложенных алгоритмов ап-
проксимации функций ( )f x  частичными ря-
дами Фурье вида (9), а также некоторые под-
ходы к их решению. 

Анализ соотношения (10) показывает, что 
погрешность аппроксимации функции f (x) ря-
дами Фурье на классах F  состоит из двух час-
тей: погрешности 1 nE R ( f ) , возникающей 

вследствие использования конечного числа n  
членов ряда Фурье, и погрешности 

0

2
1

cos sin
2 k k

n
a

a b
k

V k x k x
E V V

l l

     
 

  

вследствие приближенного вычисления его 
коэффициентов. Как показывает анализ приве-
денных оценок погрешности аппроксимации, 
соотношения (10) в общем виде можно записать 
следующим образом: 1( , , ) ( , , )E F N n E F N n   

2 ( , , )E F N n , где 

)(),,(1
pnOnNFE  , 2 ( , , ) ( ),rE F N n O n N    (33) 

константы rp,  зависят от гладкости классов 
функций F. 

Пусть N0, n0 – оптимальные значения N, n, 
на которых обеспечивается решение задач (11) – 
(13), а именно: 0 = 0 0( , , )F N n . При этом зада-

чи (11) – (13) принимают вид 

     0 0 0 0 0, , p rE F N n O n O n N      

  0 0
0 0, ,F N n    , (34) 

    0 0

,
, , min , ,

N n
F N n E F N n      
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 =  0 0E F ,N ,n = 0 0 0( ) ( )p rO n O n N   , (35) 

    0 0 , , min , ,
n

F N n E F N n    = 

 =  0E F,N ,n = 0 0 0( ) ( )p rO n O n N   , (36) 

при заданных ограничениях на время решения 
задач аппроксимации: 0T T( F ,N ,n ) T  . 

При N  N0, n  n0 влияние возможных рас-
пределений составляющих E1 и E2 погрешно-
сти метода E на выполнение условий (11) – 
(13) может быть неудачным и существенно ос-
ложнить их выполнение. В случае когда доми-
нирует погрешность E2, она может быть умень-
шена путем: использования оптимальных на-
боров значений функции f (x) в N  точках от-
резка  ll, , увеличения N , уменьшения n , пе-
рехода к другому классу F  входных данных 
или «сужения» класса F  до интерполяционно-
го класса FN (с целью повышения порядка точ-
ности) [1] и использования соответствующих 
ему квадратурных формул. Уменьшение вели-
чины E1 может быть достигнуто повышением 
гладкости класса F. 

Чтобы найти значение параметров X = (N, n) 
алгоритма, при которых обеспечивается ап-
проксимация функций классов F  рядами Фу-
рье с заданными значениями характеристик 
качества по точности и быстродействию, необ-
ходимо решить одну из задач оптимизации 
(11) – (13) или (34) – (36). В общем виде опти-
мизационные задачи (12) – (13) могут быть 
сформулированы следующим образом. Найти 

             0min ( )
X

X  при 1 0( )X T  ,               (37) 

и значения X = X
0

 = (N0, n0), на которых он дос-
тигается. Здесь целевая функция 0(X) = E(X) = 
= E(F, N, n) – оценка погрешности аппрокси-
мации, 1(X) = T(X) = T(F, N, n) – оценка вре-
мени решения задачи аппроксимации. Опти-
мизационная задача (13) в общем виде есть ча-
стный случай (37). 

Для определения наилучших (оптимальных) 
значений параметров X0

 = (N0, n0), предложен-
ных алгоритмов аппроксимации функций ( )f x , 
обеспечивающих решение задачи (37), необхо-
димо решить задачу нахождения глобального 

минимума функции 0(X) = E(X) = E(F, N, n) с 
такими ограничениями на переменные X = 

( , )N n : min maxn n n  , minN N   maxN  и 

1(X) = T(X) = T(F, N, n)  T0. 
Отметим, что сформулированная задача пол-

ностью укладывается в общую постановку за-
дачи построения T-эффективных алгоритмов 
вычисления -решений задач вычислительной 
и прикладной математики [5, 6]. 

Для решения поставленной задачи (37) 
можно использовать алгоритм полного пере-
бора по узлам сетки [4]. Для этого задаются 
шаги hN  и hn  изменения N  и n  соответствен-

но и строится сетка узлов, а именно: 

min hN N l N   , ˆ0,1,...,l l , max
ˆ

hl N N  : 

min hn n k n   , ˆ0,1,...,l l , max
ˆ

hl n n  . 

При этом max, nnmin  и max,minN N  должны 

быть заданы такими, чтобы min min( , , )E F N n    

и max max( , , )E F N n   , а min min 0( , , )T F N n T  и 

max max 0( , , )T F N n T . 

Этот же алгоритм полного перебора, (опи-
сан ниже), можно использовать для решения 
оптимизационной задачи (11), задавая среди 
входных данных в качестве признака этой за-
дачи значения 0   . 

В случае оптимизационной задачи (13), т.е., 
когда информация о функции f (x)  F задана 
фиксированным значением количества узлов 
N , нужно найти лишь оптимальное количест-
во членов ряда Фурье n, при котором можно 
достичь минимальной погрешности  > 0 за 
время, не превышающее заданного времени 

0T . В этом случае 0 ( )X ( ) ( , , )E X E F N n   – 

погрешность аппроксимации и 1( ) ( )X T X    

( , , )T F N n  – оценка времени решения задачи 
аппроксимации, представляющая собой функ-
ции одной переменной n, и решение этой зада-
чи может быть осуществлено алгоритмом пол-
ного перебора, с использованием в качестве 
входной данной 0 0  . 

Алгоритм полного перебора в общем случае 
имеет следующие шаги. 
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Ш а г  1. Задать входные данные: 0(N, n), 
1(N, n), Nmin, Nmax, nmin, nmax, Nh, nh, 0 , 0T , и 

0 0   – при решении оптимизационной зада-

чи (13) или 0    – при решении оптимиза-

ционной задачи (11). 
Ш а г  2. Положим: 0 0

0min 1000, 0, 0,N n     

k = 0, l = 0, j = 1. 
Ш а г  3. Если 0 0   (в данном случае Nmin = 

= Nmax, и алгоритмом решается оптимизацион-
ная задача (13)), то задать maxNN   и ,N N  

0N N  и перейти на шаг 5, иначе (решается 
оптимизационная задача (11) или (13)) – на 
шаг 4. 

Ш а г  4. Вычислить: min .hN N l N    

Ш а г  5. Вычислить: min hn n n k    и 0 ( , ),N n  

1(N, n). 
Ш а г  6. Если 1 0( , ) ,N n T   то перейти на 

шаг 7, иначе – на шаг 10. 
Ш а г  7. Если 0 0min( , ) ,N n    то задать 

0 0
0min 0 ( , ), ,N n N N n n      и перейти на 

шаг 8, иначе – на шаг 10. 
Ш а г  8. Если 0    (в данном случае ал-

горитмом решается оптимизационная задача 
(11)), то перейти на шаг 9, в другом случае – на 
шаг 10. 

Ш а г  9. Если 0min  , то задаем 0
0min ,j   

0 0 0 0, , 1j jN N n n j j    . 

Ш а г  10. Если n < nmax, то задать k = k + 1 и 
перейти на шаг 5, в другом случае (n = nmax) 
перейти на шаг 11. 

Ш а г  11. Если 0 0   (в данном случае ал-

горитмом решается оптимизационная задача 
(13)), то перейти на шаг 13, иначе (решается 
оптимизационная задача (12)) – на шаг 12. 

Ш а г  12. Если max ,N N  то задать l = l + 1, 

0k   и перейти на шаг 4, в другом случае 

( maxN N ) перейти на шаг 13. 

Ш а г  13. Если N 
0

 = 0, n 
0

 = 0, то задача не 
имеет решения при заданном ограничении на 
компьютерное время 0T  решения задачи. 

Ш а г  14. Конец алгоритма. 
В результате работы алгоритма (при соот-

ветствующих входных данных) будет заполне-
на таблица значений: решения задачи (11), а 
также (12) или (13): 

 

n0 N0 0= E(n0, N0) T0 = T(n0, N0)  T0 

    
 

Запишем соотношения (33) в виде 1( )E n   

1
p

C

n
 , 2 ( ) rE n C N n   . 

Обозначим 2
rC N C  . Тогда условие (34) 

будет иметь вид: 

 1
2p

C
C n

n
    . (38) 

Запишем (38) в виде 

   1
2 1 0p pS n C n n C      . (39) 

Итак, нахождение наименьшего натураль-
ного числа n0, которое удовлетворяло бы нера-
венство (39) и обеспечивало решение задачи 
(11), можно осуществить методом перебора, 
вычисляя  S n  при n = 1, 2,  , n 

0. 

Пример 1. Пусть ,LF C  , 10  . В этом 

случае p    и соотношение (38) имеет вид: 

1
2 3

C
C n C

n       или 1
2 3 1

C
C n C

n        , а 

соотношение (39) будет иметь вид: 
   1

2 1 1 0S n C n n C 
        . (40) 

Для нахождения наименьшего натурального 
числа n0, удовлетворяющего неравенство (40) 
и тем самым обеспечивающее  -решение зада-
чи аппроксимации функций рядом Фурье (11), 
нужно вычислить  S n  при n = 1, 2,  , n 

0. 

Пример 2. Пусть ,r LF W , 1r  . В этом 

случае 1p r  , соотношение (38) будет иметь 

вид: 1
21r

C
C n

n      , а соотношение (39) – 

   1
2 1 0r r

rS n C n n C       . (41) 

Чтобы найти наименьшее натуральное чис-
ло n 

0, удовлетворяющее неравенство (41) и тем 
самым обеспечивающее  -решение задачи ап-
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проксимации функций рядом Фурье (11), нуж-
но вычислить  rS n  при n = 1, 2,  , n 

0. 

Рассмотрим случай 2r  , т.е. 2,LF W , тог-

да соотношение (41) будет иметь вид: 

  2
2 2 1 0S n C n n C       . 

Рассмотрим квадратное уравнение  2S    
2

2 1 0C C    . 
Для  существования  корней  

2
1 2

1,2
2

4

2

C C

C

   
   необходимо выполне-

ние условия: 1 22 C C  . Тогда натуральные 

числа непустого множества  1 2,D N     

обеспечат решение задачи (34). 
Очевидно, что решением задачи (36) будет 

значение 1 2min 2 C C    , которое дости-

гается при 0 1

2

2 1
C

n
C

 
  
 

. 

Замечание 3. Большое значение имеет каче-
ство оценок 

kaV  и ,
kbV  поскольку их «завы-

шенность» может привести к увеличению объ-
ема вычислительных затрат, необходимых для 
решения задачи (9), или даже к невозможности 
ее решения. Часто это качество зависит от кон-
стант, которые описывают класс F (например, 
L) и входят в оценки погрешности метода. Ес-
ли они завышены, то полезно применять алго-
ритмы выявления и уточнения априорной ин-
формации [1, 7]. 

Заключение. Приведен комплексный ана-
лиз качества рассматриваемых алгоритмов ап-
проксимации функций рядами Фурье с исполь-
зованием для вычисления коэффициентов Фу-
рье оптимальных по точности (или близких к 
ним) квадратурных формул вычисления инте-
гралов от быстроосциллирующих функций. По-
лученные оценки их основных характеристик – 
точность и вычислительная сложность. Пред-
ложена технология нахождения оптимальных 
параметров предлагаемых алгоритмов постро-
ения -решений задач аппроксимации функций 

рядами Фурье и приведены их значения для 
некоторых классов функций. Результаты ста-
тьи – новые в теории аппроксимации функций 
и могут получить свое развитие как в плане рас-
смотрения других классов функций в рамках 
предлагаемого подхода к аппроксимации функ-
ций рядами Фурье, так и при решении задачи 
аппроксимации функций другими методами. 
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