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ЗНаковІ коМБІНаТорНІ проСТори, СкІНЧеННІ 
поСЛІДовНоСТІ Та ЛоГариФМІЧНІ СпІраЛІ

Знакові комбінаторні простори існують в двох станах: згорнутому (спокої) та розгорнутому (динаміці). Для 
біологічних, фізичних, інформаційних, мовленнєвих просторів виконуються аксіоми знакових просторів, тому вони 
мають комбінаторну природу. Їхнє використання дозволяє пояснити різні природні явища в природі. За їхньої допомоги 
можна пояснити динаміку мислення людини, що важливо при створенні штучного інтелекту. З використанням 
скінченних послідовностей, які утворюються при розгортанні цих просторів, та представленням їх елементів у 
полярних координатах, простежується динаміка утворення логарифмічних спіралей у природі.
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вступ

У статті розглядаються знакові комбінаторні 
простори, які можуть перебувати у двох 
станах: згорнутому (спокої) та розгорнутому 
(динаміці). Простори, зокрема, біологічні, 
фізичні, інформаційні та деякі інші, для 
яких справедливими є аксіоми знакових 
комбінаторних просторів, мають комбінаторну 
природу. Під час їхнього розгортання утво- 
рюються комбінаторні числа (числа Фі- 
боначчі), через які в живій природі про-
являються логарифмічні спіралі [1]. Ці спі- 
ралі утворюються завдяки скінченним по- 
слідовностям, які мають місце під час роз-
гортання обумовлених просторів і які 
подаються геометрично з використанням 
полярних координат.

постановка задачі

Логарифмічна спіраль геометрично по-
дається через “золотий прямокутник”, у 

якого одна сторона є довшою в 1,618 разів 
(«золоте» число або золотий перетин). 
Присутність золотого перетину в природі 
проявляється через числа Фібоначчі, які 
утворюються з арифметичного трикутника, 
що виникає під час розгортання знакових 
комбінаторних просторів з елементів скін-
ченних послідовностей. Але ця спіраль пе-
редається через «золотий прямокутник» 
опосередковано. Задача полягає в тому, щоб 
прослідкувати її утворення в природі зав-
дяки побудованим послідовностям, елемен-
ти яких подаються через полярні коорди-
нати.

пропонований підхід

Використовуючи скінченні послідовності, які 
утворюються під час розгортання знакових 
комбінаторних просторів і представлення 
їхніх елементів у полярних координатах, 
можна прослідкувати динаміку утворення  
логарифмічних спіралей у природі.
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аналіз останніх досліджень та 
публікацій за темою

Описані в літературі комбінаторні простори, 
як правило, зводять до метричних [2, 3]. Деякі 
автори вважають, що точками комбінаторного 
простору є рекурсивні функції [4]. У літературі 
також описано евклідові комбінаторні про-
стори [5]. Метричні комбінаторні простори 
розглядаються як задана множина W , точками 
якої є комбінаторні конфігурації певного ти-
пу, між якими введено віддаль  ( , )r x y , ,x y W∈ ,
яка задовольняє трьом аксіомам метричного 
простору:

1.   ( , ) 0r x y =  тоді і лише тоді, коли x y= ;
2.   ( , ) ( , )r x y r y x=  (аксіома симетрії);
3. для будь-яких трьох елементів ,x y та z 

( , ) ( , ) ( , )r x y r x z r z y≤ +  (аксіома трикутника).
Віддалями між точками цього простору вва- 

жають результати, отримані з використанням 
операторів, завдяки яким утворюються 
комбінаторні об’єкти (транспозиція, вибиран- 
ня тощо).

Але характерною особливістю комбінатор-
них просторів є не просто наявність заданої 
множини точок комбінаторного характеру, між 
якими введено віддаль, а утворення їх із 
елементів однієї або кількох базових множин 
з використанням певної системи правил. Щоб 
задати комбінаторний простір, достатньо ввес- 
ти одну або кілька базових множин, із елемен- 
тів яких формуються його точки, тип комбіна-
торної конфігурації та систему правил, за 
допомогою яких він розгортається. 

Оскільки точками комбінаторного простору 
є комбінаторні конфігурації, розгляньмо їхнє 
утворення та впорядкування.

комбінаторні конфігурації та 
комбінаторні множини

Під комбінаторною конфігурацією розуміємо 
будь-яку сукупність елементів, яка утво-
рюється з усіх або з деяких елементів базової 
множини 1{ ,..., }nA a a=  [6]. Позначмо її впоряд-
кованою множиною  1( ,..., )k k kw w wη= , k

s lw a A= ∈ ,
{1,..., }l n∈ , {1,..., }ks η∈ , {1,..., }nη∈  — кіль-

кість елементів у kw , 1{ }k qW w=  — множина ком-
бінаторних конфігурацій. Верхній індекс k 
( {1,..., }k q∈ ) у kw  позначає порядковий номер 
kw   у  W ,   q— кількість kw   у  W . Рекурентним 

комбінаторним оператором назвімо сукуп-
ність правил, за допомогою яких з елементів 
базової множини A  утворюється комбінаторна 
конфігурація  kw . Різноманітні типи комбіна-
торних конфігурацій утворюються за допо-
могою трьох рекурентних комбінаторних 
операторів: вибирання  0( )Aα ,  0A A⊆ ; транс-
позиція  ' ( , )k k

j lw wα , де 1( ,..., )k k k
nw w w=   — пере-

становка; арифметичний  ' ' ( , )k k
j t l sw x w xα − + � , де

, {1 ,..., 1}t sx x n∈ −� ,  
'

1 1

p p

j j
j j
x x x

= =

= =∑ ∑ � ,  x n< , { , , , , }k k
j l t sw w x x x N∈�

{ , , , , }k k
j l t sw w x x x N∈� , '{ , , , } {1,..., 1}t s p p n∈ − .  

Дві нетотожні комбінаторні конфігурації kw   
і  iw  назвемо ізоморфними, якщо  k iη η= . 

Якщо kw  і iw  складаються з підмножин (бло-
ків), то вони є ізоморфними, якщо кількість 
їхніх підмножин є однаковою і для будь-якого 
блоку k k

j wρ ⊂  в комбінаторній конфігурації iw  
знайдеться підмножина i i

t wρ ⊂ , для якої  k i
j tξ ξ= ,

де ,k i
j tξ ξ  – кількість елементів відповідно у 

підмножинах k k
j wρ ⊂   і  i i

t wρ ⊂ .
Підмножину W Wη ⊂  назвімо підмножиною 

ізоморфних  комбінаторних конфігурацій, 
якщо її елементи є ізоморфними  комбінатор-
ними конфігураціями.

У множині W , елементи якої утворено кіль-
кома рекурентними комбінаторними операто-
рами, виокремимо підмножину *W W⊂ , будь-
який елемент якої утворюється одним типом 
рекурентних комбінаторних операторів, та під-
множини **W W⊂ , комбінаторні конфігурації 
яких утворено з  *w W∈  іншим типом. Назвімо 

*W W⊂   базовою підмножиною множини  W .
Комбінаторні конфігурації можуть бути 

впорядковані й випадково (безладно), й за 
строгими правилами. Одним із таких правил 
є властивість періодичності, яка випливає з 
рекурентного способу утворення kw W∈  та 
полягає в тому, що їхні множини впорядковано 
інтервалами, в кожному з яких комбінаторні 
конфігурації утворюються за тими самими 
правилами. Для генерування множин ком-
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бінаторних конфігурацій використаймо реку- 
рентно-періодичний метод, у якому реалізо-
вано ці твердження [7]. Сформулюймо три 
правила, згідно з якими утворюються такі 
інтервали:

а) інтервал нульового рангу,
б) обмежувальна комбінаторна конфігурація 

(перша в інтервалі нульового рангу),
в) інтервал σ-го рангу, де   σ— кількість таких 

рангів.

Фрактальна структура 
комбінаторних множин

У процесі впорядкування комбінаторних кон- 
фігурацій з використанням властивості періо-
дичності за допомогою обумовлених правил 
утворюється комбінаторна множина, яка міс- 
тить у собі менші подібні підмножини, тобто 
вона є самоподібною, що є характерним для 
фрактальних структур. Наведімо приклади 

Таблиця 1. Інтервали нульового рангу,  σ-го рангу та обмежувальної комбінаторної конфігурації у множинах сполучень 
без повторень і в бінарних послідовностях 
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множин сполучень без повторень, бінарних 
послідовностей і розбиття числа, які пред- 
ставлено в табл. 1 і 2. Ці множини впорядковані 
за описаними правилами а, б, в. 

Згідно з властивістю самоподібності як 
видно із табл. 1 і 2, інтервал σ -го рангу впо-
рядкованої множини W  складається з інтер-
валів ( 1)σ − -го рангу, а останній — з інтер-
валів нульового рангу. Число n може 
набувати довільних значень, тому W  для n 
фіксованого є скінченною, а для n довільно-
го — нескінченною, тобто вона одночасно є 

скінченною та нескінченною. Підмножина Wη 
розміщень із повтореннями (або сполучень із 
повтореннями, розбиття  n-елементної мно-
жини на підмножини з повтореннями) є 
скінченною, а множина W   цих же комбі-
наторних конфігурацій для того самого 
n є нескінченною. Із цього випливає, що 
комбінаторні множини мають фрактальну 
природу.

Оскільки інтервал  σ-го рангу складається з 
інтервалів  ( 1)σ − -го рангу, а інтервал 1-го рангу —
з інтервалів нульового рангу, нескладно, знаю-

Таблиця 2. Інтервали нульового рангу,  σ-го рангу та обмежувальної комбінаторної конфігурації у множині розбиттів 
числа
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чи правила їхнього впорядкування, визна- 
чати кількість комбінаторних конфігурацій 
у їхній множині. За певними правилами, які 
є різними для різних типів комбінаторних 
конфігурацій, утворюємо скінченну послідов- 
ність, кожне значення якої задає кількість 
w в інтервалах σ-го рангу. Для множини W ,
впорядкованої підмножинами kW W

η
⊂ , зазнач-

мо кількість комбінаторних конфігурацій у 
їхніх множинах у такому вигляді:

  
   

1 1 1 1
1 12 1 2 1

1 2 1 1 2 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1
( (...( ( ( )))...)) ... ( (...( ( ( )))...)) ,

qq qq
n n n n

HH HH H HH H
q

j j j j j j j j
h

σ σ σ σ

− −

− −= = = = = = = =

+ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
�� ��

�

1 1 1 1
1 12 1 2 1

1 2 1 1 2 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1
( (...( ( ( )))...)) ... ( (...( ( ( )))...)) ,

qq qq
n n n n

HH HH H HH H
q

j j j j j j j j
h h

σ σ σ σ

− −

− −= = = = = = = =

+ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
�� ��

� ,               (1)

де s
tH  — кількість інтервалів σ-го рангу, 

{1,..., }t σ∈ , {2,..., }nσ ∈ , sh  — кількість комбіна-
торних конфігурацій в інтервалі нульового 
рангу для  s -ї підмножини  kW W

η
⊂ ,  {1,..., }s q∈ � ,

q� — кількість підмножин  kW W
η
⊂ , 

1 2 1

1 2 11 1 1 1
( (...( ( ( )))...))

n nH H HH

j j j j
h

ξ ξ ξξ

σ σ

ξ
−

−= = = =
∑ ∑ ∑ ∑ 

1 2 1

1 2 11 1 1 1
( (...( ( ( )))...))

n nH H HH

j j j j
h

ξ ξ ξξ

σ σ

ξ
−

−= = = =
∑ ∑ ∑ ∑  — кількість комбінаторних 

конфігурацій у s-й підмножині kW W
η
⊂  або у 

множині перестановок).
Назвімо самоподібними комбінаторні мно- 

жини, якщо кількість комбінаторних конфігу-
рацій в інтервалах нульового, відповідно і σ -го 
рангів є однаковою.

Назвімо квазісамоподібними комбінаторні 
множини, якщо кількість комбінаторних кон-
фігурацій  в інтервалах нульового, відповідно і 
σ-го рангів є різною.

Назвімо структуру комбінаторної множини 
фрактальною, якщо вона утворюється за 
рекурентними правилами і якщо внаслідок 
цього отримуємо множини, які можна подати 
геометричними формами, найбільша з яких 
містить їхні зменшені копії. Таких однакових 
копій у комбінаторній множині може бути 
багато.

Оскільки фрактали ототожнюються з 
геометричними формами, то їхню розмірність 
розглядають з погляду топології. Це — дробна 
розмірність або розмірність подібності, що 
означає статистичну величину, яка говорить 

про те, наскільки повно фрактал заповнює 
простір, якщо збільшувати його у дрібніших 
деталях [8]. Дробна розмірність Хаусдорфа-
Безиковича множини є критичною роз-
мірністю, за якої міра змінює своє значення з 
нуля на нескінченність. Вона досить природно 
визначає розмірність множини у метричному 
просторі та слугує мірою локального розміру 
набору чисел (тобто «простору»), беручи до 
уваги відстань між кожним з її елементів.

Комбінаторні множини не є метричними. 
Їхня фрактальна розмірність випливає зі спосо- 
бу свого впорядкування за певними правилами. 
Для цього достатньо задати базову множину, з 
елементів якої рекурентними комбінаторними 
операторами утворюються комбінаторні кон-
фігурації певного типу, та правила їхнього впо- 
рядкування. Їхня фрактальна розмірність вип-
ливає зі способу утворення. Комбінаторні мно- 
жини заповнюються комбінаторними конфі- 
гураціями певного типу. Тому для них фрак-
тальною розмірністю назвімо кількість комбі-
наторних конфігурацій в утвореній за певними 
правилами комбінаторній множині, яку задамо 
виразом (1).

аксіоми знакових комбінаторних 
просторів

Виходячи з утворення та впорядкування ком-
бінаторних конфігурацій, сформулюймо аксіо-
ми, яким задовольняють знакові комбінаторні 
простори [1].

1. Знакові комбінаторні простори існують 
у двох станах: спокої (згорнутий) та динаміці 
(розгорнутий).

2. Згорнутий простір задається інфор-
маційним знаком , , ,A T Pℜ=< Ξ>, який міс-
тить властивості розгорнутого простору пев- 
ного типу, де А  — одна або кілька базових мно-
жин, з елементів  

jl la A A∈ ⊂  яких утворюють-
ся розгорнуті комбінаторні простори, {1,..., }j n∈

{1,..., }j n∈ , ll {1,..., }q∈ � , q� — кількість базових мно-
жин; Т  – тип комбінаторного простору; Р  — 
система правил, за якою він розгортається (за 
строгими законами або хаотично); Ξ — правила 
згортання знакового простору.
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3. Утворення зі згорнутого простору роз- 
горнутих комбінаторних просторів від-
бувається за рекурентними правилами. 
Точкою розгорнутого простору є комбінаторна 
конфігурація певного типу. Розгортанню 
комбінаторного простору притаманна влас- 
тивість періодичності, яка випливає з ре- 
курентного способу утворення та впоряд-
кування комбінаторних конфігурацій.

4. Згортання знакового простору певного 
типу відбувається з точок і одного, і кількох 
просторів. Згорнутий простір має властивості 
просторів, із яких він згорнувся.

Якщо правила розгортання ґрунтуються 
на строгих законах, то знаковий розгорнутий 
комбінаторний простір є структурованим. 
Якщо правила розгортання простору не 
підпорядковані строгим законам, то розгор-
нутий простір утворюється безладно. Розгор-
танню комбінаторного простору притаманна 
властивість періодичності, яка випливає з 
рекурентного способу утворення та впоряд-
кування комбінаторних конфігурацій. Зі 
згорнутого комбінаторного простору утво-
рюються такі простори: частково розгорнуті, 
повні розгорнуті, однорідні, неоднорідні. Мет-
ричні, евклідові, рекурсивні простори — це 
розгорнуті знакові комбінаторні простори.

утворення скінченних 
послідовностей при розгортанні 
знакових комбінаторних просторів

Як уже було зазначено, характерною особ-
ливістю комбінаторних просторів є утворення 
заданої множини точок комбінаторного 
характеру з елементів однієї або кількох 

базових множин із використанням певної 
системи правил [1]. Як випливає з аксіом 
цих просторів, для їхнього задання достатньо 
ввести одну або кілька базових множин, із 
елементів яких формуються його точки, тип 
комбінаторної конфігурації та систему правил, 
за допомогою яких він розгортається. 

При розгортанні знакового комбінаторного 
простору з використанням властивості періо-
дичності [7], точкою якого є сполучення 
без повторень або розбиття  n-елементної 
множини на підмножини, отримано числові 
послідовності, які задають у них кількість 
комбінаторних конфігурацій, утворюють ком-
бінаторні числа та являють собою біноміальні 
коефіцієнти, що утворюють арифметичний 
трикутник. Фігурними називають і многокутні 
числа, і коефіцієнти членів степенів бінома  
( )na b+ . Із його коефіцієнтів складається 
арифметичний трикутник (трикутник Паска-
ля).  ( )na b+  [9] (табл. 3).

По косих лініях цього трикутника роз-
ташовані коефіцієнти перших (других, третіх 
тощо) членів степенів  ( )na b+ .

Подамо їх у вигляді табл. 4.
Перший рядок і перший стовпець 

цієї таблиці становлять 1, 1, 1, 1, 1, 1,...,. 
Другий рядок і другий стовпець — числа 

Таблиця 4. Арифметичний трикутник, у рядках якого 
містяться скінченні послідовності

1 1 1 1 1 1 1 ...

1 2 3 4 5 6 ...

1 3 6 10 15 ...

1 4 10 20 ...

1 5 15 ...

Таблиця 3. Арифметичний трикутник

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
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натурального ряду: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... . Третій 
рядок і третій стовпець містить трикутні 
числа 1,3,6,10,15,21,..., j-й елемент якого 
є сумою j перших чисел натурального ряду. 
Четвертий рядок і четвертий стовпець — числа 
1,4,10,20,35,56,..., j-й елемент якого є сумою 
j перших значень трикутних чисел. Ці числа 
називають тетраедричними. П'ятий рядок і 
п'ятий стовпець містять числа, які називають 
п'ятикутними: 1,5,15,35,70,126,..., j-й елемент 
яких є сумою перших значень тетраедричних 
чисел, тощо. Будь-який елемент таблиці, крім 
чисел натурального ряду, є сумою двох чисел, 
що стоять у тому ж рядку ліворуч і в тому ж 
стовпці над шуканим числом.

Якщо записати рядки арифметичного три-
кутника один під другим, як показано на рис. 1 
і скласти числа цієї таблиці по діагоналі 
(зліва направо, знизу вгору), то отримаємо 
послідовність чисел Фібоначчі [10]: 1, 1, 1+1=2;  
1+2=3;  1+3+1=5; 1+4+3=8; 1+5+6+1=13.

Сформулюймо такі теореми [6].
Теорема 1. Значення послідовності, які 

задають кількість сполучень без повторень 
w у їхній множині W, що впорядкована з 
використанням рекурентно-періодичного ме-
тоду генерування комбінаторних конфігурацій, 
утворюють арифметичний трикутник та є 
фігурними числами.

Доведення здійснюємо для перших 
значень η для підмножини ізоморфних спо-
лучень. Отримані результати дають змогу 
встановити певну закономірність структур цих 
послідовностей.

Для 1η =   підмножина 1W  складається з 
одного інтервалу нульового рангу та містить 
усі можливі для нього нетотожні сполучення 
кількістю n.

Підмножина Wη для 2η =  складається з 
одного інтервалу першого рангу, у який входять   

1n −  інтервали нульового рангу. Кількість w у 

ньому дорівнює 
( 1) !1 2 3 ... 1

2 ( 2) ! 2 !
n n nn

n
−

+ + + + − = =
−( 1) !1 2 3 ... 1

2 ( 2) ! 2 !
n n nn

n
−

+ + + + − = =
−

. Аналогічно для 3η =   підмножина 

W
3
, побудована за тими ж правилами 

складається з одного інтервалу другого рангу, у 
який входять інтервали першого рангу, кожен 
із яких складається з 1, 2, 3 ,..., 3n−   інтервалів 
нульового рангу. Тоді кількість w у W

3
 

дорівнює  2
( 1)1 3 6 10 ...

2 n
j j

−

+ + + + + + = 
 

( 1) ( 2) !
6 ( 3) !3!

n n n n
n

− −
= =

−
, {1,..., 2}j n∈ −  . 

Відповідно,  для  4η =  4W   складається з одного 
інтервалу третього рангу, у який входять 2n−
інтервали другого рангу, кожен із яких скла-
дається з 1, 2, 3 ,..., 3n−  інтервалів першого 

рангу, а останні — з  3
( 1)1, 3, 6,10 ,...,

2 n
j j

−

+ 
 
 

,

{1,..., 3}j n∈ − , інтервалів нульового рангу.
Тоді кількість w в W

4
 дорівнює 

3

( 1)( 2)1 4 10 20 ...
6 n

j j j
−

+ + + + + + + = 
 

3

( 1)( 2)1 4 10 20 ...
6 n

j j j
−

+ + + + + + + = 
 

 

( 1) ( 2)( 3) !
24 ( 4)! 4!

n n n n n
n

− − −
= =

−
. Для n кількість w у підмножині nW  

дорівнює одиниці.
Із цього випливає, що одержані послідов-

ності для  {1,2, 3, 4, 5,...},η =  суми членів яких
задають кількість w у підмножинах Wη,
утворюють арифметичний трикутник та є 
біноміальними коефіцієнтами, тобто для 

{0,1, 2, 3, 4, 5...}n =  відповідно маємо послі-
довності: 1; 1,1; 1,2,1, 1,3,3,1; 1,4,6,4,1; 
1,5,10,10,5,1; …, що й доводить теорему 1.

Розгляньмо множину розбиттів n-елемент-
ної множини на підмножини. Впорядкуймо 
цю комбінаторну множину за розробленими 
правилами з використанням рекурентно-
періодичного методу для підмножин Wη, де η—

( 1) ( 2)( 3) !
24 ( 4)! 4!

n n n n n
n

− − −
= =

−

Рис. 1. Арифметичний трикутник і числа Фібоначі
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кількість підмножин lw w⊂ , на які розбиваєть-
ся базова множина  1( ,..., )nA a a= ,  

lξ— кількість 
елементів у підмножині  lw w⊂ ,  ll {1..., }η∈ .

Теорема 2. Значення послідовностей, які 
задають кількість розбиттів n-елементної 
множини на підмножини у їхній підмножині Wη 
для 2η = , що впорядкована з використанням 
рекурентно-періодичного методу генерування 
комбінаторних конфігурацій [7], утворюють 
арифметичний трикутник та є фігурними 
числами.

Доведення здійснюємо для підмножини ізо-
морфних розбиттів Wη, при 2η =  і перших 
значеннях 1,ξ  2ξ . Як і в теоремі 1, отримані 
результати дають змогу встановити певну 
закономірність структур цих послідовностей. 

Для 1 1nξ = − , 2 1ξ =  кількість розбиттів у під-
множині W

2
 дорівнює n.

Для 1 2nξ = − , 2 2ξ =  кількість інтервалів σ-го 
рангу дорівнює  1n − , а кількість інтервалів  ( 1)σ − -
го рангу в кожному з них подамо послі- 
довністю 1, 2, 3 ,..., 1n− . Звідси кількість W
у 2W  для 1 2nξ = − , 2 2ξ =  дорівнює 

( 1) !1 2 3 ... 1
2 ( 2) ! 2 !

n n nn
n

−
+ + + + − = =

−
  ( 1) !1 2 3 ... 1

2 ( 2) ! 2 !
n n nn

n
−

+ + + + − = =
−

. 

Аналогічно для значень 1 3nξ = − , 2 3ξ =
кількість інтервалів σ-го рангу складає

2n− , а кількість w у W
2
 дорівнює 2

( 1)1 3 6 10 ......
2 n

j j
−

+ + + + + + = 
 

2
( 1)1 3 6 10 ......

2 n
j j

−

+ + + + + + = 
 

( 1) ( 2) !
6 ( 3) !3!

n n n n
n

− −
= =

−
,  {1,..., 2}j n∈ − .

Для  1 4nξ = − ,  2 4ξ =  кількість w у W
2
 дорів-

нює 1 4 10 20 ...+ + + +   
3

( 1)( 2)...
6 n

j j j
−

− − + = 
 

( 1) ( 2)( 3)
24

n n n n− − −
= !

( 4)! 4!
n

n−
.

Звідси, кількість розбиттів у підмножині W
2 

для 2η =   дорівнює 
!

( ) ! !
n

n j j−
, що відповідає 

виразу  
1 2

!
! !
n

ξ ξ
. Якщо  

1 2
n

ξ = ,  
2 2
n

ξ = , то кількість 

w у W
2
 дорівнює  

( 1) !
2 ! !

2 2

n
n n

−
=

−   
   
   

 
!

! ! 2!
2 2

n
n n   
   
   

, 

{2, 4 ,..., 2 }n j∈  .
У результаті доведення отримуємо такі 

послідовності: 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...; 1, 3, 6, 10, 15, 

Рис. 2. Логарифмічна спіраль, вписана в «золотий прямокутник» [10]

( 1) ( 2) !
6 ( 3) !3!

n n n n
n

− −
= =

−
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21, ...; 1, 4, 10, 20, 35, 56,…., які утворюють 
арифметичний трикутник. Звідси випливає, 
що одержані послідовності для 2η = , та  

1 1nξ = − , 2 1ξ = , 1( ,..., )nA a a= , 2 2ξ = . 1 3nξ = − ,

2 3ξ = , 1 4nξ = − , 2 5ξ =  і т.д. суми членів яких 
задають кількість W  у підмножинах Wη, 
утворюють арифметичний трикутник.

Як було обумовлено раніше, одержані пос-
лідовності, суми членів яких задають кількість 
комбінаторних конфігурацій у підмножині ізо- 
морфних комбінаторних конфігурацій, утво-
рюють арифметичний трикутник (трикутник 
Паскаля), що й доводить терему 2.

Під час росту мушель деяких видів молюсків 
утворюються логарифмічні спіралі. Рукава 
галактик, спіраль пелюстків розквітлої 
троянди утворюють логарифмічну спіраль, 
яку геометрично можна подати через «золотий 
прямокутник», у якого одна сторона є у 1,618 
разів довшою («золоте» число або золотий 

перетин 1 5 1,6180339887
2
+

≅ ). Відтинаємо 

в ньому квадрати й отримуємо менші «золоті 
прямокутники». Проведімо четвертину 

дуги кола в кожному квадраті. У такий 
спосіб отримуємо лінію, яка називається 
логарифмічною спіраллю (рис. 2).

Спіраль, вписана в золотий прямокутник, не 
є спіраллю, тому що її утворено дугами різних 
кіл, але вона є наближеною до логарифмічної 
спіралі (рис. 3).

Наявність золотого перетину в рослинах 
проявляється через числа Фібоначчі так:

1/1=1;
2/1= 2;

3/2=1,5;
5/3=1,666;

8/5=1,6;
13/8=1,625;

21/13=1,615348.

До сорокового числа результат збігається 
із золотим перетином (“золотим” числом)

1,6180339887Φ =   [10].

полярна система координат

Розгляньмо, як утворюється логарифмічна 
спіраль у полярних координатах.

Полярна система координат задається про- 
менем, який називають нульовим або по-
лярною віссю [11]. Точка, з якої виходить цей 
промінь називається початком координат або 
полюсом. Будь-яка інша точка на площині 
визначається двома полярними координатами: 
радіальною (радіусом) ρ та кутовою ϕ. Радіаль-
на координата відповідає відстані від точки 
до початку координат. Кутова координата, що 
також зветься полярним кутом дорівнює куту 
між полярною віссю та напрямком на задану 
точку. Визначена в такий спосіб радіальна 
координата може набувати значення від нуля 
до нескінченності, а кутова координата змі- 
нюється в межах від 0° до 360°. Радіан — це 
одиниця вимірювання площинних кутів у 
Міжнародній системі одиниць SІ. Один 
радіан — це площинний кут, утворений двома 
радіусами так, що довжина дуги між ними 
дорівнює радіусу кола і в градусах позначається 
як 180   57,296 .π ≈ °

У деяких працях елементи скінченних 
послідовностей чисел подано через полярні 

Рис. 3. Справжня логарифмічна спіраль [10]
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координати [12]. У [12] їхнє представлення на 
поверхні утворює арифметичну спіраль (або 
спіраль Архімеда). Ця спіраль являє собою 
криву, яку описує точка   під час її рівномірного 
руху із заданою швидкістю вздовж прямої, що 
рівномірно обертається у площині навколо 
однієї зі своїх точок. У полярних координатах 
її задають у вигляді: aρ ω=aaρ ω= , де aρ ω=  — кутова 
швидкість.

Логарифмічна спіраль у полярних коор-

динатах задається як bae ϕρ =  або 
1 ln( )r a
b

ϕ = ,

що пояснює назву логарифмічна, де ρ – від-
даль від точки О до точки М, ϕ – кут повороту 

променя, який обертається навколо точки О,

відрізок а називається кроком спіралі змі-

щення точки М  вздовж променя при по-

вороті останнього на кут в один радіан.

Із теорем 1 і 2 випливає, що при розгортанні 

знакових комбінаторних просторів утворюють- 

ся скінченні послідовності. Для елементів по- 

слідовності 1, 2, 3, 4, 5, 6,... визначмо поляр- 

ні координати: для 1: (1,1), де перше число — 

відстань від початку координат до заданої 

точки,  друге — кутова координата в радіа-

нах; тобто дорівнює 1 радіан, для 2, 3, 4, 5, 6 

відповідно координати: (2,2), (3,3), (4,4), 

(5,5), (5,5). (6,6). Якщо нанести точки з цими 

координатами на площину проти часової 

стрілки і з’єднати їх лінією, то отримаємо 

арифметичну спіраль (або спіраль Архімеда) 

(рис.2).

Розгляньмо послідовності 1, 3, 6, 10, 15, 21, 
...; та 1, 4, 10, 20, 35, 56,... . Задамо їх у полярних 
координатах: (1, 1), (3,2), (6,3), (10, 4), (15,5), 
(21, 6), відповідно (1, 1), (4,2), (10, 3), (20, 
4), (35,5), (56, 6). Якщо побудувати криві на 
площині за годинниковою стрілкою, то вони 
набувають форми, як показано на рис. 3., тобто 
наближаються до логарифмічної спіралі.

висновки

Отже, дослідження знакових комбінаторних 
просторів дозволяє пояснити різні явища 
в природі. Представлення інформаційних 
просторів як знакових комбінаторних дозво-
ляє розділити їх на природні та  штучні, а 
також пояснити динаміку мислення людини, 
що важливо при створенні систем штучно-
го інтелекту. При розгортанні знакових ком- 
бінаторних просторів із згорнутого утво-
рюються скінченні послідовності, суми 
членів яких задають кількість комбінатор- 
них конфігурацій у підмножині ізомор- 
фних комбінаторних конфігурацій, утворюють 
арифметичний трикутник (трикутник Пас-
каля). Із арифметичного трикутника утворю-
ються числа Фібоначчі, відповідно і золоте 
число. Логарифмічна спіраль вписується в зо- 
лотий прямокутник. Динаміка утворення 
логарифмічної спіралі прослідковується завдя- 
ки утвореним в результаті розгортання знако-
вих комбінаторних просторів скінченних послі-
довностей, елементи яких подано в полярних 
координатах.
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SIGN COMBINATORIAL SPACES, FINITE SEQUENCES AND 
LOGARITHMIC SPIRALS

Introduction. Sign combinatorial spaces that exist in two states: convolute (tranquility) and deployed (dynamics), are con-
sidered. Spaces, in particular biological, physical, informational and some others, for which the axioms of sign combinato-
rial spaces, are valid, have a combinatorial nature. When they are deployed, combinatorial numbers (Fibonacci numbers) 
are formed, through which logarithmic spirals appear in living nature. These spirals are formed due to the finite sequences 
that take place during the deployment of the agreed spaces and which are presented geometrically using polar coordinates. 

Formulation of the problem. The logarithmic spiral is geometrically represented through a "golden rectangle" in which 
one side is 1,618 times longer ("golden" number or golden section). The presence of the golden ratio in nature is manifested 
through Fibonacci numbers, which are formed from an arithmetic triangle from elements of finite sequences formed by 
the deployment of sign combinatorial spaces. But this spiral is transmitted through the "golden rectangle" indirectly. The 
problem is to trace its formation in nature through constructed sequences, the elements of which are represented by polar 
coordinates.

The approach proposed. Using the finite sequences that are formed during the unfolding of sign combinatorial spaces and 
the representation of their elements in polar coordinates, we can trace the dynamics of the formation of logarithmic spirals 
in nature. 

Conclusion. Representation of biological space as a sign combinatorial space can explain various phenomena in nature. 
When unfolding these spaces from the convolute spaces finite sequences are formed, the sums of the members of which 
determine the number of combinatorial configurations in a subset of isomorphic combinatorial configurations and form an 
arithmetic triangle (Pascal's triangle). Fibonacci numbers and, accordingly, a golden number are formed from an arithmetic 
triangle. The logarithmic spiral fits into a golden rectangle. The dynamics of the formation of the logarithmic spiral is traced 
due to the finite sequences formed as a result of the deployment of the sign combinatorial spaces, the elements of which are 
presented in polar coordinates..
Keywords: sign combinatorial spaces, logarithmic spiral, polar coordinates, combinatorial configuration, finite sequences, fractals.


