
Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2013, том 10, N 2, 138–169

УДК 517.983

Грушка Я.I.

(Iнститут математики НАН України, Київ)

Алгебраїчнi властивостi тахiонних
перетворень Лоренца
grushka@imath.kiev.ua

In the present paper we investigate the algebraic properties of the generali-
zed Lorentz transforms for superlight velocities in Minkowski space time
over any real Hilbert space. In particular, it is proved that, unlike the
classical case, the set of generalized Lorentz transformations does not form
a group.

В данiй роботi дослiджуються алгебраїчнi властивостi узагальнених
перетворень Лоренца для надсвiтлових швидкостей в просторi Мiн-
ковського над довiльним дiйсним гiльбертовим простором. Зокрема,
доведено, що, на вiдмiну вiд класичного випадку, множина узагальне-
них перетворень Лоренца не утворює групу.

1 Вступ
Той факт, що iснування надсвiтлових швидкостей не суперечить кiне-
матицi спецiальної теорiї вiдносностi на сьогоднi є загальновiдомим.
В роботах [1, 2] цей факт обґрунтовується з допомогою математичної
логiки. Цiкаво, що останнiй факт можна обґрунтувати також iншим
способом, а саме шляхом побудови явним чином, за допомогою теорiї
мiнливих множин ( [3–5]), кiнематики, що дозволяє надсвiтловi транс-
формацiї [3, с. 128, приклад 2.3], [4, p. 41, example 10.3]. Хоча iснува-
ння тахiонiв не можна вважати експериментально доведеним, теорiя
тахiонiв i надсвiтлового руху розвивається вже понад 50 рокiв [6, 7], i
на даний час є дуже актуальною. В багатьох попереднiх дослiдженнях
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теорiя тахiонiв розглядалась в рамках класичних перетворень Лорен-
ца, i для систем вiдлiку надсвiтлова швидкiсть була заборонена. Але,
в роботi [8] було запропоноване розширення множини класичних пере-
творень Лоренца, яке включає надсвiтловi швидкостi систем вiдлiку.
Цi перетворення координат в просторi Мiнковського R4 задаються на-
ступною формулою:

Uv (t, x, y, z) =

 s
(
t− vx

c2

)√(
v
c

)2 − 1
,
s (x− vt)√(

v
c

)2 − 1
, y, z

 , (t, x, y, z) ∈ R4, (1.1)

де v ∈ R, |v| > c, s ∈ {−1, 1}, i c — додатна дiйсна константа, яка
має фiзичний змiст швидкостi свiтла в вакуумi. Результати роботи [8]
виявились певною сенсацiєю, i про них стало вiдомо не лише в сере-
довищi фiзикiв та математикiв. Один з висновкiв роботи [8] полягає в
тому, що деякi аспекти iснуючої теорiї тахiонiв, можливо, слiд перегля-
нути, оскiльки з огляду на перетворення (1.1), вiдпадає необхiднiсть
вводити уявну масу спокою для тахiонних частинок i використовува-
ти складний фiзичний апарат, щоб побудувати кiнематику i динамiку
тахiонiв [8]. Зауважимо, що перетворення координат (1.1) також були
отриманi i ранiше (див. [9,10]), але, на жаль, цi роботи не стали такими
вiдомими, як [8].

Слiд пiдкреслити, що в роботах [8–10] розглядається лише випа-
док, коли обидвi системи вiдлiку рухаються вздовж спiльної осi “x”, i
не дослiджуються новi перетворення для систем вiдлiку з довiльною
орiєнтацiєю осей. В роботi [11] сформульовано умови, якi мають задо-
вольняти узагальненi перетворення Лоренца типу (1.1) для систем вiд-
лiку з довiльною орiєнтацiєю осей у просторi Мiнковського над довiль-
ним дiйсним гiльбертовим простором i доведено теореми про загаль-
ний вигляд перетворень, що задовольняють цi умови. Зазначимо, що
узагальнення класичних перетворень Лоренца на випадок довiльного
дiйсного гiльбертового простору розглядалось також в роботах [12–14].

Мета даної роботи — дослiдити деякi алгебраїчнi властивостi уза-
гальнених перетворень Лоренца над дiйсним гiльбертовим простором,
введених в [11]. Зокрема, в данiй роботi доведено, що, на вiдмiну вiд
класичного випадку, множина узагальнених перетворень Лоренца не
утворює групу операторiв, а саме, показано, що композицiя узагальне-
них перетворень Лоренца зi скiнченними надсвiтловими швидкостями
i перпендикулярними напрямками руху не належить до вихiдного кла-
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су перетворень.

2 Абстрактнi перетворення координат в
просторi Мiнковського над гiльбертовим
простором та їхнi властивостi.

Нехай (H, ‖·‖ , 〈·, ·〉) — гiльбертовий простiр над полем дiйсних чисел,
де ‖·‖ i 〈·, ·〉 — норма i скалярний добуток в просторi H вiдповiдно.
Позначимо черезM (H) гiльбертовий простiр

M (H) := R× H = {(t, x) | t ∈ R, x ∈ H} ,

оснащений скалярним добутком та нормою:

〈ω1, ω2〉M(H) = t1t2 + 〈x1, x2〉 ; ‖ω1‖M(H) = t21 + ‖x1‖
2
,

де ωi = (ti, xi) , i ∈ {1, 2}. Простiр M (H) називатимемо простором
Мiнковського над простором H. В просторiM (H) видiлимо наступнi
пiдпростори:

H0 = {(t,0) | t ∈ R} ; H1 = {(0, x) |x ∈ H} ,

де 0 — нульовий вектор. Тодi:

M (H) = H0 ⊕ H1,

де ⊕ означає ортогональну суму пiдпросторiв просторуM (H). Пiдпро-
стiр H0 iзоморфний полю дiйсних чисел R а пiдпростiр H1 iзоморфний
простору H. Отже, простiр H можна ототожнити з пiдпростором H1

простору M (H). Тобто, простiр M (H) можна вважати розширенням
простору H. Тому, надалi будемо використовувати однаковi позначе-
ння для норми i скалярного добутку в просторах H та M (H) (тобто
в просторi M (H) будуть використовуватись позначення ‖·‖, 〈·, ·〉, без
iндекса “M (H)” знизу).

Позначимо через e0 вектор

e0 = (1,0) ∈M (H) .

Введемо наступнi ортопроектори на пiдпростори H0 та H1:

Tω = te0 = (t,0) ∈ H0, ω = (t, x) ∈M (H) ;
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Xω = (0, x) ∈ H1, ω = (t, x) ∈M (H)

(нагадаємо, що оператор P ∈ L (H) називається ортопроектором, якщо
P 2 = P ∗ = P , де P ∗ — спряжений оператор до оператора P ). Також
позначимо через T наступний лiнiйний оператор

T (ω) = t, ω = (t, x) ∈M (H)

зM (H) в R. Тодi:

Tω = T (ω) e0, ω ∈M (H) . (2.1)

Довiльний вектор ω ∈M (H) можна єдиним чином подати у виглядi:

ω = te0 + x = T (ω) e0 +Xω, (2.2)

де x = Xω ∈ H1, t = T (ω) ∈ R.
Позначимо через L (H) простiр лiнiйних неперервних операторiв

над простором H.

Означення 2.1. Оператор S ∈ L (M (H)) називається перетво-
ренням координат, якщо iснує неперервний обернений оператор
S−1 ∈ L (M (H)).

Очевидно, що множина всiх перетворень координат є групою опе-
раторiв в просторiM (H), вiдносно групової операцiї добутку (компо-
зицiї) операторiв.

Означення 2.2. Перетворення координат S ∈ L (M (H)) будемо на-
зивати v-детермiнованим, якщо T

(
S−1e0

)
6= 0. Вектор

V (S) = XS−1e0
T (S−1e0)

∈ H1

будемо називати швидкiстю v-детермiнованого перетворення коор-
динат S.

Означення 2.2 повнiстю вiдповiдає фiзичному розумiнню швидкостi
системи вiдлiку. Справдi, припустимо, що v-детермiноване перетворе-
ння координат S ∈ L (M (H)) вiдображає координати довiльної точки
в нерухомiй системi вiдлiку l в координати цiєї ж точки в iншiй системi
вiдлiку l′, що рухається зi сталою швидкiстю вiдносно системи вiдлi-
ку l. Розглянемо довiльну нерухому вiдносно системи вiдлiку l′ точку
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ω′t = x0 + te0 (де x0 ∈ H1 — фiксований вектор, а змiнна t пробiгає
всю дiйсну вiсь R). Тодi точка ω′t в системi вiдлiку l буде виглядати,
як точка ωt = S−1ω′t. Тому, застосовуючи (2.2) отримуємо:

ωt = S−1x0 + tS−1e0 =

= T
(
S−1x0

)
e0 +XS−1x0 + t

(
T
(
S−1e0

)
e0 +XS−1e0

)
=

= T
(
S−1 (x0 + te0)

)
e0 +XS−1 (x0 + te0) .

Отже, для довiльних t1, t2 ∈ R таких, що t1 6= t2 маємо:

Xωt2 −Xωt1
T (ωt2)− T (ωt1)

=
XS−1 (x0 + t2e0 − (x0 + t1e0))

T (S−1 (x0 + t2e0)− S−1 (x0 + t1e0))
= V (S) .

Таким чином, довiльна нерухома вiдносно системи вiдлiку l′ точка,
рухається вiдносно системи вiдлiку l зi сталою швидкiстю V (S).

Довiльний вектор V ∈ H1 породжує наступнi пiдпростори в просто-
рi H1.

H1 [V ] = span {V } ;
H1⊥ [V ] = H1 	 H1 [V ] = {x ∈ H1 | 〈x, V 〉 = 0} ,

де spanM означає лiнiйну оболонку множини M ⊆ M (H). Позначи-
мо через X1 [V ] та X⊥1 [V ] ортопроектори на пiдпростори (вiдповiдно)
H1 [V ] та H1⊥ [V ]:

X1 [V ]ω =

{ 〈V,ω〉
‖V ‖2 V, V 6= 0

0, V = 0
, ω ∈M (H) ;

X⊥1 [V ] = X−X1 [V ] (2.3)

Неважко переконатись, що для довiльного вектора V ∈ H1 справе-
дливi рiвностi:

T+X = I; X1 [V ] +X⊥1 [V ] = X; T+X1 [V ] +X⊥1 [V ] = I;
TX = XT = O; X1 [V ]X⊥1 [V ] = X⊥1 [V ]X1 [V ] = O;

TX1 [V ] = X1 [V ]T = O; TX⊥1 [V ] = X⊥1 [V ]T = O;

XX1 [V ] = X1 [V ]X = X1 [V ] ; XX⊥1 [V ] = X⊥1 [V ]X = X⊥1 [V ] ;

X1 [λV ] = X1 [V ] ; X⊥1 [λV ] = X⊥1 [V ] (∀λ ∈ R \ {0}). (2.4)

де I i O — нульовий та одиничний оператор в просторi L (M (H)) вiд-
повiдно.
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3 Загальна група Лоренца в гiльбертовому
просторi.

Всюди в данiй роботi число c означає додатну дiйсну константу, яка
має фiзичний змiст швидкостi свiтла в вакуумi. Позначимо черезMc (·)
псевдо-метрику Лоренца-Мiнковського на просторiM (H):

Mc (ω) = ‖Xω‖2 − c2T 2 (ω) , ω ∈M (H) . (3.1)

Позначимо через O (H, c) множину перетворень координат L ∈
L (M (H)), що залишають незмiнними значення функцiоналу (3.1):

Mc (Lω) = Mc (ω) (∀ω ∈M (H)) . (3.2)

З (3.2) випливає, що множина O (H, c) утворює групу операторiв
в просторiM (H) вiдносно операцiї добутку операторiв. Вiдповiдно до
[15] групу O (H, c) будемо називати загальною групою Лоренца над
просторомM (H).

Можна довести [11], що будь-яке загальне перетворення Лоренца
L ∈ O (H, c) є v-детермiнованим, причому ‖V (L)‖ < c.

4 Узагальненi перетворення Лоренца
Позначимо через OTf in (H, c) множину перетворень координат L ∈
L (M (H)), що задовольняють наступнi умови:

1. Обидва перетворення координат L та L−1 є v-детермiнованими;

2. (Mc (Lω))
2
= (Mc (ω))

2
(∀ω ∈ H0 ⊕ H1 [V (L)]);

3. Якщо Tω = X1 [V (L)]ω = 0, то TLω = X1

[
V
(
L−1

)]
Lω = 0

(∀ω ∈M (H));

4.
∥∥X⊥1 [V (L)]ω

∥∥ =
∥∥X⊥1 [V (L−1)]Lω∥∥, (∀ω ∈M (H)).

В роботi [11] доведено, що

O (H, c) ⊆ OTf in (H, c) . (4.1)

З теореми 4.1 (див. далi) випливає, що включення, обернене до (4.1)
не може мати мiсця. Очевидно, що для класичних перетворень Лорен-
ца L ∈ O (H, c) умову 2 можна замiнити на наступну (бiльш сильну)
умову:
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2′. Mc (Lω) = Mc (ω) (∀ω ∈ H0 ⊕ H1 [V (L)]).

Твердження 4.1 ( [11]). Перетворення координат L ∈ L (M (H))
належить до групи O (H, c) тодi i тiльки тодi, коли воно задовольняє
умови 1, 2 ′, 3, 4.

Покладемо:

U (H1) = {U ∈ L (H1) | U − унiтарний оператор} ; (4.2)
B1 (H1) = {x ∈ H1 | ‖x‖ = 1} ; (4.3)

Нагадаємо, що оперптор U ∈ L (H1) називається унiтарним, якщо ∀x ∈
H1 ‖Ux‖ = ‖x‖ i UH1 = H1 (де UH1 = {Ux |x ∈ H1}).

Теорема 4.1 ( [11]). Оператор L ∈ L (M (H)) належить до класу
OTf in (H, c) тодi i тiльки тодi, коли iснують число s ∈ {−1, 1}, ве-
ктор V ∈ H1, ‖V ‖ 6= c i оператор J ∈ U (H1) такi, що для довiльного
вектора ω ∈M (H) справедлива рiвнiсть:

Lω =
s
(
T (ω)− 〈V,ω〉c2

)
√∣∣∣1− ‖V ‖2c2

∣∣∣ e0 + J

s (T (ω)V −X1 [V ]ω)√∣∣∣1− ‖V ‖2c2

∣∣∣ +X⊥1 [V ]ω

 ,

(4.4)

при цьому, V (L) = V .

Надалi буде необхiдний наступний наслiдок з теореми 4.1.

Наслiдок 4.1. Якщо L ∈ OTf in (H, c) i ‖V (L)‖ < c, то L ∈ O (H, c).

Доведення. Нехай, L ∈ OTf in (H, c) i ‖V (L)‖ < c. Згiдно з теоремою
4.1, iснують число s ∈ {−1, 1} i оператор J ∈ U (H1) такi, що для
довiльного вектора ω ∈ M (H) дiю оператора L на вектор ω можна
подати у виглядi (4.4), де V = V (L), ‖V ‖ < c. Оскiльки ‖V ‖ < c,
то згiдно з формулою (4.4) для довiльного вектора ω = te0 + λV =
te0 + λV (L) ∈ H0 ⊕ H1 [V (L)] маємо:

Lω =
s√

1− ‖V ‖
2

c2

((
t− λ‖V ‖

2

c2

)
e0 + (t− λ)JV

)
.
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Оскiльки J — унiтарний оператор, то ‖JV ‖ = ‖V ‖. Отже:

Mc (Lω) = ‖XLω‖2 − c2T 2 (Lω) =

=
1

1− ‖V ‖
2

c2

(t− λ)2 ‖V ‖2 − c2
(
t− λ‖V ‖

2

c2

)2
 =

= λ2 ‖V ‖2 − c2t2 = ‖Xω‖2 − c2T 2 (ω) = Mc (ω) ,

де ω — довiльний вектор з пiдпростору H0 ⊕ H1 [V (L)]. Звiдси, в силу
твердження 4.1, L ∈ O (H, c).

Узагальненими перетвореннями Лоренца для нескiнченних швид-
костей будемо називати лiнiйнi неперервнi оператори в просторiM (H)
виду:

W∞ [n, J ]ω = −〈n, ω〉
c

e0 + J
(
cT (ω)n+X⊥1 [n]ω

)
, (4.5)

де n ∈ B1 (H1) = {x ∈ H1 | ‖x‖ = 1} , J ∈ U (H1) .

Введемо наступний клас лiнiйних неперервних операторiв над про-
сторомM (H):

OT∞ (H, c) := {W∞ [n, J ] | n ∈ B1 (H1) , J ∈ U (H1)} .

В роботi [11] показано, що оператори виду (4.5) є граничними ви-
падками операторiв виду (4.4), коли норма швидкостi системи вiдлiку
(‖V ‖) прямує до нескiнченностi, i доведено, що довiльний оператор
W∞ [n, J ] ∈ OT∞ (H, c) є перетворенням координат . Отже, мо-
жна ввести наступний клас перетворень координат:

OT (H, c) := OTf in (H, c) ∪OT∞ (H, c) .

Теорема 4.2 ( [11]). Оператор L ∈ L (M (H)) належить до класу
OT (H, c) тодi i тiльки тодi, коли iснують числа s ∈ {−1, 1}, θ ∈
[−1, 1] \ {0}, вектор n ∈ B1 (H1) i оператор J ∈ U (H1) такi, що для
довiльного ω ∈M (H) має мiсце рiвнiсть:

Lω = Uθ [s,n, J ]ω :=

(
sϕ0 (θ) T (ω)− ϕ1 (θ)

〈n, ω〉
c

)
e0+

+ J
(
cϕ1 (θ) T (ω)n− sϕ0 (θ)X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω

)
, де (4.6)
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ϕ0 (θ) =
1 + θ |θ|
2 |θ|

; ϕ1 (θ) =
1− θ |θ|
2 |θ|

. (4.7)

Перетворення координат L = Uθ [s,n, J ] є v-детермiнованим тодi i
тiльки тодi, коли θ 6= −1, i в цьому випадку:

V (L) = cs
1− θ |θ|
1 + θ |θ|

n. (4.8)

Переформулюємо теорему 4.2 у бiльш зручнiй для подальшого за-
стосування формi.

Зауважимо, що функцiї ϕ0 (θ) i ϕ1 (θ) можна визначити за форму-
лою (4.7) i при |θ| > 1. Отже, цi функцiї можна вважати визначеними
при θ ∈ R \ {0}. Легко первiрити, що для довiльного θ ∈ R \ {0} спра-
ведливi наступнi рiвностi:

ϕ0 (θ)ϕ1 (θ) = −
1

4

(
θ2 − 1

θ2

)
; c

ϕ1 (θ)

ϕ0 (θ)
= λ = c

1− θ |θ|
1 + θ |θ|

;

ϕ0 (θ) + ϕ1 (θ) =
1

|θ|
; ϕ0 (θ)− ϕ1 (θ) = θ; ϕ0 (θ)

2 − ϕ1 (θ)
2
= sign θ;

ϕ0 (−θ) = ϕ1 (θ) ; ϕ1 (−θ) = ϕ0 (θ) . (4.9)

За означенням функцiй ϕ0 (·) , ϕ1 (·), отримуємо:

ϕ0 (θ) = ϕ0

(
θ−1
)
, ϕ1 (θ) = −ϕ1

(
θ−1
)

(при θ > 0);

ϕ0 (θ) = −ϕ0

(
θ−1
)
; ϕ1 (θ) = ϕ1

(
θ−1
)

(при θ > 0).

Тому, в обох випадках справедливi рiвностi:

ϕ0 (θ) = sign θ ϕ0

(
θ−1
)
; ϕ1 (θ) = −sign θ ϕ1

(
θ−1
)
. (4.10)

Отже, за формулою (4.6) можна визначити лiнiйнi неперервнi опе-
ратори Uθ [s,n, J ] i при |θ| > 1. При цьому, враховуючи (4.10) i вико-
ристовуючи рiвностi (2.4) отримаємо:

Uθ [s,n, J ]ω =

(
s sign θ ϕ0

(
θ−1
)
T (ω)−

(
−sign θ ϕ1

(
θ−1
)) 〈n, ω〉

c

)
e0+

+J
(
c
(
−sign θ ϕ1

(
θ−1
))
T (ω)n− s sign θ ϕ0

(
θ−1
)
X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω

)
=

=

(
s̃ϕ0

(
θ−1
)
T (ω)− ϕ1

(
θ−1
) 〈ñ, ω〉

c

)
e0+
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+J
(
cϕ1

(
θ−1
)
T (ω) ñ− s̃ϕ0

(
θ−1
)
X1 [ñ]ω +X⊥1 [ñ]ω

)
= Uθ−1 [s̃, ñ, J ]ω,

де s̃ = s sign θ; ñ = −sign θ n. Таким чином:

Uθ [s,n, J ] = Uθ−1 [s sign θ,−sign θ n, J ] (4.11)
(s ∈ {−1, 1} , θ ∈ R \ {0}), J ∈ U (H1)) .

Оскiльки при |θ| > 1 маємо 0 <
∣∣θ−1∣∣ < 1, то формула (4.11) пока-

зує, що пiдстановка значень параметра θ таких, що |θ| > 1 не виводить
за межi класу перетворень, визначених формулою (4.6). Крiм того,
при |θ| > 1, згiдно з формулою (4.11) i теоремою 4.2, отримуємо:

V (Uθ [s,n, J ]) = V (Uθ−1 [s sign θ,−sign θ n, J ]) =

= cs sign θ
1− θ−1

∣∣θ−1∣∣
1 + θ−1 |θ−1|

(−sign θ n) = cs
1− θ |θ|
1 + θ |θ|

n.

Таким чином, з теореми 4.2 випливає наступний наслiдок:

Наслiдок 4.2. Твердження теореми 4.2 залишиться правильним,
якщо в формулюваннi теореми 4.2 умову θ ∈ [−1, 1] \ {0} замiнити
на умову θ ∈ R \ {0}.

Зауваження 4.1. З формули (4.8) випливає, що перетворення коор-
динат L = Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c) має швидкiсть, меншу за швидкiсть
свiтла, тодi i тiльки тодi, коли θ > 0. Отже, згiдно з наслiдком 4.1,
Uθ [s,n, J ] ∈ O (H, c) тодi i тiльки тодi, коли θ > 0.

Нехай, J ∈ U (H1). Покладемо:

J̃ω := Tω + JXω = T (ω) e0 + JXω, ω ∈M (H) . (4.12)

Легко бачити, що для довiльних операторiв J, J1 ∈ U (H1) мають мiсце
наступнi рiвностi:

J̃J1 = J̃ J̃1; J̃−1 = (̃J−1). (4.13)

Введемо позначення:

Eθ [s,n] := Uθ [s,n, I1]
(n ∈ B1 (H1) , θ ∈ R \ {0} , s ∈ {−1, 1}), (4.14)

де I1 — одиничний (тотожний) оператор на просторi H1. Оператори
Eθ [s,n] будемо називати елементарними узагальненими перетво-
реннями Лоренца.
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Лема 4.1. Для будь-якого узагальненого перетворення Лоренца
Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c) справедливi наступнi рiвностi:

J̃Eθ [s,n] = Uθ [s,n, J ] ; Eθ [s,n] J̃ = Uθ

[
s, J−1n, J

]
, (4.15)

де J̃ — оператор, визначений в (4.12).

Доведення. Перша рiвнiсть (4.15) випливає з (4.6), (4.14) та (4.12). До-
ведемо другу рiвнiсть. Нехай, ω ∈M (H). Покладемо

ω′ := J̃ω = T (ω) e0 + JXω.

Використовуючи (4.6) та (4.14) отримуємо:

Eθ [s,n] J̃ω = Eθ [s,n]ω
′ =

(
sϕ0 (θ) T (ω′)− ϕ1 (θ)

〈n, ω′〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (ω′)n− sϕ0 (θ)X1 [n]ω
′ +X⊥1 [n]ω′ =

=

(
sϕ0 (θ) T (T (ω) e0 + JXω)− ϕ1 (θ)

〈n, T (ω) e0 + JXω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (T (ω) e0 + JXω)n− sϕ0 (θ)X1 [n] (T (ω) e0 + JXω)+

+X⊥1 [n] (T (ω) e0 + JXω) =

=

(
sϕ0 (θ) T (ω)− ϕ1 (θ)

〈n, JXω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (ω)n− sϕ0 (θ)X1 [n] JXω +X⊥1 [n] JXω. (4.16)

Оскiльки J — унiтарний оператор з H1 в H1, то

〈n, JXω〉 =
〈
J−1n,Xω

〉
=
〈
XJ−1n, ω

〉
=
〈
J−1n, ω

〉
. (4.17)

Далi, застосовуючи (2.3),(2.4), та (4.17) i враховуючи той факт, що
оператор J вiдображає H1 в H1, маємо:

X1 [n] JXω = 〈n, JXω〉n,=
〈
J−1n, ω

〉
n =

= J
〈
J−1n, ω

〉
J−1n = JX1

[
J−1n

]
ω; (4.18)

X⊥1 [n] JXω = (X−X1 [n]) JXω = XJXω − JX1

[
J−1n

]
ω =

= J
(
Xω −X1

[
J−1n

]
ω
)
= JX⊥1

[
J−1n

]
ω. (4.19)
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Пiдставляючи замiсть виразiв 〈n, JXω〉, X1 [n] JXω, X1 [n] JXω
правi частини рiвностей (4.17), (4.18) та (4.19) у рiвнiсть (4.16), врахо-
вуючи рiвнiсть (4.6) отримуємо:

Eθ [s,n] J̃ω =

(
sϕ0 (θ) T (ω)− ϕ1 (θ)

〈
J−1n, ω

〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (ω)n− sϕ0 (θ) JX1

[
J−1n

]
ω + JX⊥1

[
J−1n

]
ω =

=

(
sϕ0 (θ) T (ω)− ϕ1 (θ)

〈
J−1n, ω

〉
c

)
e0+

+ J
(
cϕ1 (θ) T (ω) J−1n− sϕ0 (θ)X1

[
J−1n

]
ω +X⊥1

[
J−1n

]
ω
)
=

= Uθ

[
s, J−1n, J

]
ω (∀ω ∈M (H)) .

Наслiдок 4.3. Нехай Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c) i J1 ∈ U (H1).
Тодi J̃1Uθ [s,n, J ] ,Uθ [s,n, J ] J̃1 ∈ OT (H, c), причому:

J̃1Uθ [s,n, J ] = Uθ [s,n, J1J ] ; (4.20)

Uθ [s,n, J ] J̃1 = Uθ

[
s, J−11 n, JJ1

]
. (4.21)

Доведення. Рiвнiсть (4.20) випливає з рiвностi (4.13) та леми 4.1.
Доведемо рiвнiсть (4.21). Використовуючи лему 4.1 та рiвнiсть

(4.20) отримуємо:

Uθ [s,n, J ] J̃1 = J̃Eθ [s,n] J̃1 = J̃Uθ

[
s, J−11 n, J1

]
= Uθ

[
s, J−11 n, JJ1

]
.

З леми 4.1 i наслiдку 4.3 випливає, що питання про належнiсть
добутку будь-яких узагальнених перетворень Лоренца до вихiдного
класуOT (H, c) може бути зведене до питання про належнiсть до класу
OT (H, c) добутку елементарних перетворень Лоренца. I в наступних
роздiлах вивчатиметься саме останнє питання.
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5 Композицiя узагальнених перетворень
Лоренца з паралельними напрямками ру-
ху

Спочатку дослiдимо композицiю елементарних узагальнених перетво-
рень Лоренца з однаковим напрямним вектором.

Введемо позначення:

S (ξ, η) : =
1

2
(sign ξ + 1) (sign η + 1)− 1

=

{
1, ξ, η > 0

−1, ξ < 0 або η < 0
, ξ, η ∈ R \ {0} ; (5.1)

Iσ,µ [n] x := σX1 [n]x+ µX⊥1 [n]x, x ∈ H1

(n ∈ B1 (H1) , σ, µ ∈ {−1, 1}). (5.2)

Очевидно, що Iσ,µ [n] ∈ U (H1) (для довiльних n ∈ B1 (H1) i σ, µ ∈
{−1, 1}).

Лема 5.1. Нехай Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n] (n ∈ B1 (H1) , θ, θ1 ∈ R \
{0} , s, s1 ∈ {−1, 1}) — елементарнi узагальненi перетворення Ло-
ренца з однаковим напрямним вектором n. Тодi:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n] = U
θθ
−ss1
1

[s′,−ss′n, I−1,1 [n]] , де s′ = S (ss1, θ1) .

Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор ω ∈M (H). Покладемо:

ω′ := Eθ1 [s1,n]ω.

Тодi, використовуючи формули (4.6),(4.14) та рiвностi (2.4) отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n]ω = Eθ [s,n]ω
′ =

=

(
sϕ0 (θ) T (ω′)− ϕ1 (θ)

〈n, ω′〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (ω′)n− sϕ0 (θ)X1 [n]ω
′ +X⊥1 [n]ω′; (5.3)
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ω′ =

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n, ω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ1) T (ω)n− s1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω;

T (ω′) = s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)
〈n, ω〉
c

; (5.4)

X1 [n]ω
′ = cϕ1 (θ1) T (ω)n− s1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω; (5.5)

〈n, ω′〉 = 〈X1 [n]n, ω
′〉 = 〈n,X1 [n]ω

′〉 =
= 〈n, cϕ1 (θ1) T (ω)n− s1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω〉 =
= cϕ1 (θ1) T (ω) 〈n,n〉 − s1ϕ0 (θ1) 〈X1 [n]n, ω〉 =
= cϕ1 (θ1) T (ω)− s1ϕ0 (θ1) 〈n, ω〉 ; (5.6)

X⊥1 [n]ω′ = X⊥1 [n]ω. (5.7)

Пiдставляючи значення T (ω′), X1 [n]ω
′, 〈n, ω′〉, X⊥1 [n]ω′ з

(5.4),(5.5),(5.6) та (5.7) в (5.3) одержуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n]ω =

{
sϕ0 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n, ω〉
c

)
−

− ϕ1 (θ)
cϕ1 (θ1) T (ω)− s1ϕ0 (θ1) 〈n, ω〉

c

}
e0+

+ cϕ1 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n, ω〉
c

)
n−

− sϕ0 (θ) (cϕ1 (θ1) T (ω)n− s1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω) +X⊥1 [n]ω =

=

{
(ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ1 (θ)ϕ1 (θ1)) T (ω) +

+s (ss1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ0 (θ)ϕ1 (θ1))
〈n, ω〉
c

}
e0+

+ cs (ss1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)) T (ω)n+

+ (ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ1 (θ)ϕ1 (θ1))X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω. (5.8)

Використовуючи означення функцiй ϕ0 (·), ϕ1 (·) (формула (4.7))
отримуємо:

ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ1 (θ)ϕ1 (θ1) =
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= ss1
1

2

(
1

|θ|
+ θ

)
1

2

(
1

|θ1|
+ θ1

)
− 1

2

(
1

|θ|
− θ
)

1

2

(
1

|θ1|
− θ1

)
=

=
1

4

(
ss1

(
1

|θ|
1

|θ1|
+ θ

1

|θ1|
+

1

|θ|
θ1 + θθ1

)
−

−
(

1

|θ|
1

|θ1|
− θ 1

|θ1|
− 1

|θ|
θ1 + θθ1

))
=

=


1
2

(
θ
|θ1| +

θ1
|θ|

)
, ss1 = 1

− 1
2

(
1
|θθ1| + θθ1

)
, ss1 = −1

=


ϕ0

(
θ
θ1

)
, ss1 = 1, θ1 > 0

−ϕ0

(
θ
θ1

)
, ss1 = 1, θ1 < 0

−ϕ0 (θθ1) , ss1 = −1

=

= S (ss1, θ1)ϕ0

(
θθ−ss11

)
= s′ϕ0 (θ

′) , (5.9)

де s′ = S (ss1, θ1); θ′ = θθ−ss11 . Аналогiчно знаходимо:

ss1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)− ϕ0 (θ)ϕ1 (θ1) = s′ϕ1 (θ
′) . (5.10)

Пiдставляючи правi частини рiвностей (5.9),(5.10) замiсть вiдповiд-
них виразiв у формулi (5.8), отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [σs1,n]ω =

(
s′ϕ0 (θ

′) T (ω) + ss′ϕ1 (θ
′)
〈n, ω〉
c

)
e0+

+ css′ϕ1 (θ
′) T (ω)n+ s′ϕ0 (θ

′)X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω.

Враховуючи рiвностi (2.4) останню формулу можна переписати у ви-
глядi:

Eθ [s,n]Eθ1 [σs1,n]ω =

(
s′ϕ0 (θ

′) T (ω) + ϕ1 (θ
′)
〈ss′n, ω〉

c

)
e0+

+ cϕ1 (θ
′) T (ω) (ss′n) + s′ϕ0 (θ

′)X1 [ss
′n]ω +X⊥1 [ss′n]ω =

= U
θθ
−ss1
1

[s′,−ss′n, I−1,1 [n]]ω.
Тепер розглянемо композицiю елементарних узагальнених перетво-

рень Лоренца Eθ [s,n] та Eθ [s1,n1] з паралельними напрямками руху
(тобто при умовi n ‖ n1, що рiвносильно n = σn1, де σ ∈ {−1, 1}).

Лема 5.2. Нехай Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1, σn] (n ∈ B1 (H1) , θ, θ1 ∈ R \
{0} , σ, s, s1 ∈ {−1, 1}) — елементарнi узагальненi перетворення Ло-
ренца з паралельними напрямками руху. Тодi:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1, σn] = U
θθ
−σss1
1

[σs′,−σss′n, I−1,1 [n]] ,
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де s′ = S (σss1, θ1).

Доведення. Нехай, Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1, σn] ∈ OT (H, c), — елементарнi уза-
гальненi перетворення Лоренца з паралельними напрямками руху. Ви-
користовуючи формули (4.6),(4.14) та рiвностi (2.4) отримуємо:

Eθ1 [s1, σn]ω =

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈σn, ω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ1) T (ω)σn− s1ϕ0 (θ1)X1 [σn]ω +X⊥1 [σn]ω =

=

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈σn, ω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ1) T (ω)σn− s1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω =

= σ

(
σs1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n, ω〉
c

)
e0+

+ σ
(
cϕ1 (θ1) T (ω)n− σs1ϕ0 (θ1)X1 [n]ω + σX⊥1 [n]ω

)
=

= σUθ1 [σs1,n, I1,σ [n]]ω (ω ∈M (H)) .

Звiдси, враховуючи, що I1,σ [n]n = n, i застосовуючи лему 4.1, маємо:

Eθ1 [s1, σn] = σUθ1 [σs1,n, I1,σ [n]] = σEθ1 [σs1,n] Ĩ1,σ [n]
(n ∈ B1 (H1) , θ1 ∈ R \ {0} , σ, s1 ∈ {−1, 1}). (5.11)

Отже, скориставшись лемою 5.1 та лемою 4.1, отримаємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1, σn] = σEθ [s,n]Eθ1 [σs1,n] Ĩ1,σ [n] =

= σU
θθ
−σss1
1

[s′,−ss′n, I−1,1 [n]] Ĩ1,σ [n] =

= Ĩ−1,1 [n]
(
σE

θθ
−σss1
1

[s′,−ss′n] Ĩ1,σ [n]
)
,

де s′ = S (σss1, θ1) . (5.12)

Згiдно з рiвностями (5.2) та (2.4), I1,σ [n] = I1,σ [−ss′n], отже, рiвнiсть
(5.12) можна переписати у виглядi

Eθ [s,n]Eθ1 [s1, σn] = Ĩ−1,1 [n]
(
σE

θθ
−σss1
1

[σ(σs′),−ss′n] Ĩ1,σ [−ss′n]
)
.

I, скориставшись рiвнiстю (5.11), отримаємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1, σn] = Ĩ−1,1 [n]
(
E
θθ
−σss1
1

[σs′,−σss′n]
)
=

= U
θθ
−σss1
1

[σs′,−σss′n, I−1,1 [n]] .
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Наступне твердження показує, що композицiя довiльних узагаль-
нених перетворень Лоренца з паралельними напрямками руху завжди
є узагальненим перетворенням Лоренца.

Твердження 5.1. Нехай, Uθ [s,n, J ] ,Uθ1 [s1, σJn, J1] ∈ OT (H, c).
Тодi Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c), причому:

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′n, J1JI−1,1 [n]] ,

де s′ = S (σs1s, θ).

Доведення. Згiдно з лемою 4.1,

Uθ [s,n, J ] = Eθ [s, Jn] J̃

Uθ1 [s1, σJn, J1] = J̃1Eθ1 [s1, σJn] .

Отже, скориставшись лемою 5.2, отримуємо:

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = J̃1Eθ1 [s1, σJn]Eθ [s, Jn] J̃ =

= J̃1Uθ1θ−σs1s [σs
′,−σs1s′(σJn), I−1,1 [σJn]] J̃ =

= J̃1Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′Jn, I−1,1 [Jn]] J̃ ,

де s′ = S (σs1s, θ). Застосовуючи до останньої формули наслiдок 4.3,
маємо:

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = J̃1Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′n, I−1,1 [Jn] J ] =

= Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′n, J1I−1,1 [Jn] J ] . (5.13)

Використовуючи (5.2) та унiтарнiсть оператора J для x ∈ H1 отриму-
ємо:

I−1,1 [Jn] Jx = −X1 [Jn] Jx+X⊥1 [Jn] Jx =

= −X1 [Jn] Jx+ (X−X1 [Jn]) Jx =

= −〈Jn, Jx〉 Jn+XJx− 〈Jn, Jx〉 Jn =

= −〈n, x〉 Jn+ Jx− 〈n, x〉 Jn =

= J (−〈n, x〉n+Xx− 〈n, x〉n) =
= J (−X1 [n]x+ (X−X1 [n])x) =

= JI−1,1 [n]x.

Отже, згiдно з (5.13):

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′n, J1JI−1,1 [n]] .
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Зауваження 5.1. Перетворення координатUθ [s,n, J ] ,Uθ1 [s1, σJn, J1]
у твердженнi 5.1 справдi мають паралельнi напрямки руху. Щоб по-
яснити останню тезу для прикладу розглянемо випадок θ 6= −1. То-
дi, згiдно з теоремою 4.2, перетворення координат Uθ [s,n, J ] є v-
детермiнованим, причому V (Uθ [s,n, J ]) = cs 1−θ|θ|1+θ|θ|n. Тому згiдно з

[11, формула (53)] перетворення координат (Uθ [s,n, J ])
−1 також є

v-детермiнованим, причому V
(
(Uθ [s,n, J ])

−1
)

= JV (Uθ [s,n, J ]) =

cs 1−θ|θ|1+θ|θ|Jn. Припустимо, що v-детермiноване перетворення координат
Uθ [s,n, J ] вiдображає координати довiльної точки в нерухомiй систе-
мi вiдлiку l в координати цiєї ж точки в iншiй системi вiдлiку l′, що
рухається зi швидкiстю V (Uθ [s,n, J ]) = cs 1−θ|θ|1+θ|θ|n вiдносно системи
вiдлiку l. Тодi, система вiдлiку l′ буде рухатись вiдносно системи вiд-
лiку l iз швидкiстю V

(
(Uθ [s,n, J ])

−1
)
= cs 1−θ|θ|1+θ|θ|Jn. Отже, напрямний

вектор руху системи вiдлiку l′ вiдносно l паралельний вектору Jn. Та-
ким чином, система вiдлiку l′′, пов’язана з перетворенням координат
Uθ1 [s1, σJn, J1] має напрямний вектор руху σJn, паралельний векто-
ру Jn.

Наступний наслiдок показує, що операцiя взяття оберненого опе-
ратора не виводить за межi класу узагальнених пертворень Лоренца
OT (H, c).

Наслiдок 5.1. Нехай, Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c). Тодi Uθ [s,n, J ]
−1 ∈

OT (H, c), причому:

Uθ [s,n, J ]
−1

= Uθs
[
sθ, sθJn, J

−1] , (5.14)

де sθ = S(s, θ).

Доведення. Нехай, Uθ [s,n, J ] ∈ OT (H, c). Покладемо:

θ1 := θs, s1 := σ := sθ = S(s, θ),
J1 := J−1.

Згiдно з твердженням 5.1:

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = Uθ1θ−σs1s [σs
′,−s1s′n, J1JI−1,1 [n]] =

= Uθsθ−sθ·sθ·s
[
sθs
′,−sθs′n, J−1JI−1,1 [n]

]
=



156 Грушка Я.I.

= U1 [sθs
′,−sθs′n, I−1,1 [n]] ,

де s′ = S (σs1s, θ) = S (sθsθs, θ) = S(s, θ) = sθ. Отже:

Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = U1 [sθsθ, −sθsθn, I−1,1 [n]] =
= U1 [1,−n, I−1,1 [n]] .

Використовуючи (4.6), (5.2) та (2.4), неважко переконатись, що
для довiльного ω ∈ M (H), U1 [1,−n, I−1,1 [n]]ω = ω. Отже,
U1 [1,−n, I−1,1 [n]] = I. Таким чином, Uθ1 [s1, σJn, J1]Uθ [s,n, J ] = I.
Звiдси:

Uθ [s,n, J ]
−1

= Uθ1 [s1, σJn, J1] = Uθs
[
sθ, sθJn, J

−1] .
Зауваження 5.2. Використовуючи спiввiдношення (4.6), (5.1), (2.4) та
(4.10), рiвнiсть (5.14) можна звести до вигляду:

Uθ [s,n, J ]
−1

= Uθ

[
s̃θ, s̃θJn, J

−1] , де s̃θ = s sign θ. (5.15)

6 Композицiя узагальнених перетворень
Лоренца з перпендикулярними напрям-
ками руху

Лема 6.1. Нехай, Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n1] ∈ OT (H, c) — елементарнi уза-
гальненi перетворення Лоренца з перпендикулярними напрямними
векторами, тобто 〈n,n1〉 = 0. Тодi для довiльного вектора ω ∈M (H)
справедлива рiвнiсть:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω =

{
ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) T (ω)−

−
(
sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

+ ϕ1 (θ)
〈n, ω〉
c

)}
e0+

+ cϕ1 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

)
n−

− (sϕ0 (θ) + 1)X1 [n]ω+

+ cϕ1 (θ1) T (ω)n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω +X⊥1 [n1]ω. (6.1)
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Доведення. Зафiксуємо довiльний вектор ω ∈M (H). Покладемо:

ω′ := Eθ1 [s1,n1]ω.

Тодi, використовуючи формули (4.6),(4.14), рiвностi (2.4) i враховуючи
той факт, що 〈n,n1〉 = 0, отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω =

= Eθ [s,n]ω
′ =

(
sϕ0 (θ) T (ω′)− ϕ1 (θ)

〈n, ω′〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ) T (ω′)n− sϕ0 (θ)X1 [n]ω
′ +X⊥1 [n]ω′; (6.2)

ω′ =

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

)
e0+

+ cϕ1 (θ1) T (ω)n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω +X⊥1 [n1]ω;

T (ω′) = s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)
〈n1, ω〉
c

; (6.3)

X1 [n]ω
′ = X1 [n] (Tω

′ +Xω′) = X1 [n]Xω
′ =

= X1 [n]
(
cϕ1 (θ1) T (ω)n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω +X⊥1 [n1]ω

)
=

= cϕ1 (θ1) T (ω)X1 [n]n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n]X1 [n1]ω+

+X1 [n]X
⊥
1 [n1]ω. (6.4)

Оскiльки 〈n,n1〉 = 0, то

X1 [n]n1 = 〈n,n1〉n = 0; X1 [n]X1 [n1] = O;

X1 [n]X
⊥
1 [n1] = X1 [n] (X−X1 [n1]) = X1 [n]X = X1 [n] .

Отже, згiдно з (6.4), отримуємо:

X1 [n]ω
′ = X1 [n]ω; (6.5)

〈n, ω′〉 = 〈X1 [n]n, ω
′〉 = 〈n,X1 [n]ω

′〉 = 〈n,X1 [n]ω〉 =
= 〈X1 [n]n, ω〉 = 〈n, ω〉 . (6.6)

Далi, використовуючи (6.5), маємо:

X⊥1 [n]ω′ = (X−X1 [n])ω
′ = Xω′ −X1 [n]ω =
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= cϕ1 (θ1) T (ω)n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω +

+X⊥1 [n1]ω −X1 [n]ω. (6.7)

Пiдставляючи значення T (ω′), X1 [n]ω
′, 〈n, ω′〉, X⊥1 [n]ω′ з формул

(6.3),(6.5),(6.6),(6.7) в (6.2), отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω =

= Eθ [s,n]ω
′ =

{
sϕ0 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

)
−ϕ1 (θ)

〈n, ω〉
c

}
e0+

+ cϕ1 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

)
n−

− sϕ0 (θ)X1 [n]ω + cϕ1 (θ1) T (ω)n1 − s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω+

+X⊥1 [n1]ω −X1 [n]ω =

=

{
ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) T (ω)−

−
(
sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

+ ϕ1 (θ)
〈n, ω〉
c

)}
e0+

+ cϕ1 (θ)

(
s1ϕ0 (θ1) T (ω)− ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

)
n−

− sϕ0 (θ)X1 [n]ω + cϕ1 (θ1) T (ω)n1−
− s1ϕ0 (θ1)X1 [n1]ω +X⊥1 [n1]ω −X1 [n]ω,

що й необхiдно було довести.

Лема 6.2. Нехай, Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n1] ∈ OT (H, c) — елементарнi уза-
гальненi перетворення Лоренца з перпендикулярними напрямними
векторами (〈n,n1〉 = 0).

1. Перетворення координат Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] є
v-детермiнованим тодi i тiльки тодi, коли θ, θ1 6= −1, причому
у випадку θ, θ1 6= −1 маємо:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
1 +

1− sign θ1
ϕ2
0 (θ1)

− sign θ

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

. (6.8)
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2. Нерiвнiсть ‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ < c має мiсце тодi i тiльки
тодi, коли θ, θ1 > 0.

Доведення. 1. Використовуючи з наслiдок 5.1, лему 4.1 та рiвнiсть
(5.2) отримуємо:

Eθ [s,n]
−1

= Uθ [s,n, I1]−1 = Uθs
[
sθ, sθn, I−11

]
=

= Uθs [sθ, sθn, I1] = Eθs [sθ, sθn] ;

Eθ1 [s1,n1]
−1

= Eθs11

[
(s1)θ1 , (s1)θ1 n1

]
,

де sθ = S(s, θ), (s1)θ1 = S (s1, θ1) .

Звiдси:

(Eθ [s,n] Eθ1 [s1,n1])
−1

= Eθ1 [s1,n1]
−1

Eθ [s,n]
−1

=

= Eθs11

[
(s1)θ1 , (s1)θ1 n1

]
Eθs [sθ, sθn] . (6.9)

Пiдставимо в (6.9) вектор ω = e0, i скористаємося рiвнiстю (6.1):

(Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])
−1

e0 = Eθs11

[
(s1)θ1 , (s1)θ1 n1

]
Eθs [sθ, sθn] e0 =

= (s1)θ1 sθϕ0 (θ
s1
1 )ϕ0 (θ

s) T (e0) e0+

+ cϕ1 (θ
s1
1 ) sθϕ0 (θ

s) T (e0) (s1)θ1 n1 + cϕ1 (θ
s) T (e0) (sθn) =

= (s1)θ1 sθϕ0 (θ
s1
1 )ϕ0 (θ

s) e0

+ csθ (s1)θ1 ϕ1 (θ
s1
1 )ϕ0 (θ

s)n1 + csθϕ1 (θ
s)n. (6.10)

З рiвностi (6.10) випливає, що T
(
(Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])

−1
e0

)
=

(s1)θ1 sθϕ0 (θ
s1
1 )ϕ0 (θ

s). Отже (оскiльки (s1)θ1 , sθ ∈ {−1, 1}), нерiвнiсть
T (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] e0) 6= 0 справедлива тодi i тiльки тодi, коли
ϕ0 (θ

s1
1 )ϕ0 (θ

s) 6= 0, тобто тодi i тiльки тодi, коли θ, θ1 6= −1. От-
же, за означенням 2.2, перетворення координат Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] є
v-детермiнованим тодi i тiльки тодi, коли θ, θ1 6= −1.

Розглянемо тепер випадок θ, θ1 6= −1. За означенням 2.2, на основi
рiвностi (6.10), отримуємо:

V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]) =
X (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])

−1
e0

T
(
(Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])

−1
e0

) =
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=
csθ (s1)θ1 ϕ1 (θ

s1
1 )ϕ0 (θ

s)n1 + csθϕ1 (θ
s)n

(s1)θ1 sθϕ0 (θ
s1
1 )ϕ0 (θs)

=

= c
ϕ1 (θ

s1
1 )ϕ0 (θ

s)n1 +S (s1, θ1)ϕ1 (θ
s)n

ϕ0 (θ
s1
1 )ϕ0 (θs)

.

Оскiльки 〈n,n1〉 = 0, то:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
(ϕ1 (θ

s1
1 )ϕ0 (θs))

2
+ (ϕ1 (θs))

2

ϕ2
0 (θ

s1
1 )ϕ2

0 (θ
s)

.

Згiдно з (4.10) при s ∈ {−1, 1} |ϕ0 (θ
s)| = |ϕ0 (θ)|, |ϕ1 (θ

s)| = |ϕ1 (θ)|.
Отже:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
ϕ2
1 (θ1)ϕ

2
0 (θ) + ϕ2

1 (θ)

ϕ2
0 (θ1)ϕ

2
0 (θ)

.

Звiдси, використовуючи рiвностi (4.9), маємо:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
ϕ2
0 (θ1)− sign θ1

ϕ2
0 (θ1)

+
ϕ2
0 (θ)− sign θ

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

=

= c

√
1 +

1− sign θ1
ϕ2
0 (θ1)

− sign θ

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

.

2. а) У випадку θ, θ1 > 0 (sign θ = sign θ1 = 1), згiдно з рiвнiстю
(6.8), маємо:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
1− 1

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

< c.

б) Аналогiчно випадках θ < 0, θ1 > 0 (sign θ = −1, sign θ1 = 1)
та θ1 < 0 (sign θ1 = −1), скориставшись рiвностями (4.9) отримуємо
вiдповiдно:

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
1 +

1

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

> c;

‖V (Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1])‖ = c

√
1 +

2

ϕ2
0 (θ1)

− sign θ

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

=
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= c

√
1 +

ϕ2
0 (θ) + (ϕ2

0 (θ)− sign θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

= c

√
1 +

ϕ2
0 (θ) + ϕ2

1 (θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)

> c.

Лема 6.3. Нехай, для елементарних узагальнених перетворень Ло-
ренца Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n1] ∈ OT (H, c) з перпендикулярними напрям-
ними векторами 〈n,n1〉 = 0 має мiсце рiвнiсть:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] = Uθ′ [s
′,n′, J ′] ,

де s′ ∈ {−1, 1}, θ′ ∈ [−1, 1] \ {0}, n′ ∈ B1 (H1), J ′ ∈ U (H1). Тодi:

1. sign θ′ = S (θ, θ1) ;

2. ϕ0 (θ
′) = |ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)| ;

3. якщо θ, θ1 6= −1, то s′ = ss1sign (ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)) ;

4. ϕ1 (θ
′) =

√
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1);

якщо, додатково, θ, θ1 6= 1, то:

5. n′ =
sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)n1 + ϕ1 (θ)n

ϕ1 (θ′)
=
sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)n1 + ϕ1 (θ)n√
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

;

6. J ′n′ =
s1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ ϕ1 (θ1)n1√

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

.

Доведення. 1. Нехай θ, θ1 6= −1. Тодi, згiдно з лемою 6.2, перетворе-
ння координат Uθ′ [s

′,n′, J ′] = Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] є v-детермiнованим,
причому нерiвнiсть ‖V (Uθ′ [s

′,n′, J ′])‖ < c має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли θ, θ1 > 0. За теоремою 4.2 та наслiдком 4.2, ‖V (Uθ′ [s

′,n′, J ′])‖ =

c

∣∣∣∣ 1−θ′|θ′|1+θ′|θ′|

∣∣∣∣ ‖n′‖ = c

∣∣∣∣ 1−θ′|θ′|1+θ′|θ′|

∣∣∣∣. Звiдси видно, що нерiвнiсть θ′ > 0 має мi-

сце тодi i тiльки тодi, коли ‖V (Uθ′ [s
′,n′, J ′])‖ < c, тобто тодi i тiльки

тодi, коли θ, θ1 > 0. У випадку, коли θ = −1 або θ1 = −1, за лемою 6.2,
перетворення координат Uθ′ [s

′,n′, J ′] не є v-детермiнованим. А це, за
теоремою 4.2, можливо лише коли θ′ = −1. Отже i у випадку θ = −1
або θ1 = −1 перше твердження леми є iстинним.

2,3. За умовою леми i теоремою 4.2, для довiльного ω ∈M (H) має
мiсце рiвнiсть:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω = Uθ′ [s
′,n′, J ′]ω =
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=

(
s′ϕ0 (θ

′) T (ω)− ϕ1 (θ
′)
〈n′, ω〉
c

)
e0+

+ J ′
(
cϕ1 (θ

′) T (ω)n′ − s′ϕ0 (θ
′)X1 [n

′]ω +X⊥1 [n′]ω
)

(6.11)

Прирiвнюючи в правих частинах рiвностей (6.1) i (6.11) коефiцiєнти
при векторi e0 отримуємо рiвнiсть:

ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) T (ω)−
(
sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)

〈n1, ω〉
c

+ ϕ1 (θ)
〈n, ω〉
c

)
=

= s′ϕ0 (θ
′) T (ω)− ϕ1 (θ

′)
〈n′, ω〉
c

, ω ∈M (H) . (6.12)

Пiдставимо в останню рiвнiсть вектор виду ω0 = e0. Тодi отримаємо:

ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) = s′ϕ0 (θ
′) ;

Отже з рiвностi (6.12) випливає, що:

sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)
〈n1, ω〉
c

+ ϕ1 (θ)
〈n, ω〉
c

= ϕ1 (θ
′)
〈n′, ω〉
c

, ω ∈M (H) ,

тобто:

〈sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)n1 + ϕ1 (θ)n, ω〉 = 〈ϕ1 (θ
′)n′, ω〉 , ω ∈M (H) .

Звiдси:

sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)n1 + ϕ1 (θ)n = ϕ1 (θ
′)n′.

Таким чином, справедливi наступнi рiвностi:

s′ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) = ϕ0 (θ
′)

sϕ0 (θ)ϕ1 (θ1)n1 + ϕ1 (θ)n = ϕ1 (θ
′)n′ (6.13)

За умовою леми θ′ ∈ [−1, 1] \ {0}, отже ϕ0 (θ
′) =

1+θ′|θ′|
2|θ′| ≥ 0. Тому

з першої рiвностi (6.13) випливає рiвнiсть:

ϕ0 (θ
′) = |ϕ0 (θ

′)| = |ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)| ,

а за умови θ, θ1 6= −1 (ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) 6= 0) i рiвнiсть:

s′ss1 = sign (ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1)) .
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4. Використовуючи рiвностi (4.9), а також перший i другий пун-
кти даної леми отримуємо, ϕ2

1 (θ
′) = ϕ2

0 (θ
′) − sign θ′ = ϕ2

0 (θ)ϕ
2
0 (θ1) −

S (θ, θ1). Оскiльки, за умовою, θ′ ∈ [−1, 1]\{0}, то ϕ1 (θ
′) =

1−θ′|θ′|
2|θ′| ≥ 0.

Отже, ϕ1 (θ
′) =

√
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1).

5. П’ятий пункт даної леми випливає з четвертого пункту та другої
рiвностi (6.13).

6. Пiдставляючи в рiвностi (6.1) та (6.11) ω = e0, та враховуючи,
що 〈n, e0〉 = 〈n1, e0〉 = 0 i X1 [n] e0 = X1 [n] e0 = 0, отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] e0 = ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) e0+

+ cs1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ cϕ1 (θ1)n1; (6.14)

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] e0 =

(
s′ϕ0 (θ

′) T (e0)− ϕ1 (θ
′)
〈n′, e0〉

c

)
e0+

+ J ′ (cϕ1 (θ
′) T (e0)n

′ − s′ϕ0 (θ
′)X1 [n

′] e0 +

+X⊥1 [n′] e0
)

= s′ϕ0 (θ
′) e0 + cϕ1 (θ

′) J ′n′ (6.15)

Прирiвнюючи правi частини рiвностей (6.14) i (6.15) отримуємо:

s′ϕ0 (θ
′) e0 + cϕ1 (θ

′) J ′n′ =

= ss1ϕ0 (θ)ϕ0 (θ1) e0 + cs1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ cϕ1 (θ1)n1,

або, враховуючи першу рiвнiсть (6.13), та пункт 4 даної леми маємо:

cϕ1 (θ
′) J ′n′ = cs1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ cϕ1 (θ1)n1;

J ′n′ =
s1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ ϕ1 (θ1)n1

ϕ1 (θ′)
=

=
s1ϕ1 (θ)ϕ0 (θ1)n+ ϕ1 (θ1)n1√

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

.

Теорема 6.1. Нехай, Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n1] ∈ OT (H, c) — елементарнi
узагальненi перетворення Лоренца з перпендикулярними напрямни-
ми векторами (〈n,n1〉 = 0).

Добуток перетворень Eθ [s,n] i Eθ1 [s1,n1] належить до класу
OT (H, c) тодi i тiльки тодi, коли виконується хоч одна з умов:

1) θ, θ1 > 0, 2) θ = 1 або θ1 = 1, 3) θ = θ1 = −1.
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Доведення. Доведення теореми розiб’ємо на наступнi випадки.
Випадок 1: θ, θ1 > 0. В цьому випадку, згiдно з теоремою 4.2,

‖V (Eθ [s,n])‖ = c
∣∣∣ 1−θ|θ|1+θ|θ|

∣∣∣ < c i V (Eθ1 [s1,n1]) < c. Отже, за наслiдком
4.1, Eθ [s,n] ,Eθ1 [s1,n1] ∈ O (H, c). Оскiльки (див. роздiл 3) множи-
на операторiв O (H, c) є групою операторiв, то Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] ∈
O (H, c) ⊆ OT (H, c) (згiдно (4.1)).

Випадок 2: θ = 1 або θ1 = 1. Нехай, θ = 1. Тодi, перетворення
координат Eθ [s,n] має вигляд:

Eθ [s,n]ω = E1 [s,n]ω = sT (ω) e0 − sX1 [n]ω +X⊥1 [n]ω =

= s
(
T (ω) e0 −X1 [n]ω + sX⊥1 [n]ω

)
=

= s
(
T (ω) e0 + I−1,s [n]

(
X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω

))
.

Отже, використовуючи формулу (4.12), отримуємо:

Eθ [s,n]ω = s (I−1,s [n])∼
(
T (ω) e0 +X1 [n]ω +X⊥1 [n]ω

)
=

= s (I−1,s [n])∼ ω.

Отже, E1 [s,n] = s (I−1,s [n])∼. Аналогiчно отримуємо E1 [s,n1] =
s (I−1,s [n1])

∼. Тому, враховуючи, що, згiдно (4.13) та (5.2),
((I−1,s [n1])

∼
)
2

=
(
(I−1,s [n1])

2
)∼

= Ĩ1 = I, застосовуючи лему
4.1, маємо:

Eθ [s,n] = s (I−1,s [n])∼ =

= s ((I−1,s [n])∼ (I−1,s [n1])
∼
) (I−1,s [n1])

∼
=

= (I−1,s [n] I−1,s [n1])
∼
E1 [s,n1] = U1 [s,n1, I−1,s [n] I−1,s [n1]] .

Отже, у випадку θ = 1 перетворення Eθ [s,n] i Eθ1 [s1,n1] мають пара-
лельнi напрямки руху. Тому, згiдно з твердженням 5.1,

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] = U1 [s, I1n1, I−1,s [n] I−1,s [n1]]×
×Uθ1 [s1,n1, I1] ∈ OT (H, c) .

Аналогiчно коли θ1 = 1, маємо Eθ1 [s1,n1] =
U1 [s1,n, I−1,s1 [n1] I−1,s1 [n]]. Оскiльки 〈n,n1〉 = 0, то
I−1,s1 [n1] I−1,s1 [n]n = −s1n. Тому, згiдно з твердженням 5.1:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] =
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= Uθ [s,−s1I−1,s1 [n1] I−1,s1 [n]n, I1]×
×U1 [s1,n, I−1,s1 [n1] I−1,s1 [n]] ∈ OT (H, c)

Випадок 3: θ = θ1 = −1. Оскiльки ϕ0 (−1) = 0, ϕ1 (−1) = 1, то у
цьому випадку перетворення Eθ [s,n] i Eθ1 [s1,n1] мають вигляд:

Eθ [s,n]ω = −〈n, ω〉
c

e0 + cT (ω)n+X⊥1 [n]ω,

Eθ1 [s1,n1]ω = −〈n1, ω〉
c

e0 + cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω.

Отже, враховуючи, що 〈n,n1〉 = 0, для довiльного вектора ω ∈ M (H)
отримуємо:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω =

= −

〈
n,− 〈n1,ω〉

c e0 + cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω
〉

c
e0+

+ cT
(
−〈n1, ω〉

c
e0 + cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω

)
n+

+X⊥1 [n]

(
−〈n1, ω〉

c
e0 + cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω

)
=

= −
〈
n,X⊥1 [n1]ω

〉
c

e0 − c
〈n1, ω〉
c

n+

+X⊥1 [n]
(
cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω

)
=

= −
〈
X⊥1 [n1]n, ω

〉
c

e0 − 〈n1, ω〉n+

+X⊥1 [n]
(
cT (ω)n1 +X⊥1 [n1]ω

)
. (6.16)

Оскiльки 〈n,n1〉 = 0, то, використовуючи формули (2.4) маємо:

X⊥1 [n1]n = Xn−X1 [n1]n = n− 〈n1,n〉n1 = n,

X⊥1 [n]n1 = n1.

Пiдставимо отриманi значення в формулу (6.16):

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω = −〈n, ω〉
c

e0 + cT (ω)n1 − 〈n1, ω〉n+

+X⊥1 [n]X⊥1 [n1]ω (ω ∈M (H)). (6.17)
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(пiдкреслимо, що, оскiльки 〈n,n1〉 = 0, то X1 [n]X1 [n1] = 0, а отже,
згiдно (2.4), оператори X⊥1 [n] = X − X1 [n] i X⊥1 [n1] = X − X1 [n1]
комутують).

Покладемо:

Jn,n1
x = 〈n, x〉n1 − 〈n1, x〉n+X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]x, x ∈ H1.

Використовуючи оператор Jn,n1
i спiввiдношення (2.4) рiвнiсть (6.17)

можна переписати у виглядi:

Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1]ω = −〈n, ω〉
c

e0+

+ Jn,n1

(
cT (ω)n+X⊥1 [n]ω

)
(ω ∈M (H)). (6.18)

Доведемо, що Jn,n1
∈ U (H1). Оскiльки 〈n,n1〉 = 0 i оператори

X⊥1 [n] та X⊥1 [n1] комутують, то для довiльного x ∈ H1 вектори n,n1 i
X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]x попарно ортогональнi. Отже, за означенням оператора

Jn,n1 , для x ∈ H1 справедлива рiвнiсть:

‖Jn,n1
x‖2 = 〈n, x〉2 + 〈n1, x〉2 +

∥∥X⊥1 [n1]X
⊥
1 [n]x

∥∥2 .
Далi, враховуючи, що, згiдно (2.4),

X⊥1 [n]X⊥1 [n1] = (X−X1 [n]) (X−X1 [n1]) =

= X−XX1 [n1]−X1 [n]X+X1 [n]X1 [n1] =

= X−X1 [n1]−X1 [n] . (6.19)

отримуємо:

‖Jn,n1x‖
2
= 〈n, x〉2 + 〈n1, x〉2 +

∥∥X⊥1 [n1]X
⊥
1 [n]x

∥∥2 =

=
∥∥〈n, x〉n+ 〈n1, x〉n1 +X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]x

∥∥2 =

=
∥∥X1 [n]x+X1 [n1]x+X⊥1 [n1]X

⊥
1 [n]x

∥∥2 =

= ‖X1 [n]x+X1 [n1]x+ (X−X1 [n1]−X1 [n])x‖2 =

= ‖Xx‖2 = ‖x‖2 (x ∈ H1).

Отже, оператор Jn,n1
є iзометричним. Використовуючи означення опе-

ратора Jn,n1
, комутування операторiв X⊥1 [n] та X⊥1 [n1] i рiвнiсть

(6.19) неважко переконатися, що Jn,n1J−n,−n1x = J−n,−n1Jn,n1x = x
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(x ∈ H1). Отже, оператор Jn,n1 має обернений оператор J−n,−n1 на
H1. Тому Jn,n1 ∈ U (H1).

Таким чином, згiдно з рiвнiстю (6.18), Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] =
U−1 [1,n,Jn,n1

] ∈ OT (H, c).
Випадок 4: θ1 < 0, θ /∈ {−1, 1}. Припустимо, що в цьому ви-

падку добуток перетворень координат Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] належить до
класу OT (H, c). Тодi, за теоремою 4.2 iснують числа s′ ∈ {−1, 1},
θ′ ∈ [−1, 1] \ {0}, вектор n′ ∈ B1 (H1) i оператор J ′ ∈ U (H1) та-
кi, що Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] = Uθ′ [s

′,n′, J ′]. Звiдси, за лемою 6.3, n′ =
sϕ0(θ)ϕ1(θ1)n1+ϕ1(θ)n√
ϕ2

0(θ)ϕ
2
0(θ1)−S(θ,θ1)

. Тому, враховуючи, що 〈n,n1〉 = 0 i використову-

ючи формули (4.9), отримуємо:

‖n′‖ =

√
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
1 (θ1) + ϕ2

1 (θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

=

=

√
ϕ2
0 (θ) (ϕ

2
0 (θ1)− sign θ1) + (ϕ2

0 (θ)− sign θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

=

=

√
ϕ2
0 (θ) (ϕ

2
0 (θ1) + 1) + (ϕ2

0 (θ)− sign θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

=

=

√
1 +

2ϕ2
0 (θ)− 1− sign θ

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

. (6.20)

Оскiльки θ /∈ {−1, 1}, то ϕ0 (θ) = 1+θ|θ|
2|θ| 6= 0, ϕ1 (θ) = 1−θ|θ|

2|θ| 6= 0.
Отже, у випадку θ < 0 з рiвностi (6.20) отримуємо:

‖n′‖ =

√
1 +

2ϕ2
0 (θ)− 1− (−1)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

=

√
1 +

2ϕ2
0 (θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

> 1,

а у випадку θ > 0 маємо:

‖n′‖ =

√
1 +

2ϕ2
0 (θ)− 2

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

=

√
1 +

2ϕ2
1 (θ)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

> 1.

Таким чином, в обох випадках ‖n′‖ > 1, що суперечить умовi
n′ ∈ B1 (H1). Остання суперечнiсть доводить, що добуток операторiв
Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] не може належати до OT (H, c).
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Випадок 5: θ < 0, θ1 /∈ {−1, 1}. Припустимо, що в цьому ви-
падку Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] ∈ OT (H, c). За теоремою 4.2 iснують числа
s′ ∈ {−1, 1}, θ′ ∈ [−1, 1]\{0}, вектор n′ ∈ B1 (H1) i оператор J ′ ∈ U (H1)
такi, що Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] = Uθ′ [s

′,n′, J ′]. Звiдси, за лемою 6.3,
J ′n′ = s1ϕ1(θ)ϕ0(θ1)n+ϕ1(θ1)n1√

ϕ2
0(θ)ϕ

2
0(θ1)−S(θ,θ1)

. Тому, враховуючи, що 〈n,n1〉 = 0 i вико-

ристовуючи формули (4.9), аналогiчно до попереднього випадку, отри-
муємо:

‖J ′n′‖ =

√
ϕ2
0 (θ1)ϕ

2
1 (θ) + ϕ2

1 (θ1)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1)−S (θ, θ1)

=

=

√
1 +

2ϕ2
0 (θ1)− 1− sign θ1
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

. (6.21)

Оскiльки θ1 /∈ {−1, 1}, то ϕ0 (θ1) 6= 0, ϕ1 (θ1) 6= 0. Отже, у випадку
θ1 < 0 з рiвностi (6.21) отримуємо:

‖J ′n′‖ =

√
1 +

2ϕ2
0 (θ1)− 1− (−1)
ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

=

√
1 +

2ϕ2
0 (θ1)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

> 1,

а у випадку θ1 > 0 маємо:

‖J ′n′‖ =

√
1 +

2ϕ2
0 (θ1)− 2

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

=

√
1 +

2ϕ2
1 (θ1)

ϕ2
0 (θ)ϕ

2
0 (θ1) + 1

> 1.

Таким чином, в обох випадках ‖J ′n′‖ > 1. Але, оскiльки J ′ — унi-
тарний оператор i n′ ∈ B1 (H1), то норма ‖J ′n′‖ мусить дорiвнювати
одиницi. Отже, ми приходимо до протирiччя. Остання суперечнiсть
доводить, що i в цьому випадку Eθ [s,n]Eθ1 [s1,n1] /∈ OT (H, c).

Зауваження 6.1. Пiдкреслимо, що коли θ, θ1 6= 1 у всiх трьох випад-
ках, перерахованих в формулюваннi теореми 6.1 обчислення норми
векторiв n′ та J ′n′ з допомогою леми 6.3 приводить до результату
‖n′‖ = ‖J ′n′‖ = 1. Отже, в цих випадках, одержати суперечнiсть (як
при доведеннi негативних результатiв теореми 6.1) неможливо.
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