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We defined a new class of degenerate parabolic pseudo-differential equati-
ons of Kolmogorov type with convex integer analytical symbols of pseudo-
differentiation. For such equations we constructed the fundamental solution
of Cauchy problem and investigated its basic properties within Gurevich
spaces by the method of characteristics.

Означено новий клас вироджених параболiчних псевдодиференцiаль-
них рiвнянь типу Колмогорова з опуклими цiлими аналiтичними сим-
волами псевдодиференцiювання. Для таких рiвнянь методом характе-
ристик побудовано фундаментальний розв’язок задачi Кошi та дослi-
джено його основнi властивостi в рамках просторiв Б.Л. Гуревича.

1 Вступ
Моделюючи броунiвський рух фiзичної системи, А.М. Колмогоров
прийшов до одного ультрапараболiчного рiвняння [1], яке згодом одер-
жало назву рiвняння дифузiї з iнерцiєю Колмогорова. Поява цього
рiвняння послужила поштовхом до зародження теорiї вироджених па-
раболiчних рiвнянь типу Колмогорова, у розвитку якої взяло участь
багато математикiв, серед яких M. Weber, А.М. Iльїн, I.М. Сонiн,
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Я.С. Шатиро, Л.П. Купцов, С.Д. Ейдельман, С.Д. Iвасишен, Y. Kato,
S. Polidoro, E. Lanconelli, M. Manfredini, A. Pascucci та iн. (див.огляд
у [2]). Розвиток вiдбувався в основному шляхом розширення вiдомих
та означення нових класiв рiвнянь такого типу, а також побудови й
дослiдження властивостей фундаментального розв’язку задачi Кошi
(ФРЗК) та його можливих застосувань.

У данiй статтi пропонується ще один рiзновид узагальнення рiв-
няння А.М. Колмогорова, який полягає у задiюваннi теорiї псевдоди-
ференцiальних операторiв (ПДО). Тут означено новий клас виродже-
них параболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь типу Колмогорова
з опуклими цiлими аналiтичними символами псевдодиференцiювання,
залежними лише вiд часового параметра, який охоплює вiдомий клас
E0

23 з [2]. Для рiвнянь з цього класу побудовано ФРЗК та дослiджено
його основнi властивостi в рамках просторiв типу W Гуревича.

2 Постановка задачi

Нехай N – множина всiх натуральних чисел, Nm := {1; . . . ;m}; Rm i
Cm — вiдповiдно дiйсний i комплексний простори розмiрностi m ≥ 1;
R := R1, C := C1; Zm+ — множина всiх m-вимiрних мультиiндексiв,
Z+ := Z1

+; i — уявна одиниця; (·, ·) — скалярний добуток у просторi
Rm; ‖x‖ := (x, x)1/2 для x ∈ Rm; |x+iy| := (x2+y2)1/2, якщо {x, y} ⊂ R;
zl := zl11 . . . zlmm , |z|∗ := |z1| + . . . + |zm|, |z| := (|z1|; . . . ; |zm|), якщо
z := (z1; . . . ; zm) ∈ Cm i l := (l1; . . . ; lm) ∈ Zm+ ; запис xfy, де f — деяке
вiдношення, означатиме, що це вiдношення виконується для всiх вiдпо-
вiдних координат точок {x, y} ⊂ Cm. Будемо припускати також, що n–
вимiрна просторова змiнна x складається з n1–вимiрної змiнної x1 :=
(x11; . . . ;x1n1

), n2–вимiрної змiнної x2 := (x21; . . . ;x2n2
) та n3–вимiрної

змiнної x3 := (x31; . . . ;x3n3
), тобто x := (x1;x2;x3), де n1, n2 i n3 – такi

натуральнi числа, що n3 ≤ n2 ≤ n1 i n = n1 + n2 + n3. У зв’язку з цим
мультиiндекс k ∈ Zn+ будемо записувати у виглядi k := (k1; k2; k3), де
kj := (kj1; . . . ; kjnj ) ∈ Znj+ , j ∈ N3. Крiм цього, позначимо через Πm

X :=
{(t; ξ)| t ∈ X, ξ ∈ Rm}, Π2 := {(t, ξ; τ, y)| 0 ≤ τ < t ≤ T, {ξ, y} ⊂ Rn},
T > 0; якщо x := (x1;x2;x3) i xj := (xj1; . . . ;xjnj ) – точки вiдповiдно
з Rn та Rnj , j ∈ N3, то x′j := (xj1; . . . ;xjn3

), x′′j := (xj(n3+1); . . . ;xjn2
),

x′′′1 := (x1(n2+1); . . . ;x1n1
), x̂1 := (x11; . . . ;x1n2

), x̃ := (x′′′1 ;x′′2 ;x3); цi по-
значення будемо використовувати й для iнших аналогiчних точок та
векторiв.
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Нехай далi ωlj(·), j ∈ Nnl , l ∈ N3, – зростаючi неперервнi та необме-
женi на [0; +∞) функцiї такi, що ωlj(0) = 0. Для δ ≥ 0, l ∈ N3 i j ∈ Nnl

покладемо Ωlj(δ) :=
δ∫
0

ωlj(τ)dτ.

Функцiя Ωlj(·) диференцiйовна та зростаюча на [0; +∞) така, що
Ωlj(0) = 0, lim

δ→+∞
Ωlj(δ) = +∞, крiм цього, виконуються оцiнки [3, 4]:

Ωlj(δ1) + Ωlj(δ2) ≤ Ωlj(δ1 + δ2), (∀ {δ1, δ2} ⊂ [0; +∞)); (1)

∀δ > 0 : Ωlj(τδ) ≥ τΩlj(δ), τ ≥ 1; Ωlj(τδ) ≤ τΩlj(δ), τ ∈ (0; 1) . (2)

Довизначимо Ωlj(·), j ∈ Nnl , l ∈ N3, на (−∞; 0) парно i покладемо

Ω (x) := (Ω1 (x1) ; Ω2 (x2) ; Ω3 (x3)) , x ∈ Rn,

де Ωl (xl) := (Ωl 1 (xl 1) ; ...; Ωl nl (xl nl)), xl ∈ Rnl , l ∈ N3.
Подiбним способом за функцiями µlj(·) з такими самими властиво-

стями, що i в ωlj(·) означимо вектор-функцiю

M(x) := (M1(x1); M2(x2); M3(x3)) , x ∈ Rn,

i розглянемо простiр типу W Гуревича [3]:

WM
Ω :=

{
ϕ ∈ C∞(Cn) | ∃ {c, δ1, δ2} ⊂ (0; +∞) ∀z ∈ Cn :

|ϕ(z)| ≤ c exp
{
Q−n (δ1, δ2 ; z)

}}
,

де

Q±n (δ1, δ2; z) := ± |Ω(δ1x)|∗ + |M(δ2y)|∗ , z = x+ iy ∈ Cn.

Вiдомо [3], що F
[
WM

Ω

]
= W

⇀
Ω
⇀
M
, при цьому оператор перетворення

Фур’є F вiдображає WM
Ω на простiр W

⇀
Ω
⇀
M

взаємно однозначно та непе-

рервно (тут
⇀

Ω (·) i
⇀

M (·) – двоїстi за Юнгом функцiї вiдповiдно з Ω(·)
i M(·)).

Нехай LM1

Ω1
([0;T ]) – клас функцiй a : [0;T ]× Rn1 → Cn1 таких, що:

1) a(t;x1) – неперервна функцiя за змiнною t на [0;T ], яка стосовно
змiнної x1 допускає аналiтичне продовження до цiлої функцiї на Cn1 ;
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2) ∃ {δ1, δ2, c} ⊂ [0;∞)∀z1 ∈ Cn1 : sup
t∈[0;T ]

|a(t; z1)| ≤ Q+
n1

(δ1, δ2; z1)+ c.

Цей клас є замкненим вiдносно операцiй додавання, вiднiмання та мно-
ження на неперервну функцiю b(t), t ∈ [0;T ]; його кожен елемент
стосовно просторової змiнної є мультиплiкатором у просторi WM1

Ω1
.

Бiльше того, якщо Ω0
1(·), M0

1 (·) – опуклi вниз парнi вектор-функцiї
такi, що Ω0

1j(δ) ≤ Ω1j(δ), M0
1j(δ) ≤ M1j(δ), δ ∈ R, j ∈ Nn1

, то

L
M0

1

Ω0
1

([0; T ]) ⊂ LM1

Ω1
([0; T ]).

Розглянемо рiвняння(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

m∑
j=1

Baj(t;x1)

)
u(t;x) = 0, (3)

при (t; x) ∈ Πn
(0;T ] i m ∈ N. Тут

(
Bajϕ

)
(t; ·) = F−1 [aj(t; ξ1)F [ϕ] (ξ1)] (t; ·) , t ∈ [0; T ], ϕ ∈W

⇀
Ω1
⇀
M1

,

– ПДО у просторi W
⇀
Ω1
⇀
M1

iз символом aj з класу LM1

Ω1
([0; T ]).

Припускатимемо, що псевдодиференцiальний вираз ∂t−
m∑
j=1

Baj(t;x1)

iз рiвняння (3) є параболiчним у такому сенсi:

∃ {δ∗1 , δ∗2 , c∗} ⊂ [0;∞) ∀t ∈ [0;T ]∀ξ1 ∈ Cn1 :

Re

m∑
j=1

aj(t; ξ1) ≤ Q−n1
(δ∗1 , δ

∗
2 ; ξ1) + c∗. (4)

Рiвняння (3) назвемо виродженим параболiчним псевдодиференцi-
альним рiвнянням типу Колмогорова з класу EMΩ .

Для (3) у точцi t = τ , τ ∈ [0; T ), задамо початкову умову

u(t; ·) | t=τ = ϕ(·) (5)

з "пробною" початковою функцiєю ϕ ∈W
⇀
Ω
⇀
M

i вважатимемо, що

Ω3(·) := Ω′1(·), Ω2(·) := Ω̂1(·), M3(·) := M ′1(·), M2(·) := M̂1(·),
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а першi n2 компоненти вектор-функцiї Ω1(·), окрiм ранiше описаних
властивостей, мають ще й таку:

Ω1j(τδ) ≥ g1j(τ)Ω1j(δ)− g2j(τ), τ ∈ (0; 1], δ ∈ R, j ∈ Nn2
, (6)

де g1j(·), g2j(·) – деякi невiд’ємнi обмеженi на (0; 1] функцiї, причому
1∫

0

g1j(σ1 + χσ2 + χ2σ3)dχ ≥ δ1 > 0, 0 < |σ1|+ |σ2|+ |σ3| ≤ 1, j ∈ Nn3
,

1∫
0

g1j(σ1 +χσ2)dχ ≥ δ2 > 0, 0 < |σ1|+ |σ2| ≤ 1, j ∈ {n3 +1, ..., n2}. (7)

Означення. ФРЗК для рiвняння (3) назвемо функцiю G(t, x; τ, y)
визначену для всiх (t; x) ∈ Πn

(τ ;T ] i залежну вiд параметричної точки
(τ ; y) ∈ Πn

[0;T ) таку, що:
1) G як функцiя (t; x) задовольняє (3) на множинi Πn

(τ ;T ], τ ∈ [0; T ),

причому за кожною iз змiнних x i y є елементом простору W
⇀
Ω
⇀
M
;

2) виконується спiввiдношення G(t, x; τ, ·) −−−−→
t→τ+0

δ(· − x) у сенсi

збiжностi в W
⇀
Ω
⇀
M

′
– топологiчно спряженому просторi з W

⇀
Ω
⇀
M

(тут δ(·) –

дельта-функцiя Дiрака).

3 Побудова та дослiдження ФРЗК
Зiставимо задачi Кошi (3), (5) вiдповiдну двоїсту за Фур’є задачу(
∂t+

n2∑
j=1

ξ2j∂ξ1j+

n3∑
j=1

ξ3j∂ξ2j−
m∑
j=1

aj(t; ξ1)

)
v(t; ξ) = 0, (t; ξ) ∈ Πn

(τ ;T ], (8)

v(t; ·) | t=τ = F [ϕ](·), (9)
де v(t; ξ) := F [u(t; x)] (t; ξ). Вiдтак користуючись методом характери-
стик, випишемо для (8) вiдповiдну систему диференцiальних рiвнянь

ξ3dt = dξ′2,

ξ2dt = d̂ξ1,

∂tv =
m∑
j=1

aj(t; ξ1)v.
(10)
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Розв’язуючи послiдовно перших два векторних рiвняння системи (10),
дiстанемо

ξ′2 = tξ3 + s3, ξ
′
1 = 2−1t2ξ3 + ts3 + s′2, ξ

′′
1 = tξ′′2 + s′′2 , (11)

де s2 i s3 – довiльнi сталi вектори розмiрностi вiдповiдно n2 i n3. Пiд-
ставляючи тепер у третє рiвняння цiєї системи, а також i в початкову
умову (9) замiсть ξ′1, ξ′′1 i ξ′′′1 вирази iз рiвностей (11), одержимо насту-
пну задачу Кошi:

∂tv(t; s; ξ̃) =

m∑
j=1

aj(t; ρ(t; s; ξ̃)) v(t; s; ξ̃), (12)

v(t; s; ξ̃) | t=τ = F [ϕ](ρ0(τ ; s; ξ̃)). (13)

Тут
ρ(t; s; ξ̃) :=

(
s′2 + ts3 + 2−1t2ξ3, s

′′
2 + tξ′′2 , ξ

′′′
1

)
,

ρ0(t; s; ξ̃) :=
(
s′2 + ts3 + 2−1t2ξ3, s

′′
2 + tξ′′2 , ξ

′′′
1 ; s3 + tξ3, ξ

′′
2 ; ξ3

)
– вiдповiдно n1 i n-вимiрнi вектори, а s := (s′2, s

′′
2 ; s3) ∈ Rn2+n3 .

Нехай

θtτ (s; ξ̃) := exp

{ m∑
j=1

t∫
τ

aj(β; ρ(β; s; ξ̃))dβ

}
,

тодi функцiя
v(t; s; ξ̃) = θtτ (s; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; s; ξ̃)) (14)

є єдиним розв’язком задачi Кошi (12), (13). А, отже, ця функцiя є
розв’язком i задачi Кошi (8), (9) при s = st,ξ, де

st,ξ :=
(
ξ′1 − tξ′2 + 2−1t2ξ3, ξ

′′
1 − tξ′′2 ; ξ′2 − tξ3

)
.

Подiявши формально оберненим перетворенням Фур’є F−1 на рiв-
нiсть (14) при s = st,ξ одержимо

u(t; x) = (2π)−n
∫
Rn

e−i(x,ξ)θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))dξ. (15)
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В iнтегралi з (15) зробимо замiну змiнних iнтегрування зa правилом

ξ′1 − (t− τ)ξ′2 + 2−1(t− τ)2ξ3 = η′1, ξ
′′
1 − (t− τ)ξ′′2 = η′′1 ,

ξ′′′1 = η′′′1 , ξ
′
2 − (t− τ)ξ3 = η′2, ξ

′′
2 = η′′2 , ξ3 = η3 ,

(16)

в результатi одержимо рiвнiсть

u(t; x) = (2π)−n
∫
Rn

∫
Rn

ei(η,y)e−i(x,ρ0(t;sτ,η;η̃))θtτ (sτ,η; η̃)ϕ(y)dydη.

Звiдси, змiнивши формально порядок iнтегрування, прийдемо до фор-
мули

u(t; x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, y)ϕ(y)dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, (17)

у якiй

G(t, x; τ, y) = (2π)−n
∫
Rn

ei(y,η)µtτ (η; x) dη, (t, x; τ, y) ∈ Π2, (18)

а
µtτ (η; x) := e−i(x,ρ0(t;sτ,η;η̃))θtτ (sτ,η; η̃) .

Перейдемо до дослiдження функцiї G. Для цього, спочатку дослi-
димо властивостi функцiї θtτ .

Лема 1.Функцiя θtτ (sγ,ξ; ξ̃), γ ∈ {t, τ}, стосовно змiнної ξ при
кожних фiксованих t i τ , 0 ≤ τ < t ≤ T , допускає аналiтичне продов-
ження на весь Cn до цiлої функцiї, для якої

∃{cT , δ1, δ2} ⊂ (0;∞)∀z = x+iy ∈ Cn∀τ ∈ [0;T )∀t ∈ (τ ;T ] : |θtτ (sγ,z; z̃)| ≤

≤ cT exp

{
− (t− τ)(|Ω1(δ1x1)|∗ − |M1(δ2y1)|∗ + |Ω̂1(δ1(t− τ)x2)|∗−

−|M̂1(δ2(t− τ)y2)|∗ + |Ω′1(δ12−1(t− τ)2x3)|∗ − |M ′1(δ22−1(t− τ)2y3)|∗)
}
.

Доведення. Безпосередньо iз структури функцiї θtτ (sγ,ξ; ξ̃) та вла-
стивостей елементiв класу LM1

Ω1
([0;T ]), переконуємось, що ця функцiя

стосовно ξ аналiтично продовжується на весь комплексний простiр Cn.
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Здiйснивши згiдно з правилом χ =
t− β
t− τ

при γ = t, та χ =
β − τ
t− τ

при
γ = τ замiну змiнної iнтегрування в iнтегралi

t∫
τ

m∑
j=1

aj (β; ρ(β; sγ,z; z̃)) dβ

i скориставшись тим, що при β = t− χ(t− τ)

ρ(β; st,z; z̃) = (z′1 − χ(t− τ)z′2 + 2−1χ2(t− τ)2z3, z
′′
1 − χ(t− τ)z′′2 , z

′′′
1 ),

ρ(β; sτ,z; z̃) = (z′1 + χ(t− τ)z′2 + 2−1χ2(t− τ)2z3, z
′′
1 + χ(t− τ)z′′2 , z

′′′
1 ),

а також умовою (4), при 0 ≤ τ < t ≤ T, z = x+ iy ∈ Cn дiстанемо

|θtτ (sγ,z; z̃)| ≤ exp

{
(τ−t)

( 1∫
0

(|Ω′1(δ∗1(x′1±χ(t−τ)x′2+2−1χ2(t−τ)2x3))|∗−

−|M ′1(δ∗2(y′1±χ(t−τ)y′2 +2−1χ2(t−τ)2y3))|∗+|Ω′′1(δ∗1(x′′1±χ(t−τ)x′′2))|∗−

− |M ′′1 (δ∗2 (y′′1 ± χ(t− τ)y′′2 ))|∗)dχ+ |Ω′′′1 (δ∗1x
′′′
1 )|∗− |M

′′′
1 (δ∗2y

′′′
1 )|∗− c

∗
)}

.

Врахувавши тепер оцiнки

1∫
0

Ω1j(δ
∗
1(x1j ± χ(t− τ)x2j + 2−1χ2(t− τ)2x3j))dχ ≥

≥ δ1Ω1j(δ
∗
1(|x1j |+ (t− τ)|x2j |+ 2−1(t− τ)2|x3j |))− δ0,

1∫
0

M1j(δ
∗
2(y1j ± χ(t− τ)y2j + 2−1χ2(t− τ)2y3j))dχ ≤

≤M1j(δ
∗
2(|y1j |+ (t− τ)|y2j |+ (t− τ)2/2 |y3j |)), j ∈ Nn3

;

1∫
0

Ω1j(δ
∗
1(x1j ± χ(t− τ)x2j))dχ ≥ δ1Ω1j(δ

∗
1(|x1j |+ (t− τ)|x2j |))− δ0,
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1∫

0

M1j(δ
∗
2(y1j ± χ(t− τ)y2j))dχ ≤M1j(δ

∗
2(|y1j |+ (t− τ)|y2j |)),

j ∈ {n3 + 1, ..., n2},

якi одержуються безпосередньо iз припущення (6) та зростання
вектор–функцiї M1(·) i виконуються для всiх t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ) i
{x, y} ⊂ Rn, дiстанемо

|θtτ (sγ,z; z̃)| ≤ cT exp{−(t−τ)(δ1|Ω′1(δ∗1(|x′1|+(t−τ)|x′2|+2−1(t−τ)2|x3|))|∗−

−|M ′1(δ∗2(|y′1|+(t−τ)|y′2|+2−1(t−τ)2|y3|))|∗+δ1|Ω′′1(δ∗1(|x′′1 |+(t−τ)|x′′2 |))|∗−

−|M ′′1 (δ∗2(|y′′1 |+ (t− τ)|y′′2 |))|∗ + |Ω′′′1 (δ∗1 |x′′′1 |)|∗ − |M ′′′1 (δ∗2 |y′′′1 |)|∗)}. (19)

Звiдси, зваживши на властивостi (1), (2) компонент вектор-функцiї
Ω1(·) та нерiвнiсть

M1j(a+b) ≤M1j(2 max{a, b})+M1j(min{a, b}), {a, b} ⊂ [0;∞), j ∈ Nn2
,

приходимо до твердження леми 1. Лему доведено.
Зазначимо, що одержанi в лемi 1 оцiнки функцiї θtτ , а також вла-

стивостi елементiв ϕ простору W
⇀
Ω
⇀
M

забезпечують коректнiсть усiх пе-

ретворень, здiйснених при одержаннi формули (17).
Правильне наступне твердження.
Теорема 1. При кожних фiксованих t ∈ (τ ;T ] i τ ∈ [0;T ) функцiя

G(t, x; τ, y) як функцiя змiнної x або y є елементом простору W
⇀
Ω
⇀
M

.

Доведення. Спочатку розглянемо функцiю G(t, x; τ, ·) (при фi-
ксованих t, x i τ). Оскiльки (див. (18))

G(t, x; τ, y) = (2π)−nFη→y
[
µtτ (η;x)

]
(t, x; τ, y),

а F
[
WM

Ω

]
= W

⇀
Ω
⇀
M
, то для доведення G(t, x; τ, ·) ∈ W

⇀
Ω
⇀
M

досить устано-

вити, що µtτ (·; x) ∈WM
Ω , x ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T .

Функцiя µtτ (·; x) допускає аналiтичне продовження на весь компле-
ксний простiр Cn, тому врахувавши твердження леми 1, а також iсну-
вання сталої c0 > 0 такої, що δ ≤ Mlj(δ), j ∈ Nnl , l ∈ N3, при δ ≥ c0,
одержимо

|µtτ (η + iζ; x)| ≤ e(x′1,ζ
′
1+(t−τ)ζ′2+2−1(t−τ)2ζ3)+(x′′1 ,ζ

′′
1 +(t−τ)ζ′′2 )+(x′′′1 ,ζ

′′′
1 )×
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×e(x′2,ζ
′
2+(t−τ)ζ3)+(x′′2 ,ζ

′′
2 )+(x3,ζ3)|θtτ (sτ,(η+iζ); (η̃ + iζ))| ≤

≤ cT exp{−(t−τ)(|Ω1(δ1η1)|∗+|Ω̂1(δ1(t−τ)η2)|∗+|Ω′1(δ12−1(t−τ)2η3)|∗)}×

× exp{((|x1|, |ζ1|)+|M1(T0δ1ζ1)|∗)+(T0(|x̂1|+|x2|, |ζ2|)+|M̂1(T0δ2ζ2)|∗)+

+(T 2
0 (|x′1|+ |x′2|+ |x3|, |ζ3|) + |M ′1(T 2

0 δ2ζ3)|∗)} ≤

≤ cT exp{−(t− τ)(|Ω1(δ1η1)|∗ − |M1(δxζ1)|∗ + |Ω̂1(δ1(t− τ)η2)|∗−

−|M̂1(δxζ2)|∗ + |Ω′1(δ12−1(t− τ)2η3)|∗ − |M ′1(δxζ3)|∗)}, (20)

0 ≤ τ < t ≤ T, {η, ζ, x} ⊂ Rn, |ζlj | ≥ c0, j ∈ Nnl , l ∈ N3,

де T0 := max{1, T}, δx – додатна величина, залежна лише вiд x, а cT , δ1
i δ2 – оцiночнi сталi iз твердження леми 1.

Якщо ж |ζlj | < c0 при деякому j ∈ Nnl , то i в цьому випадку вико-
нуються оцiнки типу (20) для функцiї µtτ (η + iζ;x), оскiльки

e−(t−τ)(Ω1j(δ1η1j)−M1j(δ2ζ1j))ex1jζ1j ≤ cxe−(t−τ)(Ω1j(δ1η1j)−M1j(δ2ζ1j)),

e−(t−τ)(Ω1j(δ1(t−τ)η2j)−M1j(δ2(t−τ)ζ2j))e((t−τ)x1j+x2j)ζ2j ≤

≤ cxe−(t−τ)(Ω1j(δ1(t−τ)η2j)−M1j(δ2(t−τ)ζ2j)),

e−(t−τ)
(

Ω1j

(
δ1
2 (t−τ)2η3j

)
−M1j

(
δ2
2 (t−τ)2ζ3j

))
e( 1

2 (t−τ)2x1j+(t−τ)x2j+x3j)ζ3j ≤

≤ cxe−(t−τ)
(

Ω1j

(
δ1
2 (t−τ)2η3j

)
−M1j

(
δ2
2 (t−τ)2ζ3j

))
.

Отже, функцiя µtτ (·;x) ∈WM
Ω , x ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T . Таким чином,

належнiсть функцiї G(t, x; τ, ·) до простору W
⇀
Ω
⇀
M

встановлено.

Подiбним способом переконуємось у належностi G(t, ·; τ, y) до W
⇀
Ω
⇀
M

при кожних фiксованих y ∈ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T . Теорему доведено.
Наступне твердження характеризує властивiсть δ–подiбностi фун-

кцiї G(t, x; τ, ·) за змiнною t.
Теорема 2. Функцiя G(t, x; τ, ·) при t→ τ + 0 прямує до δ (· − x)

у просторi W
⇀
Ω
⇀
M

′

.
Доведення. Досить установити виконання спiввiдношення∫

Rn

G(t, ·; τ, y)ϕ(y)dy −−−−→
t→τ+0

ϕ(·)
(
∀ϕ ∈W

⇀
Ω
⇀
M

)
,
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або∫
Rn

e−i(ξ,x)
[
θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))− F [ϕ](ξ)

]
dξ −−−−→

t→τ+0
0. (21)

Рiвносильнiсть цих спiввiдношень стає очевидною безпосередньо iз

u(t;x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, y)ϕ(y)dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn,

зображення (15) та рiвностi ϕ(x) = F−1[F [ϕ](ξ)](x), x ∈ Rn.
Згiдно з твердженням класичної теореми про граничний перехiд

пiд знаком iнтеграла, доведення (21) зводиться до встановлення таких
тверджень:

I)
∣∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))− F [ϕ](ξ)

∣∣∣ ξ∈K⊂Rn⇒
t→τ+0

0

(тут йдеться про рiвномiрне прямування до нуля стосовно змiнної ξ на
кожному компактi K з Rn);

II) ∃ {c, δ} ⊂ (0; +∞) ∀t ∈ (τ ; τ + 1/2] ∀ξ ∈ Rn :∣∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))
∣∣∣ ≤ ce−|Ω(δξ)|∗ .

Твердження II) гарантує абсолютну та рiвномiрну стосовно t, 0 < t−
τ << 1, збiжнiсть iнтеграла iз (21).

Переконаємось спочатку у виконаннi твердження I). Для цього ско-
ристаємось очевидною оцiнкою∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))−F [ϕ](ξ)big| ≤

∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)
∣∣∣∣F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))−

−F [ϕ](ξ)
∣∣+
∣∣F [ϕ](ξ)

∣∣ ∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)− 1
∣∣, 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn,

завдяки якiй доведення I) зводиться до доведення наступних спiввiд-
ношень при довiльному K ⊂ Rn:∣∣∣F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))− F [ϕ](ξ)

∣∣∣ ξ∈K
⇒

t→τ+0
0;

∣∣∣θtτ (st,ξ; ξ̃)− 1
∣∣∣ ξ∈K

⇒
t→τ+0

0. (22)

Оскiльки для ξ ∈ Rn i 0 ≤ τ < t ≤ T∣∣∣F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))− F [ϕ](ξ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))−
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−F [ϕ](ξ′1 − (t− τ)ξ′2, ξ
′′
1 − (t− τ)ξ′′2 , ξ

′′′
1 ; ξ′2 − (t− τ)ξ3, ξ

′′
2 ; ξ3)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣F [ϕ](ξ′1 − (t− τ)ξ′2, ξ
′′
1 − (t− τ)ξ′′2 , ξ

′′′
1 ; ξ′2 − (t− τ)ξ3, ξ

′′
2 ; ξ3)−

−F [ϕ](ξ′1, ξ
′′
1 − (t− τ)ξ′′2 , ξ

′′′
1 ; ξ′2 − (t− τ)ξ3, ξ

′′
2 ; ξ3)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣F [ϕ](ξ′1, ξ
′′
1 − (t− τ)ξ′′2 , ξ

′′′
1 ; ξ′2 − (t− τ)ξ3, ξ

′′
2 ; ξ3)−

−F [ϕ](ξ1; ξ′2−(t−τ)ξ3, ξ
′′
2 ; ξ3)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣F [ϕ](ξ1; ξ′2−(t−τ)ξ3, ξ
′′
2 ; ξ3)−F [ϕ](ξ)

∣∣∣∣,
то взявши до уваги належнiсть F [ϕ](·) до WM

Ω , на пiдставi теореми
про скiнченнi прирости одержуємо перше спiввiдношення iз (22).

Скориставшись далi твердженням теореми про середнє значення
неперервної функцiї i врахувавши властивостi символiв aj та рiвнiсть

eγ − 1 = γeθγ , 0 < θ < 1, γ ∈ R,

дiстанемо, що для ξ ∈ K ⊂ Rn

|θtτ (st,ξ; ξ̃)− 1| ≤ (t− τ)×

× sup
t∈[0;T ],ξ∈K

{ m∑
j=1

|aj(β0; ρ(β0; st,ξ; ξ̃))|e
T

m∑
j=1
|aj(β0;ρ(β0;st,ξ;ξ̃))|

}
, β0 ∈ (τ ; t),

а, вiдтак i виконання другого спiввiдношення iз (22).
Отже, твердження I) доведено.
Доведемо твердження II). Оскiльки F [ϕ](·) ∈WM

Ω , то зваживши на
обмеженiсть функцiї θtτ в множинi Πn

(τ ;T ], приходимо до

|θtτ (st,ξ; ξ̃)F [ϕ](ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃))| ≤ ce−|Ω(δρ0(τ ;st,ξ;ξ̃))|∗ , 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ Rn.

Скористаємось далi зображенням

e−|Ω(δρ0(τ ;st,ξ;ξ̃))|∗ = e−|Ω
′
1(δ(ξ′1−χξ

′
2+ 1

2χ
2ξ3))|∗− 1

2 |Ω
′
1(δ(ξ′2−χξ3))|∗×

×e−|Ω
′′
1 (δ(ξ′′1−χξ

′′
2 ))|∗− 1

2 |Ω′′1 (δξ′′2 )|∗e−
1
2 |Ω′1(δ(ξ′2−χξ3))|∗− 1

2 |Ω′1(δξ3)|∗×
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×e−|Ω
′′′
1 (δξ′′′1 ))|∗− 1

2 |Ω′′1 (δξ′′2 )|∗− 1
2 |Ω′1(δξ3)|∗ , χ := t− τ.

Оцiнимо перший спiвмножник iз правої частини попередньої рiвно-
стi. При

|ξ′1| ≥ |ξ′2 − 2−1χξ3|,

маємо
e−|Ω

′
1(δ(ξ′1−χξ

′
2+ 1

2χ
2ξ3))|∗− 1

2 |Ω
′
1(δ(ξ′2−χξ3))|∗ ≤

≤ e−|Ω
′
1(δ(ξ′1−χξ

′
2+ 1

2χ
2ξ3))|∗ ≤ e−|Ω

′
1( δ2 ξ

′
1)|∗ , χ ∈ [0; 1/2],

оскiльки

|ξ′1 − χξ′2 + 2−1χ2ξ3| ≥ |ξ′1| − χ|ξ′2 − 2−1χξ3| ≥ 2−1|ξ′1|, χ ∈ [0; 1/2].

У випадку, коли
|ξ′1| < |ξ′2 − 2−1χξ3|,

одержимо
e−|Ω

′
1(δ(ξ′1−χξ

′
2+ 1

2χ
2ξ3))|∗− 1

2 |Ω
′
1(δ(ξ′2−χξ3))|∗ ≤

≤ e− 1
2 |Ω
′
1(δ(ξ′2−χξ3))|∗ ≤ e− 1

2 |Ω
′
1(δξ′1)|∗ .

Звiдси, зваживши на властивiсть (2) вектор-функцiї Ω, приходимо
до такої оцiнки при χ ∈ [0; 1/2] i ξ ∈ Rn:

e−|Ω
′
1(δ(ξ′1−χξ

′
2+ 1

2χ
2ξ3))|∗− 1

2 |Ω
′
1(δ(ξ′2−χξ3))|∗ ≤ e−|Ω

′
1( δ2 ξ

′
1)|∗ .

Оцiнки

e−|Ω
′′
1 (δ(ξ′′1−χξ

′′
2 ))|∗− 1

2 |Ω′′1 (δξ′′2 )|∗ ≤ e−|Ω
′′
1 ( δ2 ξ

′′
1 )|∗ ,

e−
1
2 |Ω′1(δ(ξ′2−χξ3))|∗− 1

2 |Ω′1(δξ3)|∗ ≤ e−|Ω
′
1( δ4 ξ

′
2)|∗ ,

при χ ∈ [0; 1/2] i ξ ∈ Rn встановлюються аналогiчним способом.
Таким чином, твердження II) також справджується. Теорему дове-

дено.
Далi, переконаємось у тому, що функцiя G(t, x; τ, y) стосовно змiн-

них t i x є звичайним розв’язком рiвняння (3) на множинi Πn
(τ ;T ]. Для

цього знайдемо значення кожного iз операторiв цього рiвняння на G.
Обчислимо спочаткуBaj(t;x1)G. ОскiлькиG(t, ·; τ, y) ∈W

⇀
Ω
⇀
M
, то оче-

видно, що для (t, x; τ, y) ∈ Π2

Baj(t;x1)G(t, x; τ, y) = F−1
ξ→x [aj(t; ξ1)Fη→ξ [G(t, η; τ, y)]] (t, x; τ, y).
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Безпосередньо з (18) одержуємо рiвнiсть

G(t, η; τ, y) = F−1
ζ→z

[
θtτ (sτ,ζ ; ζ̃)

]
(t, τ ; z) | z=νη−y, (t, x; τ, y) ∈ Π2,

у якiй вектор

νη := (η1; η2 + (t− τ)η̂1; η3 + (t− τ)η′2 + 2−1(t− τ)2η′1).

Тодi

Fη→ξ [G(t, η; τ, y)] (t, ξ; τ, y) =

∫
Rn

ei(η,ξ)F−1
ζ→z

[
θtτ (sτ,ζ ; ζ̃)

]
(t, τ ; z)|z=νη−ydη.

Здiйснивши в останньому iнтегралi замiну змiнної iнтегрування за
формулою z = νη − y i скориставшись спiввiдношенням

i(η, ξ) = i
{

(z′1 +y′1, ξ
′
1−(t−τ)ξ′2 +2−1(t−τ)2ξ3)+(z′′1 +y′′1 , ξ

′′
1 −(t−τ)ξ′′2 )+

+(z′′′1 + y′′′1 , ξ
′′′
1 ) + (z′2 + y′2, ξ

′
2 − (t− τ)ξ3) + (z′′2 + y′′2 , ξ

′′
2 ) + (z3 + y3, ξ3)

}
,

та властивiстю оборотностi перетворення Фур’є, прийдемо до рiвностi

Fη→ξ[G(t, η; τ, y)](t, ξ; τ, y) =

= ei{(ξ1,y1)+(ξ2,y2−(t−τ)ŷ1)+(ξ3,y3−(t−τ)y′2+2−1(t−τ)2y′1)}θtτ (st,ξ; ξ̃),

згiдно з якою

Baj(t;x1)G(t, x; τ, y) = (2π)−n
∫
Rn

aj(t; ξ1)θtτ (st,ξ; ξ̃)×

×ei{(ξ1,y1)+(ξ2,y2−(t−τ)ŷ1)+(ξ3,y3−(t−τ)y′2+2−1(t−τ)2y′1)}e−i(x,ξ)dξ.

Зробивши тут ще раз замiну змiнної iнтегрування згiдно з (16), для
(t, x; τ, y) ∈ Π2 остаточно одержимо

Baj(t;x1)G (t, x; τ, y) = (2π)
−n
∫
Rn

aj(t; ρ(t; sτ,η; η̃))ei(y,η)µtτ (η;x)dη.

Отже, для всiх t ∈ (τ ;T ], τ ∈ [0;T ) i {x, y} ⊂ Rn

m∑
j=1

Baj(t;x1)G(t, x; τ, y) =
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= (2π)−n
∫
Rn

( m∑
j=1

aj(t; ρ(t; sτ,η; η̃))

)
ei(y,η)µtτ (η;x)dη. (23)

Врахувавши структуру (18) функцiї G, твердження леми 1, а та-
кож те, що елементи класу LM1

Ω1
([0;T ]) стосовно просторової змiнної є

мультиплiкаторами у просторiWM1

Ω1
, згiдно з класичною теоремою про

диференцiювання залежного вiд параметра iнтеграла, переконуємось
у правильностi таких рiвностей для (t, x; τ, y) ∈ Π2:

∂tG(t, x; τ, y) = (2π)−n
∫
Rn

{ m∑
j=1

aj(t; ρ(t; sτ,η; η̃))−

−(x′1, η
′
2 + (t− τ)η3) + (x′′1 , η

′′
2 )− (x′2, η3)

}
ei(y,η)µtτ (η;x)dη;

n2∑
j=1

x1j∂x2jG(t, x; τ, y) =

= −(2π)−n
∫
Rn

{(x′1, η′2 + (t− τ)η3) + (x′′1 , η
′′
2 )}ei(y,η)µtτ (η;x)dη;

n3∑
j=1

x2j∂x3j
G(t, x; τ, y) = −(2π)−n

∫
Rn

(x′2, η3)ei(y,η)µtτ (η;x)dη.

Звiдси та з (23) одержуємо, що для (t, x; τ, y) ∈ Π2

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
G(t, x; τ, y) =

m∑
j=1

Baj(t;x1)G(t, x; τ, y),

тобто функцiя G(t, x; τ, y) є звичайним розв’язком рiвняння (3) на мно-
жинi Πn

(τ ;T ] стосовно (t;x) при кожних фiксованих (τ ; y) з Πn
[0;T ).

Отже, правильне таке твердження.
Теорема 3. Функцiя G, яка визначена рiвнiстю (18), є ФРЗК для

рiвняння (3).
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4 Приклад

Зафiксуємо довiльно вектор ~b = (b1, ..., bn1) з натуральними координа-
тами i розглянемо ПДО Ba iз символом

a(t; ξ1) =
∑

r~b(q1)≤1

λq1(t)(−iξ1)q1 , (t; ξ1) ∈ Πn1

(0;T ],

де λq1(·) – неперервнi на [0;T ] функцiї, а r~b(q1) :=
∑n1

j=1
q1j
2bj
, q1 ∈ Zn1

+ .

Очевидно, що a ∈ LM1

Ω1
([0;T ]) при Ω1(ξ1) = M1(ξ1) = (ξ2b1

11 , ..., ξ
2bn1
1n1

).
З такими вектор-функцiями Ω1 йM1 простiрWM1

Ω1
збiгається з про-

стором S
~β
~α , ~α = (1/(2b1), ...,1/(2bn1

)), ~β = (1−1/(2b1), ...,1− 1/(2bn1
)) [5].

Крiм цього, для Ω1 виконується умова (6) з функцiями g1j(τ) = τ2bj i
g2j(τ) ≡ 0, j ∈ Nn1 , причому, як зазначено в [2, c.157], справджуються
також i вiдповiднi оцiнки (7).

У цьому випадку рiвняння (3) при m = 1 набуде вигляду(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
u(t;x) =

∑
r~b(q1)≤1

λq1(t)(∂q1x1
u)(t;x), (24)

з
−→
2b-параболiчним за змiнними (t;x1) на множинi Πn1

(0;T ] диференцiаль-
ним виразом

∂t −
∑

r~b(q1)≤1

λq1(t)∂q1x1
.

Таким чином, при зазначених вектор–функцiях Ω1 i M1 виконує-
ться включення E0

23 ⊂ EM1

Ω1
, де E0

23 – клас вироджених параболiчних
рiвнянь типу Колмогорова з

−→
2b–параболiчною частиною, означений у

[2].
На завершення зазначимо, що одержанi тут результати стосовно

ФРЗК на випадок рiвняння (24) повнiстю узгоджуються з вiдповiдни-
ми результатами, одержаними С.Д. Ейдельманом разом з С.Д. Iваси-
шеним у [2].
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