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The solvability of the Cauchy problem and the nonlocal two-point on ti-
me problems for the evolution equations with operators of generalized di-
fferentiation in spaces of infinitely differentiable functions of S type was
established.

Встановлено розв’язнiсть задачi Кошi та нелокальної двоточкової за
часом задачi для еволюцiйних рiвнянь з операторами узагальненого
диференцiювання в просторах нескiнченно диференцiйовних функцiй
типу S.

Вступ
У теорiї аналiтичних у крузi функцiй вивчається питання про зображе-
ння лiнiйних неперервних вiдображень у виглядi операторiв узагальне-
ного диференцiювання та iнтегрування скiнченного та нескiнченного
порядкiв. Рiзнi аспекти цiєї проблеми дослiджували Ж. Дельсарт, Ж.-
Л. Лiонс, Ю.Ф. Коробейник, М.I. Нагнибiда, В.В. Напалков, В.П. Под-
порiн, С.С. Лiнчук, В.А. Ткаченко та iншi математики. Важливий клас
операторiв узагальненого диференцiювання та iнтегрування утворю-
ють оператори Гельфонда-Леонтьєва, введенi в серединi XX сторiччя
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при вивченнi розкладiв цiлих функцiй в узагальненi ряди Фур’є. Вла-
стивостi таких операторiв дослiджували i продовжують дослiджувати
математики в просторi A∞ однозначних i цiлих в C функцiй з топо-
логiєю компактної збiжностi (A∞ не є нормованим простором, але в
той же час A∞ – простiр Фреше). Прикладами iнших просторiв, еле-
ментами яких є цiлi функцiї i якi використовуються при дослiдженнi
проблеми про класи єдиностi та класи коректностi задачi Кошi для
рiвнянь з частинними похiдними є простори типу S – простори Sβα,
{α, β} ⊂ (0, 1), введенi I.М. Гельфандом та Г.Є. Шиловим в [1], а та-
кож простори типу W , введенi Б.Л. Гуревичем [2] (див. також [3]), в
яких для характеристики поведiнки функцiй на нескiнченностi замiсть
степеневих використовуються опуклi функцiї. Топологiя вказаних про-
сторiв вiдмiнна вiд топологiї простору A∞, функцiї з таких просторiв
на дiйснiй осi разом з усiма своїми похiдними при |x| → ∞ спадають
швидше, нiж exp{−a|x|}, a > 0, x ∈ R.

В [4] дослiдженi простори Smn

lk
, якi будуються за певними послiдов-

ностями {mn, n ∈ Z+} та {lk, k ∈ Z+} i котрi є узагальненнями просто-
рiв Sβα, що будуються за послiдовностями mn = nnβ , lk = kkα, β > 0,
α > 0, {n, k} ⊂ Z+. У цiй роботi встановлюється розв’язнiсть зада-
чi Кошi та нелокальної за часом двоточкової задачi для еволюцiйних
рiвнянь з операторами узагальненого диференцiювання в просторах
Smn

lk
(у [4] встановлено, що в таких просторах вказанi оператори ви-

значенi, є лiнiйними i неперервними). Знайдено зображення розв’язкiв
вказаних задач.

1

Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+} додатних чисел, яка володiє
наступними властивостями [5]:

1) ∀n ∈ Z+: mn ≤ mn+1; m0 = 1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn ≥ cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 ≤Mhnmn;
4) ∀n ∈ N: m2

n ≤ mn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, k} ⊂ Z+: mn ·mk ≤ ALn+kmn+k.
Прикладами таких послiдовностей є послiдовностi Жевре mn =

(n!)β , mn = nnβ , n ∈ Z+, де β > 0 – фiксований параметр [5].
Поруч розглянемо послiдовнiсть {lk, k ∈ Z+}, яка також володiє

властивостями 1) – 5). Символом Smn

lk
позначимо сукупнiсть функцiй
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ϕ ∈ C∞(R), котрi задовольняють умову

∃c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R : |xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnlkmn.

Smn

lk
спiвпадає з об’єднанням злiченно нормованих просторiв Smn,B

lk,A

за всiма iндексами {A,B} ⊂ N; система норм в Smn,B
lk,A

визначається за
допомогою формул

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn

, {δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,

1

3
, . . .

}
.

У введених просторах визначенi й обмеженi (а отже, i неперервнi)
лiнiйнi оператори, важливi для аналiзу; в першу чергу це операто-
ри множення на x, на всi многочлени, на нескiнченно диференцiйовнi
функцiї, якi задовольняють певнi умови (зокрема, на функцiї iз вка-
заних просторiв), оператори диференцiювання, зсуву та розтягу.

Розглянемо послiдовностi {mn, n ∈ Z+}, {lk, k ∈ Z+} спецiального
вигляду, а саме, mn = n!ρn, lk = k!dk, де {ρn, n ∈ Z+} – послiдовнiсть
додатних чисел, яка задовольняє умови: а) послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+}
монотонно спадна; б) lim

n→∞
n
√
ρn = 0. Послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+} воло-

дiє, за припущенням, властивостями, аналогiчними властивостям а),
б). Зазначимо, що послiдовностi {n!ρn}, {k!dk} мають властивостi 1) –
5) [4].

Покладемо

γ(x) =

{
1, |x| < 1,

inf
k∈Z+

(k!dk/|x|k), |x| ≥ 1;

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
sup
n∈Z+

(|y|n/(n!ρn)), |y| ≥ 1.

Зазначимо, що ρ – неперервно диференцiйовна, парна на R функцiя,
яка монотонно зростає на промiжку [1,+∞),

∃c0 > 0 ∃c > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) : ρ(x) ≥ c0ec|x|.

Функцiя γ – невiд’ємна, неперервно диференцiйовна, парна на R
функцiя, яка монотонно спадає на промiжку [1,+∞), крiм того

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) : γ(x) ≤ c′0e−c
′|x|.
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Наприклад, якщо lk = kk(1−α) = kkdk, dk = k−kα, 0 < α < 1, то γ
задовольняє нерiвностi [1]:

exp
{
− (1− α)

e
|x|1/(1−α)

}
≤ γ(x) ≤ C exp

{
− (1− α)

e
|x|1/(1−α)

}
,

C = e(1−α)e/2.

Правильним є наступне твердження [4]: функцiя ϕ ∈ C∞(R) на-
лежить до простору Smn

lk
тодi й лише тодi, коли вона аналiтично

продовжується в комплексну площину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C,
яка задовольняє умову

∃a, b, b > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by). (A)

Сукупнiсть функцiй, якi є продовженнями функцiй ϕ з простору
Smn

lk
до цiлих функцiй, що задовольняють умову (A), позначимо сим-

волом Smn

lk
(C). Iз наведеного твердження випливає, що простiр Smn

lk
(C)

можна подати як об’єднання злiченно нормованих просторiв Smn,b
lk,a

(C)

за всiма iндексами a ∈ {1/n, n ≥ 1}, b ∈ N, де Smn,b
lk,a

(C) складається з
тих функцiй ϕ ∈ Smn

lk
(C), для яких справджується нерiвнiсть

|ϕ(x+ iy)| ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,

де a – довiльна додатна стала, менша за a, b – довiльна стала, бiльша
за b. Якщо для ϕ ∈ Smn,b

lk,a
(C) покласти

‖ϕ‖pω = sup
z∈C

|ϕ(z)|

γ
(
a
(

1− 1
p

)
x
)
ρ((b+ ω)y)

, p ∈ {2, 3, . . . }, ω ∈ N,

то цi норми еквiвалентнi нормам ‖ · ‖δρ. Отже, послiдовнiсть функцiй
{ϕν(x), ν ≥ 1} ⊂ Smn

lk
збiгається до нуля тодi й лише тодi, коли по-

слiдовнiсть функцiй {ϕν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiвномiрно збiгається до
нуля в кожнiй обмеженiй областi комплексної площини C, при цьому
справджуються нерiвностi

|ϕν(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν.
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2
Нагадаємо, що оператор узагальненого диференцiювання Гельфонда-
Леонтьєва (який позначатимемо символом Dm(F, ·), m ∈ N – фiксова-
не) у просторi AR, 0 < R ≤ +∞, – просторi однозначних i аналiтичних
у крузi KR = {z ∈ C : |z| < R} функцiй з топологiєю компактної
збiжностi, визначається за допомогою фiксованої аналiтичної функцiї

F (z) =

∞∑
k=0

akz
k, F ∈ AR, наступним чином [6]: якщо ϕ(z) =

∞∑
k=0

bkz
k –

довiльна функцiя з простору AR, то, за означенням,

Dm(F,ϕ)(z) =

∞∑
k=m

bk
ak−m
ak

zk−m. (1)

Вiдзначимо вiдомi властивостi оператораDm(F, ·) [6]: 1)Dm(F,ϕ1+
ϕ2) = Dm(F,ϕ1) + Dm(F,ϕ2); 2) Dm(F, cϕ) = cDm(F,ϕ), c = const; 3)
Dm(ez, ϕ) = dmϕ/dzm; 4) Dm(F,Dn(F,ϕ)) = Dm+n(F,ϕ).

Цi властивостi вказують на те, що Dm(F,ϕ) дiйсно можна розумiти
як узагальнену похiдну порядку m функцiї ϕ, породжену функцiєю
F (z) (замiсть функцiї ez).

Нехай F (z) =

∞∑
k=0

akz
k – цiла функцiя, коефiцiєнти {ak, k ∈ Z+}

якої задовольняють умову

∃α > 0 ∃L > 1 ∀k ≥ m : |ak/ak+m| ≤ αLk+m (m ∈ N – фiксоване).
(2)

Визначимо оператор узагальненого диференцiювання в просторi

Smn
mk

за формулою (1), де z = x ∈ R, ϕ(z) =

∞∑
k=0

bkx
k – довiльна фун-

кцiя з простору Smn
mk

. Так визначений оператор Dm(F, ·) для довiльно
фiксованого m ∈ N неперервно вiдображає простiр Smn

mk
в себе [4].

Прикладом оператора Dm(F, ·), який дiє в просторi Smn
mk

, може слу-
жити оператор, побудований за цiлою функцiєю

F (z) =

∞∑
k=0

akz
k ≡ 1 +

∞∑
k=1

zk

Q(1)Q(2) . . . Q(k)
,

де Q – полiном: Q(x) = apx
p+· · ·+a1x, причомуQ(k) 6= 0, k ∈ {1, 2, . . . }
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( якщо Q(k) = k, то F (z) = ez). У цьому випадку [6]

Dm(F,ϕ) =

mp∑
k=m

∆
(m)
k zk−mϕ(k),

де коефiцiєнти ∆
(m)
k мають спецiальний вигляд. Можна також довести,

що коефiцiєнти ak, k ∈ N, задовольняють умову (2) зi сталою L =
γL0 > 1, γ = max{1, a0p · 2p}, a0 = max

1≤i≤p
|ai|, L0 = ec0 > 1, c0 – деяка

додатна стала.

Нехай g(z) =

∞∑
m=0

cmz
m, z ∈ C, – деяка цiла функцiя. Говорити-

мемо, що в просторi Smn
mk

задано оператор узагальненого диферен-
цiювання Гельфонда-Леонтьєва нескiнченного порядку g(D(F, ·)) ≡
∞∑
m=0

cmD
m(F, ·), якщо для довiльної основної функцiї ϕ ∈ Smn

mk
ряд

g(D(F,ϕ))(x) :=

∞∑
m=0

cmD
m(F,ϕ)(x), x ∈ R,

зображає деяку функцiю з простору Smn
mk

.
Якщо цiла функцiя g задовольняє умову

∃a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |g(z)| ≤ cρ(ax)ρ(by), (3)

то в просторi Smn
mk

визначений оператор Ag := g(D(F, ·))), який непе-
рервно вiдображає Smn

mk
в Smn

mk
[4].

Наприклад, функцiя g(z) = etz, z ∈ C, де t > 0 – фiксований пара-
метр, задовольняє умову (3). Справдi, скориставшись властивостями
опуклих функцiй (функцiя ln ρ є опуклою на (0,∞)) знайдемо, що

|etz| ≤ et|x| ≤ celn ρ(ax)+ln ρ(ay) = cρ(ax)ρ(ay), z = x+ iy ∈ C,

де a = tε, якщо t ≥ 1, ε > 0 – довiльне фiксоване число i a = ε, якщо
t ∈ (0, 1). Отже, в просторi Smn

mk
визначений i є неперервним оператор

etD(F,·) =

∞∑
n=0

tn

n!
Dn(F, ·),
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який вiдображає простiр Smn
mk

в себе. У просторi Smn
mk

визначений i є
неперервним також оператор etP (A), тобто для функцiї ϕ ∈ Smn

mk
ряд

etP (A)ϕ(x) =

∞∑
n=0

tn

n!
Pn(A)ϕ(x), (4)

де P (A) =

p0∑
k=1

αkA
k, A := D(F, ·), зображає функцiю ψ = etP (A)ϕ, яка

при кожному t > 0 є елементом простору Smn
mk

[4]. Звiдси випливає, що
елементом простору Smn

mk
є також функцiя P (A)etP (A)ϕ, ϕ ∈ Smn

mk
.

Нехай Sk,t,ϕ позначає частинну суму ряду (4). Тодi Sk,t,ϕ → etP (A)ϕ
при k →∞ за топологiєю простору Smn

mk
. Отже,

P (A)etP (A)ϕ = P (A) lim
k→∞

Sk,t,ϕ = lim
k→∞

P (A)Sk,t,ϕ =

= lim
k→∞

k∑
n=0

tn

n!
Pn+1(A)ϕ =

∞∑
n=0

tn

n!
Pn+1(A)ϕ. (5)

3
У просторi Smn

mk
розглянемо задачу Кошi

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ [0, T ]× R ≡ Ω, (6)

u(t, ·)|t=0 = ϕ0, ϕ0 ∈ Smn
mk

, (7)

де P (A) – оператор, визначений вище.
Пiд розв’язком задачi (6), (7) розумiтимемо функцiю u(t, x), ди-

ференцiйовну по t, яка при кожному t ∈ [0, T ] є елементом простору
Smn
mk

, задовольняє рiвняння (6) i початкову умову (7) в тому сенсi, що
u(t, ·) → ϕ0 при t → +0 за топологiєю простору Smn

mk
; при цьому u

неперервно залежить вiд ϕ0.
Правильним є наступне твердження.
Теорема 1. Задача Кошi (6), (7) розв’язна в просторi Smn

mk
(у вка-

заному розумiннi); розв’язок цiєї задачi дається формулою

u(t, x) = etP (A)ϕ0(x) ≡
∞∑
n=0

tn

n!
Pn(A)ϕ0(x).
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Доведення. Введемо позначення Q(t, A)ϕ0 := etP (A)ϕ0,

Φt,∆t(x) :=
1

∆t
[Q(t+ ∆t, A)ϕ0(x)−Q(t, A)ϕ0(x)] =

=

∞∑
n=0

1

∆t

[ (t+ ∆t)n − tn

n!

]
Pn(A)ϕ0(x).

Доведемо, що функцiя [0, T ] 3 t→ Q(t, A)ϕ0 ∈ Smn
mk

, як абстрактна
функцiя параметра t iз значеннями в просторi Smn

mk
(означення абстра-

ктної функцiї див. в [1]), диференцiйовна по t у кожнiй точцi t ∈ [0, T ].
Зафiксуємо довiльно t0 ∈ [0, T ] i знайдемо елемент ψ ∈ Smn

mk
такий, що

Φt0,∆t → ψ при ∆t→ 0 у просторi Smn
mk

, або, що Ψt0,∆t := Φt0,∆t−ψ → 0
при ∆t → 0 у просторi Smn

mk
(C). Це означає наступне: сiм’я функцiй

{Ψt0,∆t(z)} рiвномiрно (по z) збiгається до нуля при ∆t → 0 в будь-
якiй обмеженiй областi K ⊂ C i при цьому справджується оцiнка

|Ψt0,∆t(z)| ≤ c̃γ(ãx)ρ(b̃y), γ = 1/ρ, z = x+ iy ∈ C, (8)

зi сталими ã, b̃, c̃ > 0, не залежними вiд ∆t.
Доведемо, що

ψ = P (A)et0P (A)ϕ0 ≡ Q(t0, A)ϕ0 =

∞∑
n=0

tn0
n!
Pn+1(A)ϕ0.

Користуючись теоремою Лагранжа про скiнченнi прирости знайдемо,
що

Ψt0,∆t(z) =

∞∑
n=1

(t0 + θ∆t)n−1

(n− 1)!
Pn(A)ϕ0(z)−

∞∑
n=0

tn0
n!
Pn+1(A)ϕ0(z) =

=

∞∑
n=0

(t0 + θ∆t)n

n!
Pn+1(A)ϕ0(z)−

∞∑
n=0

tn0
n!
Pn+1(A)ϕ0(z) =

=

∞∑
n=0

(t0 + θ∆t)n − tn0
n!

Pn+1(A)ϕ0(z), 0 < θ < 1.

Звiдси та з (5) випливає, що Ψt0,∆t ∈ Smn
mk

(C) при кожному ∆t, тобто
нерiвнiсть (8) виконується з певними сталими c̃, ã, b̃ > 0, якщо вважа-
ти, що t0 + ∆t ≤ T .
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Якщо z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена область в C, то правильними є
нерiвностi

|Pn(A)ϕ0(z)| ≤ cc̃n0ω
p0n
0 , n ∈ Z+,

де c = c(K) > 0, c̃0 > 0, ω0 > 1 (див. [4]). Крiм того, для досить малих
значень |∆t|

(t0 + θ∆t)n − tn0 =

n∑
k=1

Ckn(θ∆t)ktn−k0 ≤
n∑
k=1

Ckn|∆t|kTn−k ≤

≤ T̃n2n|∆t|, T̃ = max{1, T}.

Отже, |Ψt0,∆t(z)| ≤ C|∆t|, z ∈ K, де C = c

∞∑
n=0

Mn

n!
= ceM , M =

2c̃0ω
p0
0 T̃ . Звiдси випливає, що Ψt0,∆t → 0 при ∆t → 0 рiвномiрно по

z ∈ K ⊂ C.
Цим доведено, що

∂

∂t
etP (A)ϕ0(x) = P (A)etP (A)ϕ0(x) =

∞∑
n=0

tn

n!
Pn+1(A)ϕ0(x), x ∈ R,

тобто функцiя u(t, x) = etP (A)ϕ0(x) є розв’язком рiвняння (6).
Функцiя etP (A)ϕ0, як абстрактна функцiя параметра t iз значення-

ми в просторi Smn
mk

, диференцiйовна по t, а, отже, i неперервна по t у
кожнiй точцi t0 ∈ [0, T ], тобто

etP (A)ϕ0 → et0P (A)ϕ0, t→ t0,

за топологiєю простору Smn
mk

. Зокрема, etP (A)ϕ0 → ϕ0 при t → +0 у
просторi Smn

mk
, що й потрiбно було встановити.

Якщо {ϕn, n ≥ 1} ⊂ Smn
mk

i ϕn → ϕ0 при n → ∞ у просторi Smn
mk

,
то з властивостi неперервностi оператора etP (A) у цьому просторi (при
фiксованому t > 0) випливає спiввiдношення

un = etP (A)ϕn → etP (A)ϕ0 = u, n→∞,

що й означає неперервну залежнiсть u вiд ϕ0.
Теорема доведена.
Зауваження 1. Аналогiчний результат має мiсце у випадку, коли

в рiвняннi (6) (t, x) ∈ [t0, T ] × R, де t0 ≥ 0, а початкова умова має
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вигляд u(t, ·)|t=t0 = ϕ0 ∈ Smn
mk

. Розв’язок такої задачi Кошi дається
формулою

u(t, x) = e(t−t0)P (A)ϕ0(x), (t, x) ∈ [t0, T ]× R.

4
Символом B позначимо оператор узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Леонтьєва Dp(F, ·), p ≥ 1 – фiксоване. Для еволюцiйного
рiвняння

∂u

∂t
= Bu, (t, x) ∈ [0, T ]× R ≡ Ω, (9)

розглянемо нелокальну двоточкову за часом задачу

µ1u(t, ·)|t=0 − µ2u(t, ·)|t=T = ϕ, ϕ ∈ Smn
mk

, (10)

де T ∈ (0,+∞), {µ1, µ2} ⊂ (0,∞) – фiксованi числа, µ1 > µ2.
Пiд розв’язком задачi (9), (10) розумiємо функцiю u(t, x), диферен-

цiйовну по t, яка при кожному t ∈ [0, T ] є елементом простору Smn
mk

i
задовольняє рiвняння (9); умову (10) u(t, ·) задовольняє в тому сенсi,
що

µ1 lim
t→+0

u(t, ·)− µ2 lim
t→T−0

u(t, ·) = ϕ,

де границi розглядаються в просторi Smn
mk

; при цьому u неперервно
залежить вiд ϕ.

Доведемо, що функцiя, яка зображається рядом
∞∑
n=0

µ−nenTBϕ :=

ψ, є елементом простору Smn
mk

. Iз результатiв, наведених у п.п. 2, 3
випливає, що enTBϕ ∈ Smn

mk
при кожному фiксованому n ∈ Z+; при

цьому справджуються нерiвностi

|enTBϕ(z)| ≤
∞∑
k=0

(nT )k

k!
|(Bkϕ)(z)| =

∞∑
k=0

(nT )k

k!
|Dk+p(F,ϕ)(z)| ≤

≤ c0
∞∑
k=0

(nT )k

k!

( β1

νk+p

)k+p

γ(a1x)ρ(b1y) ≤

≤ c̃0
∞∑
k=0

(nT )k

k!

(β1

νk

)k
γ(a1x)ρ(b1y), z = x+ iy ∈ C, γ = 1/ρ,
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де сталi a1, b1, β1 > 0 не залежать вiд k, p, c̃0 = c0

(β1

νp

)p
, послiдовнiсть

{νk, k ∈ Z+} монотонно зростає (νk – розв’язок рiвняння yµ(y) = k,
k ∈ N, µ(y) = ρ′(y)/ρ(y) [4]). Тодi

∞∑
k=0

(nT )k

k!

(β1

νk

)k
≤
∞∑
k=0

(nα)k

k!
= enα = (eα)n, α =

β1T

ν1
.

Отже,
|enTBϕ(z)| ≤ c̃0(eα)nγ(a1x)ρ(b1y)

i

|ψ(z)| ≤
∞∑
n=0

|enTBϕ(z)|
µn

≤ c̃0
∞∑
n=0

(eα
µ

)n
γ(a1x)ρ(b1y).

За умови µ > eα правильною є нерiвнiсть

|ψ(z)| ≤ c1γ(a1x)ρ(b1y), c1 = c̃0

∞∑
n=0

(eα
µ

)n
<∞.

Звiдси вже дiстаємо, що ψ(z) ∈ Smn
mk

(C). Отже, ψ(x) є елементом про-
стору Smn

mk
.

Iз результатiв, наведених у п.п. 3 випливає, що функцiя

u(t, x) = µ−1
2

∞∑
n=0

µ−(n+1)e(t+nT )Bϕ(x) = µ−1
1 etBψ(x)

задовольняє рiвняння (9). Доведемо, що ця функцiя задовольняє та-
кож граничну умову (10) у вказаному розумiннi.

При доведеннi теореми 1 встановлено, що функцiя [0, T ] 3 t →
etBψ, ψ ∈ Smn

mk
, як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями в

просторi Smn
mk

диференцiйовна, а отже, i неперервна в кожнiй точцi
t ∈ [0, T ]. Отже, граничнi спiввiдношення lim

t→+0
etBψ = ψ, lim

t→T−0
etBψ =

eTBψ справджуються в просторi Smn
mk

. Тодi для µ1 > µ2e
α мають мiсце

спiввiдношення

µ1 lim
t→+0

µ−1
1 etBψ − µ2 lim

t→T−0
µ−1

1 etBψ = ψ − µ2

µ1
eTBψ =

=

∞∑
n=0

µ−nenTBϕ−
∞∑
n=0

µ−(n+1)e(T+nT )Bϕ =
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= (ϕ+ µ−1eTBϕ+ µ−2e2TBϕ+ . . . )− (µ−1eTBϕ+ µ−2e2TBϕ+ . . . ) = ϕ.

Цим доведено, що функцiя u(t, x) = µ−1
1 etBψ(x) задовольняє умову

(10) у вказаному розумiннi.
Отже, справедливе таке твердження.

Теорема 2. Якщо µ = µ1/µ2 > eα, де α =
β1

ν1
T , то двоточкова за-

дача (9), (10) розв’язна в просторi Smn
mk

; розв’язок цiєї задачi дається
формулою

u(t, x) = µ−1
2

∞∑
n=0

µ−(n+1)e(t+nT )Bϕ(x) = µ−1
2 etB

( ∞∑
n=0

µ−(n+1)enTBϕ(x)
)
.

Зауваження 2. Твердження, аналогiчне теоремi 2 є правильним
i у випадку двоточкової за часом задачi для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= P (B)u, (t, x) ∈ Ω, (11)

де P (λ) – полiном, розглянутий в п.п. 3. Двоточкова задача з гра-
ничною умовою вигляду (10) для рiвняння (11) розв’язна в просторi
Smn
mk

. Розв’язок такої задачi дається формулою

u(t, x) = µ−1
1 etP (B)ψ(x), ψ(x) =

∞∑
n=0

µ−nenTP (B)ϕ(x), {ϕ,ψ} ⊂ Smn
mk

.

Наведенi тут результати анонсованi в працi [4].
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