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We investigate a formally mixed elliptic boundary–value problem given in
a bounded multiply connected Euclidean C∞-domain. We prove that the
operator of the problem is bounded and Fredholm in corresponding couples
of Hörmander inner product spaces. They are parametrized with the help
of an arbitrary radial function RO-varying at +∞ and form the extended
Sobolev scale. We establish a priori estimates for solutions to the problem
and investigate their local regularity on this scale.

Дослiджено формально змiшану елiптичну крайову задачу, задану в
обмеженiй многозв’язнiй евклiдовiй областi класу C∞. Доведено, що
оператор цiєї задачi, є обмеженим i нетеровим у вiдповiдних парах
гiльбертових просторiв Хермандера. Вони параметризованi за допомо-
гою довiльної радiальної функцiї, RO-змiнної на +∞, та утворюють
розширену соболєвську шкалу. Встановлено апрiорнi оцiнки розв’язкiв
задачi та дослiджено їх локальну регулярнiсть в цiй шкалi.

1 Вступ
В теорiї елiптичних диференцiальних рiвнянь важливу роль вiдiгра-
ють простори Соболєва. Так, елiптичнi крайовi задачi мають фунда-
ментальнi властивостi у соболєвських шкалах: нетеровiсть, тобто скiн-
ченнiсть iндексу, апрiорнi оцiнки розв’язкiв, локальне пiдвищення ре-
гулярностi розв’язкiв та iнше (див., наприклад, монографiї [1–5], до-
вiдник [6] i огляд [7]). З точки зору застосувань цих властивостей,
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зокрема в спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв, найбiльш
корисна гiльбертова шкала просторiв Соболєва. Втiм, вона не є досить
тонко градуйованою для низки задач [2, 8, 9, 10].

Недавно В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [9] була побудована тео-
рiя елiптичних операторiв i елiптичних крайових задач для уточненої
соболєвської шкали. Вона утворена гiльбертовими просторами Хер-
мандера Hs,ϕ := B2,µ [2, 8], для яких показником гладкостi служить
функцiя µ(ξ) := 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) аргументу ξ ∈ Rn. Тут 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2,
s ∈ R, а ϕ є довiльна додатна функцiя, повiльно змiнна на +∞ за
Й. Караматою [11, 12]. Простiр Hs,ϕ на Rn складається з усiх повiльно
зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що µŵ ∈ L2(Rn), й озна-
чається на евклiдових областях i гладких компактних многовидах у
стандартний спосiб (ŵ — перетворення Фур’є розподiлу w).

Ця шкала {Hs,ϕ} мiстить простори Соболєва: Hs,1 = Hs, прив’яза-
на до соболєвської шкали за допомогою числового параметра s i тонша,
нiж остання. Для застосувань важливо, що кожний простiр Hs,ϕ мо-
жна отримати в результатi iнтерполяцiї з пiдходящим функцiональним
параметром пари соболєвських просторiв Hs0 i Hs1 , де s0 < s < s1.
Оскiльки при iнтерполяцiї просторiв успадковується обмеженiсть лi-
нiйних операторiв та їх нетеровiсть, то уточнена соболєвська шкала
виявилася зручним iнструментом в дослiдженнi властивостей операто-
рiв, породжених елiптичними крайовими задачами (див. статтi [13–17],
огляд [18] i монографiю [9]).

У цьому зв’язку природно постає питання, про опис i можливi за-
стосування класу всiх гiльбертових просторiв, що є iнтерполяцiйними
вiдносно пар гiльбертових просторiв Соболєва. З теореми В. I. Овчин-
никова [19, с. 511] випливає (див. [20, 21, 22]), що цей клас склада-
ється (з точнiстю до еквiвалентностi норм) з просторiв Хермандера
Hϕ := B2,µ, де µ(ξ) := ϕ(〈ξ〉), а ϕ є додатна функцiя, RO-змiнна на
+∞ за В. Авакумовичем [11, 12]. Зазначений клас просторiв названий
розширеною соболєвською шкалою (за допомогою iнтерполяцiї). Вiн
мiстить уточнену соболєвську шкалу i дозволяє значно тонше охара-
ктеризувати регулярнiсть функцiй/розподiлiв, нiж остання. Так, для
RO-змiнних функцiй припустима вiдсутнiсть числового порядку s змi-
нення на +∞.

В роботах [20, 23–28] знайденi застосування розширеної соболєв-
ської шкали до елiптичних диференцiальних операторiв, заданих в Rn
та на замкнених гладких многовидах. Вiдмiтимо, що в останнiй час
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простори Хермандера та їх рiзнi аналоги, якi називають просторами
узагальненої гладкостi, викликають чималий iнтерес [10, 29, 30, 31].

Ця стаття присвячена застосуванням розширеної соболєвської шка-
ли до загальних елiптичних крайових задач, заданих в обмеженiй мно-
гозв’язнiй евклiдовiй областi класу C∞. На вiдмiну вiд вiдомих робiт
[1–5], припускається, що порядки крайових операторiв можуть бути
рiзними на рiзних зв’язних компонентах межi. Найпростiшим i важли-
вим прикладом такої задачi є рiвняння Лапласа в кiльцi з крайовими
умовами Дiрiхле i Неймана на його внутрiшнiй i зовнiшнiй межах. Такi
задачi належать до класу змiшаних крайових задач [32–36], дослiдже-
ння яких значно ускладнюється порiвняно з незмiшаними задачами.
В роботi розглядаються змiшанi задачi у ситуацiї, коли дiлянки межi,
на яких порядок крайового оператору рiзний, не прилягають один до
одного. Такi задачi називаємо формально змiшаними. Їх можна звести
локально до модельної елiптичної крайової задачi у пiвпросторi [37].
Застосування уточненої соболєвської до цих задач розглянуто в [38].

Мета статтi — дослiдити розв’язнiсть формально змiшаної елiпти-
чної крайової задачi та локальну регулярнiсть її розв’язкiв в розши-
ренiй соболєвськiй шкалi. При цьому не припускається, що крайовi
умови є регулярними на зв’язних компонентах межi областi.

Робота складається з семи пунктiв. Пункт 1 є вступ. У п. 2 дано
означення формально змiшаної елiптичної крайової задачi. Наступний
п. 3 присвячений потрiбним у роботi просторам Хермандера, якi утво-
рюють розширену соболєвську шкалу на Rn, евклiдовiй областi i за-
мкненому нескiнченно гладкому многовидi. Основнi результати стат-
тi сформульовано у п. 4. Це — теореми про нетеровiсть операторiв,
вiдповiдних задачi в розширенiй соболєвськiй шкалi, про породженi
ними iзоморфiзми, апрiорну оцiнку розв’язкiв, їх локальну регуляр-
нiсть та достатня умова неперервностi частинних похiдних розв’язкiв.
Пункт 5 мiстить потрiбнi для доведень властивостi розширеної собо-
лєвської шкали, зокрема, iнтерполяцiйнi. Основнi результати статтi
доведенi в п. 6. Висновки зробленi в останньому п. 7.

2 Постановка задачi

Нехай Ω є обмежена многозв’язна область в евклiдовому просторi Rn,
де n ≥ 2. Її межа Γ складається з r ≥ 2 зв’язних компонент Γ1, . . . ,Γr.
Припускаємо, що вони є нескiнченно гладкими замкненими многови-
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дами вимiрностi n− 1.
Розглянемо в областi Ω формально змiшану крайову задачу

Au(x) ≡
∑
|µ|≤2q

aµ(x)Dµu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

Bk,ju(x) ≡
∑

|µ|≤mk,j

bk,jµ (x)Dµu(x) = gk,j(x), x ∈ Γk,

при k = 1, . . . , r i j = 1, . . . , q.

(2)

Тут A є лiнiйний диференцiальний вираз довiльного парного порядку
2q ≥ 2, заданий в Ω := Ω∪Γ, а всi Bk,j є граничнi лiнiйнi диференцiаль-
нi вирази довiльного порядку mk,j ≤ 2q−1, заданi на Γk. (У формулах
(1), (2) використовуються стандартнi позначення: µ := (µ1, . . . , µn) —
мультиiндекс, |µ| := µ1 + . . . + µn, Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , Dl := i∂/∂xl.)

Усi коефiцiєнти aµ(x) i bk,jµ (x) диференцiальних виразiв припускаю-
ться нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями на Ω i Γk
вiдповiдно. Покладемо

B := (B1,1, . . . , B1,q, . . . , Br,1, . . . , Br,q).

В роботi припускаємо, що формально змiшана крайова задача (1),
(2) є елiптичною в областi Ω, тобто виконуються наступнi умови:

(i) диференцiальний вираз A є правильно елiптичний на Ω [6, с. 165];

(ii) для кожного k ∈ {1, . . . , r} система граничних диференцiальних
виразiв {Bk,j : j = 1, . . . , q} накриває вираз A на Γk [6, с. 167].

Будемо дослiджувати лiнiйне вiдображення u 7→ (Au,Bu) в розши-
ренiй соболєвськiй шкалi.

3 Розширена соболєвська шкала
Ця шкала складається з просторiв Хермандера Hϕ, для яких показни-
ком гладкостi служить довiльний функцiональний параметр ϕ ∈ RO.
Наведемо означення класу RO i простору Hϕ.

Множина RO складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй
ϕ : [1,∞)→ (0,∞), для яких iснують числа a > 1 и c ≥ 1 такi, що

c−1 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c для довiльних t ≥ 1, λ ∈ [1, a] (3)
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(сталi a i c можуть залежати вiд ϕ). Такi функцiї називають RO (або
OR)-змiнними на нескiнченностi. Клас RO введений В. Г. Авакумови-
чем в 1936 р. i достатньо вивчений (див. [11, додаток 1] та [12, пп. 2.0 –
2.2]).

Вiдмiтимо [11, с. 87], що

ϕ ∈ RO ⇔ ϕ(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,

де дiйснi функцiї β i γ вимiрнi за Борелем i обмеженi на пiвосi [1,∞).
Нам знадобиться наступна властивiсть [11, с. 88] класу RO. Для

кожної функцiї ϕ ∈ RO iснують числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c1 ≥ 1 такi,
що

c−1
1 λs0 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c1λs1 для всiх t ≥ 1, λ ≥ 1. (4)

Покладемо

σ0(ϕ) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва нерiвнiсть в (4)},
σ1(ϕ) := inf {s1 ∈ R : виконується права нерiвнiсть в (4)};

тут −∞ < σ0(ϕ) ≤ σ1(ϕ) <∞. Числа σ0(ϕ) i σ1(ϕ) є вiдповiдно нижнiм
i верхнiм iндексами Матушевської функцiї ϕ ∈ RO [12, п. 2.1.2].

Нехай ϕ ∈ RO. За означенням, комплексний лiнiйний простiр
Hϕ(Rn), де n ∈ N, складається з усiх розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких,
що їх перетворення Фур’є ŵ локально iнтегровне за Лебегом в Rn i
задовольняє умовi ∫

Rn

ϕ2(〈ξ〉) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞.

Тут S ′(Rn) є лiнiйний топологiчний простiр Л. Шварца повiльно зро-
стаючих розподiлiв, заданих в Rn, та (нагадаємо) 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2 є
згладжений модуль вектора ξ ∈ Rn. Нам зручно трактувати розподi-
ли як антилiнiйнi функцiонали на просторi S(Rn) основних функцiй.
При цьому всi розподiли i функцiї припускаються комплекснозначни-
ми.

У просторi Hϕ(Rn) означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hϕ(Rn) :=

∫
Rn

ϕ2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ,
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де w1, w2 ∈ Hϕ(Rn). Вiн задає на Hϕ(Rn) структуру гiльбертового
простору i норму

‖w‖Hϕ(Rn) := (w,w)
1/2
Hϕ(Rn).

Цей простiр сепарабельний; множина C∞0 (Rn) щiльна в ньому.
Простiр Hϕ(Rn) є гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k,

введених i дослiджених Л. Хермандером в [2, п. 2.2] (див також йо-
го монографiю [8, п. 10.1]). А саме, Hϕ(Rn) = Bp,k, якщо p = 2 i
k(ξ) = ϕ(〈ξ〉) при ξ ∈ Rn. Зауважимо, що у гiльбертовому випадку
p = 2 простори Хермандера збiгаються з просторами, введеними i до-
слiдженими Л. Р. Волевичем i Б. П. Панеяхом [39, § 2].

Якщо функцiя ϕ степенева: ϕ(t) ≡ ts, то Hϕ(Rn) =: H(s)(Rn) є
(гiльбертiв) простiр Соболєва порядку s ∈ R.

Узагалi,

s0 < σ0(ϕ) ≤ σ1(ϕ) < s1 ⇒ H(s1)(Rn) ↪→ Hϕ(Rn) ↪→ H(s0)(Rn), (5)

причому обидва вкладення неперервнi й щiльнi.
Згiдно з [22], клас функцiональних просторiв{

Hϕ(Rn) : ϕ ∈ RO
}

(6)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Rn.
Нам потрiбнi її аналоги для евклiдової областi Ω i замкнених мно-

говидiв Γk, де k = 1, . . . , r. Цi аналоги будуються стандартним чином
на основi класу (6) (див. [21, с. 4] i [23, с. 30]). Наведемо вiдповiднi
означення. Тепер n ≥ 2.

Лiнiйний простiр Hϕ(Ω) складається зi звужень в область Ω всiх
розподiлiв w ∈ Hϕ(Rn). Норма в Hϕ(Ω) означається за формулою

‖u‖Hϕ(Ω) := inf
{
‖w‖Hϕ(Rn) : w ∈ Hϕ(Rn), w = u в Ω

}
,

де u ∈ Hϕ(Ω). Вiдносно цiєї норми простiр Hϕ(Ω) гiльбертiв i сепара-
бельний, оскiльки вiн є факторпростiр простору Hϕ(Rn) за пiдпросто-
ром {

w ∈ Hϕ(Rn) : suppw ⊆ Rn \ Ω
}
.

Множина C∞(Ω) щiльна в Hϕ(Ω).
Лiнiйний простiр Hϕ(Γk) складається з усiх розподiлiв на Γk, якi в

локальних координатах належать до Hϕ(Rn−1). А саме, нехай довiль-
ним чином вибрано скiнченний атлас iз C∞-структури на многовидi
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Γk, утворений локальними картами αj : Rn−1 ↔ Uj , де j = 1, . . . ,κ.
Нехай також функцiї χj ∈ C∞(Γk), де j = 1, . . . ,κ, утворюють розби-
ття одиницi на Γk, яке задовольняє умову suppχj ⊂ Uj . Тодi

Hϕ(Γk) :=
{
h ∈ D′(Γk) : (χjh) ◦ αj ∈ Hϕ(Rn−1) для усiх j = 1, . . . ,κ

}
.

Тут D′(Γk) є лiнiйний топологiчний простiр усiх розподiлiв на много-
видi Γk, а (χjh)◦αj є представлення розподiлу h в локальнiй картi αj .
У просторi Hϕ(Γk) означений скалярний добуток за формулою

(h1, h2)Hϕ(Γk) :=

κ∑
j=1

((χjh1) ◦ αj , (χj h2) ◦ αj)Hϕ(Rn−1),

де h1, h2 ∈ Hϕ(Γk). Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний та з то-
чнiстю до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору
атласу i розбиття одиницi [23, с. 32]. Множина C∞(Γ) щiльна вHϕ(Γk).

Означенi вище функцiональнi простори утворюють розширенi со-
болєвськi шкали

{Hϕ(Ω) : ϕ ∈ RO} i {Hϕ(Γk) : ϕ ∈ RO} (7)

на Ω i Γk вiдповiдно. Вони мiстять шкали гiльбертових просторiв Со-
болєва: якщо ϕ(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, то Hϕ(Ω) =: H(s)(Ω) i
Hϕ(Γk) =: H(s)(Γk) є простори Соболєва порядку s.

Потрiбнi властивостi шкал (7) будуть розглянутi у п. 5 .

4 Основнi результати
Сформулюємо основнi результати статтi про властивостi елiптичної
крайової задачi (1), (2). Нехай

RO+ := {ϕ ∈ RO : σ0(ϕ) > 0}.

Покладемо %(t) := t для довiльного t ≥ 1. Якщо ϕ ∈ RO та s ∈ R,
то функцiя %sϕ ∈ RO, причому її iндекси Матушевської σj(%sϕ) =
s+ σj(ϕ), де j = 0, 1.

Позначимо через (·, ·)Ω i (·, ·)Γk скалярнi добутки в гiльбертових
просторах L2(Ω) i L2(Γk) функцiй квадратично iнтегровних на Ω i Γk
вiдповiдно.
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Теорема 1 Для довiльного функцiонального параметра ϕ ∈ RO+ вiд-
ображення u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω), продовжується єдиним чи-
ном (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

(A,B) : Hϕρ2q (Ω)→ Hϕ := Hϕ(Ω)⊕
r⊕

k=1

q⊕
j=1

Hϕρ2q−mk,j−1/2

(Γk). (8)

Цей оператор нетерiв. Його ядро N лежить в C∞(Ω) i не залежить
вiд ϕ. Область значень оператора (8) складається з усiх вектор-
функцiй

F := (f, g1,1, . . . , g1,q, . . . , gr,1, . . . , gr,q) ∈ Hϕ (9)

таких, що

(F,W )Ω,Γ := (f, w0)Ω +

r∑
k=1

q∑
j=1

(gk,j , wk,j)Γk = 0 (10)

для кожної вектор-функцiї

W := (w0, w1,1, . . . , w1,q, . . . , wr,1, . . . , wr,q) ∈ G.

Тут G є деякий скiнченновимiрний i не залежний вiд ϕ пiдпростiр в

C∞(Ω)×
r∏

k=1

(C∞(Γk))q.

Iндекс оператора (8) дорiвнює dimN − dimG й не залежить вiд ϕ.

Нагадаємо, що лiнiйний обмежений оператор T : X → Y , де X,Y є
банаховi простори, називають нетеровим, якщо його ядро kerT i коя-
дро Y/T (X) скiнченновимiрнi. Нетерiв оператор має замкнену область
значень T (X) i скiнченний iндекс indT := dim kerT − dim(Y/T (X)).

Зобразимо простори, в яких дiє оператор (8) у виглядi прямих сум
(замкнених) пiдпросторiв

Hϕρ2q (Ω) = N u
{
u ∈ Hϕρ2q (Ω) : (u, v)Ω = 0 для всiх v ∈ N

}
, (11)

Hϕ = Gu (A,B)(Hϕ). (12)
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Такi зображення iснують, оскiльки вони є звуженнями на Hϕρ2q (Ω) i
Hϕ розкладiв в ортогональнi суми просторiв

L2(Ω) i L2(Ω)×
r⊕

k=1

(L2(Γk))q.

Позначимо через P i Q вiдповiдно проектори просторiв Hϕρ2q (Ω) i Hϕ
на другий доданок в сумах (11) i (12) паралельно першому доданку.
Вiдображення P i Q не залежать вiд ϕ.

Теорема 2 Для довiльного ϕ ∈ RO+ звуження вiдображення (8) на
пiдпростiр P (Hϕρ2q (Ω)) є iзоморфiзмом

(A,B) : P
(
Hϕρ2q (Ω)

)
↔ Q(Hϕ). (13)

Для розв’язку крайової задачi (1), (2) виконується наступна апрi-
орна оцiнка.

Теорема 3 Нехай ϕ ∈ RO+; тодi iснує число c = c(ϕ) > 0 таке, що

‖u‖Hϕρ2q (Ω) ≤ c
(
‖(A,B)u‖Hϕ + ‖u‖L2(Ω)

)
(14)

для довiльної функцiї u ∈ Hϕρ2q (Ω). Тут c не залежить вiд u.

Для розширеної соболєвської шкали вiрна теорема по пiдвищення
локальної регулярностi розв’язку крайової задачi (1), (2).

Нехай V є довiльна вiдкрита множина в Rn така, що Ω0 := Ω∩V 6=
∅. Покладемо Γk,0 := Γk ∩ V для кожного k ∈ {1, . . . , r} та Γ0 := Γ∩ V
(можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Покладемо

Hα
loc(Ω0,Γ0) :=

{
u ∈ L2(Ω) : χu ∈ Hα(Ω)

для всiх χ ∈ C∞(Ω) таких, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
.

Тут α ∈ RO+. Аналогiчно

Hα
loc(Γk,0) :=

{
u ∈ L2(Γk) : χu ∈ Hα(Γk)

для всiх χ ∈ C∞(Γk) таких, що suppχ ⊂ Γk,0
}
.
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Теорема 4 Нехай функцiя u ∈ H(2q)(Ω) є розв’язком крайової задачi
(1), (2), правi частини якої задовольняють для деякого параметра
ϕ ∈ RO+ умовам

f ∈ Hϕ
loc(Ω0,Γ0) i gk,j ∈ Hϕρ2q−mk,j−1/2

loc (Γk,0)

для всiх k ∈ {1, . . . , r} та j ∈ {1, . . . , q}. Тодi u ∈ Hϕρ2q

loc (Ω0,Γ0).

Вiдмiтимо важливi окремi випадки цiєї теореми.
Якщо Ω0 = Ω i Γ0 = Γ, то Hα

loc(Ω0,Γ0) = Hα(Ω) i Hα
loc(Γk,0) =

Hα(Γk) для всiх k ∈ {1, . . . , r} та α ∈ RO+. У цьому випадку теорема 4
стверджує, що регулярнiсть розв’язку u пiдвищується глобально, тобто
в усiй областi Ω впритул до її межi Γ.

Якщо Ω0 = Ω i Γ0 = ∅, то за теоремою 4 регулярнiсть розв’язку u
пiдвищується в околах усiх внутрiшнiх точок областi Ω.

Як застосування розширеної соболєвської шкали наведемо доста-
тню умову неперервностi узагальнених частинних похiдних розв’язку
u в точках множини Ω.

Теорема 5 Нехай виконується умова теореми 4. Окрiм того, при-
пустимо, що

∞∫
1

t2l+n−1−2qϕ−2(t)dt <∞ (15)

для деякого цiлого l ≥ 0. Тодi u ∈ Cl(Ω0 ∪ Γ0).

Зауваження 1. Умова (15) не лише достатня в теоремi 5, але й необ-
хiдна на класi всiх розв’язкiв u, що задовольняють умову теореми 4.

5 Допомiжнi результати
Наведемо тут декiлька важливих для нас результатiв, що будуть ви-
користанi в доведеннях теорем. Першi два з них стосуються вкладень
просторiв Хермандера.

Твердження 1 Нехай α, α1 ∈ RO. Вiдношення функцiй α/α1 обме-
жене в околi ∞ тодi i тiльки тодi, коли Hα1(Ω) ↪→ Hα(Ω). Це вкла-
дення щiльне i неперервне. Воно компактне тодi i тiльки тодi, коли
α(t)/α1(t) → 0 при t → ∞. Це твердження зберiгає силу, якщо в
ньому замiнити Ω на Γk, де k ∈ {1, . . . , r}.
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Твердження 1 є прямим наслiдком теорем 2.2.2 i 2.2.3 з монографiї
Л. Хермандера [2, сс. 55, 56].

Окремим важливим випадком цього твердження є наступнi вкладе-
ння для просторiв Хермандера i Соболєва: якщо α ∈ RO та s0 < σ0(α)
i s1 > σ1(α), то

H(s1)(Ω) ↪→ Hα(Ω) ↪→ H(s0)(Ω), (16)

H(s1)(Γk) ↪→ Hα(Γk) ↪→ H(s0)(Γk). (17)

Цi вкладення неперервнi, щiльнi та компактнi.

Твердження 2 Нехай функцiя α ∈ RO i цiле число l ≥ 0. Тодi

∞∫
1

t2l+n−1α−2(t) dt <∞ ⇔ Hα(Ω) ↪→ Cl(Ω).

Останнє вкладення неперервне.

Це твердження є наслiдком теореми 2.2.7 з монографiї Л. Херман-
дера [2, с. 59] (пор. з [25, лема 2]).

Зв’язок мiж розширеною соболєвською шкалою i просторами Со-
болєва не вичерпується вкладеннями (5) та їх аналогами (16) i (17);
вiн значно глибший. А саме, кожний простiр Hα, де α ∈ RO, є ре-
зультат iнтерполяцiї з пiдходящим функцiональним параметром пари
соболєвських просторiв H(s0) i H(s1), якщо s0 < σ0(α) i σ1(α) < s1.
Ця фундаментальна властивiсть буде використана нами в доведеннi
теореми 1.

У цьому зв’язку нагадаємо означення iнтерполяцiї з функцiональ-
ним параметром у випадку загальних гiльбертових просторiв та деякi
її властивостi (див. монографiю [9, пп. 1.1, 2.4.2] або статтю, [40, п. 2],
де цi питаннi викладенi систематично). Нам достатньо обмежитися се-
парабельними гiльбертовими просторами.

Нехай задана впорядкована пара X := [X0, X1] сепарабельних ком-
плексних гiльбертових просторiв X0 i X1 така, що виконується непе-
рервне i щiльне вкладення X1 ↪→ X0. Пару X називаємо припустимою.
Для неї iснує iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X 0 такий, що J є са-
моспряжений додатно визначений оператор в просторi X0 з областю
визначення X1. Оператор J визначається за парою X однозначно; вiн
називається породжуючим для X.
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Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй
ψ : (0,∞)→ (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокрем-
ленi вiд нуля на кожнiй множинi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. У просторi X0 означений, як функцiя вiд J , оператор
ψ(J). Позначимо через [X0, X1]ψ або, коротше, Xψ область визначення
оператора ψ(J), надiлену скалярним добутком

(w1, w2)Xψ := (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдною нормою ‖w‖Xψ = (w,w)
1/2
Xψ

. Простiр Xψ є гiльбертiв i
сепарабельний, причому виконується неперервне i щiльне вкладення
Xψ ↪→ X0.

Функцiю ψ ∈ B називаємо iнтерполяцiйним параметром, якщо для
довiльних припустимих пар X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] гiльбертових
просторiв та для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на
X0, виконується наступне. Якщо при кожному j ∈ {0, 1} звуження
вiдображення T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj ,
то i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором
T : Xψ → Yψ. Тодi будемо казати, що простiр Xψ отриманий iнтерпо-
ляцiєю з функцiональним параметром ψ пари X.

Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi,
коли вона псевдоугнута в околi нескiнченностi, тобто ψ(t) � ψ1(t) при
t� 1 для деякої додатної угнутої функцiї ψ1(t). (Тут ψ � ψ1 значить
обмеженiсть обох вiдношень ψ/ψ1 i ψ1/ψ на вказанiй множинi). Цей
важливий факт випливає з теореми Ж. Петре [41] про опис усiх iнтер-
поляцiйних функцiй додатного степеня (див. також монографiю [42,
п. 5.4]).

Згадана вище iнтерполяцiйна властивiсть розширеної соболєвської
формулюється так.

Твердження 3 Нехай заданi функцiя α ∈ RO i дiйснi числа s0, s1

такi, що s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α). Покладемо

ψ(t) =

{
t−s0/(s1−s0) α

(
t1/(s1−s0)

)
при t ≥ 1,

α(1) при 0 < t < 1.
(18)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром i виконуються
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наступнi рiвностi просторiв з еквiвалентнiстю норм в них:[
H(s0)(Ω), H(s1)(Ω)

]
ψ

= Hα(Ω), (19)[
H(s0)(Γk), H(s1)(Γk)

]
ψ

= Hα(Γk) (20)

для кожного k ∈ {1, . . . , r}.

Формула (19) доведена в [21, теорема 5.1], а (20) — в [9, теорема
2.21]. Зауважимо, що за умови твердження 3[

H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)
]
ψ

= Hα(Rn)

з рiвнiстю норм [9, теорема 2.19].
Вiдмiтимо також ще двi фундаментальнi властивостi розширеної

соболєвської шкали {Hα : α ∈ RO}. Вона замкнена вiдносно iнтерпо-
ляцiї з функцiональним параметром i збiгається (з точнiстю до еквi-
валентностi норм) з класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерполя-
цiйних для пар соболєвських просторiв [H(s0), H(s1)], де s0, s1 ∈ R i
s0 < s1 (див. [9, п. 2.4.2] та [21]). Останнiй факт випливає з теореми
В. I. Овчинникова [19, с. 511] про опис усiх iнтерполяцiйних гiльбер-
тових просторiв для заданої пари гiльбертових просторiв. Нагадаємо,
що властивiсть (гiльбертового) простору H бути iнтерполяцiйним для
припустимої пари X = [X0, X1] означає наступне: а) виконуються не-
перервнi вкладення X1 ↪→ H ↪→ X0, б) будь-який лiнiйний оператор,
обмежений на кожному з просторiв X0 и X1, є обмеженим i на X.

Наприкiнцi цього пункту наведемо двi загальнi властивостi iнтер-
поляцiї, якi будуть використанi в доведеннях. Перша з них показує,
що при iнтерполяцiї просторiв успадковується не лише обмеженiсть,
але й нетеровiсть лiнiйних операторiв при деяких додаткових умовах
[9, п. 1.1.7].

Твердження 4 Нехай X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] є припустимi па-
ри гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 задане лiнiйне
вiдображення T таке, що його звуження на простори Xj, де j = 0, 1,
є обмеженими i нетеровими операторами T : Xj → Yj, якi мають
спiльне ядро i однаковий iндекс. Тодi для довiльного iнтерполяцiйного
параметра ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ → Yψ нетерiв з тим
же ядром i iндексом, а його область значень рiвна Yψ ∩ T (X0).

Друга властивiсть зводить iнтерполяцiю ортогональних сум гiль-
бертових просторiв до iнтерполяцiї доданкiв [9, п. 1.1.5].
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Твердження 5 Нехай задане скiнченне число припустимих пар
[X

(k)
0 , X

(k)
1 ] гiльбертових просторiв, де k = 1, . . . , p. Тодi для довiль-

ного ψ ∈ B вiрно[ p⊕
k=1

X
(k)
0 ,

p⊕
k=1

X
(k)
1

]
ψ

=

p⊕
k=1

[
X

(k)
0 , X

(k)
1

]
ψ

з рiвнiстю норм.

6 Доведення

Доведення теореми 1. У випадку просторiв Соболєва, тобто коли
ϕ(t) ≡ ts i s > 0, ця теорема є прямим наслiдком теореми 1 з роботи
[37, с. 38] (див. також [9, c. 238]).

Нехай ϕ ∈ RO+ довiльне. Виведемо теорему 1 iз соболєвського ви-
падку за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. Ви-
беремо дiйснi числа l0 i l1 такi, що 0 < l0 < σ0(ϕ) i σ1(ϕ) < l1. Вiдобра-
ження u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω), продовжується за неперервнiстю
до обмежених нетерових операторiв

(A,B) : H(li+2q)(Ω)→ H(li) при i = 0, 1, (21)

що дiють у парах просторiв Соболєва. Тут позначено

H(li) := H(li)(Ω)⊕
r⊕

k=1

q⊕
j=1

H(li+2q−mk,j−1/2)(Γk).

Оператори (21) мають спiльне ядро N та однаковий iндекс, рiвний
dimN − dimG. Окрiм того,

(A,B)
(
H(li+2q)(Ω)

)
=

=
{
F ∈ H(li) : (F,W )Ω,Γ = 0 для всiх W ∈ G

}
.

(22)

Тут N i G є скiнченновимiрнi простори з формулювання теореми 1,
яка вiрна у соболєвському випадку.

Означимо функцiю ψ за формулою (18), в якiй покладаємо α := ϕ
та s0 := l0 i s1 := l1. Згiдно з твердженням 3 функцiя ψ є iнтерпо-
ляцiйним параметром. Тому в силу твердженням 4 з обмеженостi i
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нетеровостi обох операторiв (21) випливає обмеженiсть i нетеровiсть
оператора

(A,B) :
[
H(l0+2q)(Ω), H(l1+2q)(Ω)

]
ψ
→
[
H(l0),H(l1)

]
ψ
. (23)

Вiн є звуженням оператора (21) з i = 0. Покажемо, що (23) є оператор
(8) з формулювання теореми 1.

На пiдставi твердження 3 маємо наступнi рiвностi просторiв з то-
чнiстю до еквiвалентностi норм в них:[

H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)
]
ψ

= Hϕ(Ω), (24)[
H(l0+2q)(Ω), H(l1+2q)(Ω)

]
ψ

= Hϕ%2q (Ω); (25)[
H(l0+2q−mk,j−1/2)(Γk), H(l1+2q−mk,j−1/2)(Γk)

]
ψ

=

= Hϕρ2q−mk,j−1/2

(Γk) при k = 1, . . . , r i j = 1, . . . , q.
(26)

Щодо останнiх двох формул зауважимо таке. Рiвнiсть (25) отримуємо,
поклавши α := ϕ%2q, s0 := l0+2q i s1 := l1+2q в твердженнi 3, а рiвнiсть
(26) дiстаємо, поклавши в тому ж твердженнi

α := ϕρ2q−mk,j−1/2,

s0 := l0 + 2q −mk,j − 1/2, s1 := l1 + 2q −mk,j − 1/2

При цьому в обох випадках функцiя ψ задовольняє (18).
З формул (24) i (26) випливає в силу твердження 5, що[

H(l0),H(l1)

]
ψ

=
[
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ
⊕

⊕
r⊕

k=1

q⊕
j=1

[
H(l0+2q−mk,j−1/2)(Γk), H(l1+2q−mk,j−1/2)(Γk)

]
ψ

= Hϕ.
(27)

Тепер на пiдставi (25) i (27) робимо висновок, що обмежений i нете-
рiв оператор (23) дiє в парi просторiв (A,B) : Hϕ%2q (Ω)→ Hϕ. В силу
твердження 4 ядро цього оператора та його iндекс збiгаються з спiль-
ним ядром N та однаковим iндексом dimN − dimG операторiв (21).
Окрiм того,

(A,B)
(
Hϕ%2q (Ω)

)
= Hϕ ∩ (A,B)

(
H(l0+2q)(Ω)

)
=

=
{
F ∈ Hϕ : (F,W )Ω,Γ = 0 для всiх W ∈ G

}
.
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Тут також скористалися рiвнiстю (22) та вкладенням Hϕ ↪→ H(l0), яке
випливає з формул (16) i (17). Залишається зауважити, що цей опера-
тор є продовженням за неперервнiстю вiдображення u 7→ (Au,Bu), де
u ∈ C∞(Ω), оскiльки множина C∞(Ω) щiльна у просторi Hϕ%2q (Ω).

Теорема 1 доведена.

Доведення теореми 2. За теоремою 1 звуження оператора (8) на
P (Hϕρ2q (Ω)) є неперервним i взаємно однозначним вiдображенням пiд-
простору P (Hϕρ2q (Ω)) на пiдпростiр Q(Hϕ). Тому в силу теореми Ба-
наха про обернений оператор це вiдображення є iзоморфiзмом (13).
Теорема 2 доведена.

Доведення теореми 3. Для довiльної функцiї u ∈ Hϕρ2q (Ω) в силу
теореми 2 маємо

‖u‖Hϕρ2q (Ω) ≤ ‖Pu‖Hϕρ2q (Ω) + ‖u− Pu‖Hϕρ2q (Ω) ≤

≤ c1‖(A,B)Pu‖Hϕ + c2‖u− Pu‖L2(Ω).

Тут c1 є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (13), а c2 є де-
яке додатне число, не залежне вiд u. Це число iснує, оскiльки функцiя
u − Pu належить скiнченновимiрному простору N , а в ньому еквiва-
лентнi всi норми, зокрема, норми в просторах Hϕρ2q (Ω) i L2(Ω). Звiдси
з урахуванням формул

(A,B)Pu = (A,B)u i ‖u− Pu‖L2(Ω) ≤ ‖u‖L2(Ω)

маємо потрiбну оцiнку (14). Теорема 3 доведена.

Доведення теореми 4. Спочатку встановимо цю теорему у випадку
глобальної регулярностi, тобто коли Ω0 = Ω i Γ0 = Γ. Тодi, за умовою,
u ∈ H(2q)(Ω) i F := Au ∈ Hϕ. Вiдмiтимо [37, с. 38], що теорема 1 є
вiрною у соболєвському випадку ϕ ≡ 1. Тому

F ∈ Hϕ ∩ (A,B)
(
H(2q)(Ω)

)
= (A,B)

(
Hϕ%2q (Ω)

)
.

Отже, поряд з умовою (A,B)u = F виконується рiвнiсть (A,B)v = F

для деякої функцiї v ∈ Hϕρ2q (Ω). Тодi (A,B)(u − v) = 0, що за тео-
ремою 1 (для ϕ ≡ 1) тягне за собою включення

w := u− v ∈ N ⊂ C∞(Ω) та u = v + w ∈ Hϕρ2q (Ω).
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У розглянутому випадку теорема 4 доведена.
Звiдси виведемо її у загальнiй ситуацiї. Позначимо

Υ :=
{
χ ∈ C∞(Ω) : suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
.

Попередньо доведемо, що в силу умови теореми 4 виконується для
кожного i ∈ N iмплiкацiя(

χu ∈ Hϕρ2q (Ω) +H(2q+i−1)(Ω) для всiх χ ∈ Υ
)
⇒

⇒
(
χu ∈ Hϕρ2q (Ω) +H(2q+i)(Ω) для всiх χ ∈ Υ

)
.

(28)

Тут i далi у доведеннi використовуємо алгебраїчнi суми просторiв.
Виберемо довiльне i ∈ N та припустимо, що посилка iмплiкацiї (28)

iстинна. Розглянемо довiльну функцiю χ ∈ Υ та функцiю η ∈ Υ таку,
що η = 1 в околi suppχ. За умовою, χF ∈ Hϕ, де F := (A,B)u.

Переставивши оператор множення на функцiю χ з диференцiаль-
ним оператором (A,B), можемо записати наступне:

χF = χ(A,B)(ηu) = (A,B)(χηu)− (A′, B′)(ηu),

(A,B)(χu) = χF + (A′, B′)(ηu). (29)

Тут (A′, B′) — деякий диференцiальний оператор вигляду (A,B), по-
рядки компонент якого меншi принаймнi на одиницю, нiж порядки вiд-
повiдних компонент оператора (A,B). За умовою iмплiкацiї (28) маємо
ηu = u1 + u2 для деяких функцiй

u1 ∈ Hϕρ2q (Ω) i u2 ∈ H(2q+i−1)(Ω).

Звiдси та в силу (29) можемо записати (A,B)(χu) = F1 + F2, де

F1 := χF + (A′, B′)u1 ∈ Hϕ, (30)
F2 := (A′, B′)u2 ∈ H(i). (31)

Пояснимо останнi два включення. Тут H(s) позначає простiр Hα
у соболєвському випадку α(t) ≡ ts i s ∈ R. Оскiльки компонента-
ми ord (A′, B′) ≤ ord (A,B) − 1, то вiдображення v 7→ (A′v,B′v), де
v ∈ C∞(Ω), продовжується за неперервнiстю до обмеженого операто-
ра

(A′, B′) : H(s+2q)(Ω)→ H(s+1) для кожного s ≥ 0.
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Звiдси, де беремо s := i−1, та з включення u2 ∈ H(2q+i−1)(Ω) випливає
(31).

Далi, з обмеженостi операторiв

(A′, B′) : H(li+2q)(Ω)→ H(li+1) ↪→ H(li) при i = 0, 1,

випливає в силу iнтерполяцiйних формул (25) i (27) обмеженiсть опе-
ратора

(A′, B′) : Hϕρ2q (Ω) =
[
H(l0+2q)(Ω), H(l1+2q)(Ω)

]
ψ
→

→
[
H(l0),H(l1)

]
ψ

= Hϕ.
(32)

Тут числа l0 i l1 та iнтерполяцiйний параметр ψ такi, як у доведеннi
теореми 1. Тепер формула (30) є наслiдком (32) та включень χF ∈ Hϕ
i u1 ∈ Hϕρ2q (Ω).

Скористаємося проектором Q i теоремою 2 (у соболєвському ви-
падку також). З рiвностi (A,B)(χu) = F1 + F2 та включень (30) i (31)
випливає, що

(A,B)(χu) = Q(A,B)(χu) = QF1 +QF2 = (A,B)v1 + (A,B)v2.

Тут функцiї

v1 ∈ P
(
Hϕρ2q (Ω)

)
i v2 ∈ P

(
H(i+2q)(Ω)

)
(33)

є розв’язки (єдинi) задач

(A,B)v1 = QF1 ∈ Q(Hϕ) i (A,B)v2 = QF2 ∈ Q(H(i)).

Тепер з рiвностi
(A,B)(χu) = (A,B)(v1 + v2)

випливає, що

χu = v1 + (v2 + w) для деякого w ∈ N ⊂ C∞(Ω).

Ця формула з урахуванням включень (33) та довiльностi функцiї
χ ∈ Υ значить iстиннiсть висновку iмплiкацiї (28).

Таким чином, ми довели, що ця iмплiкацiя iстинна для кожного
i ∈ N. За умовою u ∈ H(2q)(Ω); тому посилка iмплiкацiї (28) є iстинною
для i = 1. Виберемо число p ∈ N таке, що p > σ1(ϕ); тодi в силу (16)

H(2q+p)(Ω) ⊂ Hϕρ2q (Ω).
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Скориставшись iмплiкацiєю (28) послiдовно для значень i = 1, 2, . . . , p
робимо висновок, що

χu ∈ Hϕρ2q (Ω) +H(2q+p)(Ω) = Hϕρ2q (Ω) для всiх χ ∈ Υ.

Отже, u ∈ Hϕρ2q

loc (Ω0,Γ0).
Теорема 4 доведена.

Доведення теореми 5. Виберемо довiльну точку x ∈ Ω0 ∪ Γ0 та
функцiю χ ∈ C∞(Ω) таку, що suppχ ⊂ Ω0 ∪Γ0 i χ = 1 в деякому околi
точки x. В силу теореми 4, умови (15) i твердження 2, в якому беремо
α(t) ≡ ϕ(t)t2q, маємо включення

χu ∈ Hϕρ2q (Ω) ⊂ Cl(Ω).

Звiдси з урахуванням вибору x та χ випливає, що u ∈ Cl(Ω0 ∪ Γ0).
Теорема 5 доведена.

Наприкiнцi цього пункту обгрунтуємо сказане в зауваженнi 1. Не-
хай цiле l ≥ 0. Припустимо, що для кожного розв’язку u, який за-
довольняє умову теореми 4, виконується включення u ∈ Cl(Ω0 ∪ Γ0).
Покажемо, що тодi є вiрним (15). Будь-яка функцiя u ∈ Hϕ%2q (Ω) за-
довольняє умову теореми 4 i тому належить простору Cl(Ω0) згiдно iз
зробленим припущенням. Звiдси випливає включення

Hϕ%2q (Ω1) ⊂ Cl(Ω1),

де Ω1 є деяка (довiльно вибрана) куля в Rn, замикання якої лежить в
Ω0. В силу твердження 2 це включення тягне за собою (15).

7 Висновки

У статтi дослiджено загальну елiптичну крайову задачу в обмеженiй
евклiдовiй многозв’язнiй областi у просторах Хермандера, якi утворю-
ють розширену соболєвську шкалу. Зв’язнi компоненти межi цiєї обла-
стi є замкненими нескiнченно гладкими многовидами однiєї вимiрно-
стi. Порядки крайових диференцiальних виразiв можуть бути рiзними
на рiзних зв’язних компонентах; така крайова задачi є формально змi-
шаною.
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Доведено, що їй вiдповiдають нетеровi обмеженi оператори, що дi-
ють у парах просторiв Хермандера (теорема 1) та породжують iзо-
морфiзми мiж їх пiдпросторами (теорема 2). Встановленi новi апрi-
орнi оцiнки розв’язкiв цiєї крайової задачi (теорема 3). Дослiджена
глобальна та локальна регулярнiсть розв’язкiв стосовно розширеної
соболєвської шкали (теорема 4). Знайденi новi достатнi умови непе-
рервностi їх узагальнених частинних похiдних (теорема 5). Цi умови
сформульованi у термiнах належностi правих частин задачi до просто-
рiв Хермандера i є необхiдними на класах цих просторiв.

Авторка дякує О. О. Мурачу за керiвництво роботою.
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[42] Берг Й, Лёфстрём Й. Интерполяционные пространства. Введение. –
Москва: Мир, 1980. – 264 с.


