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of a spaces of infinite differentiable functions.

Побудовано операторне числення в класi псевдодиференцiальних опе-
раторiв з негладкими однорiдними символами, що дiють у певному злi-
ченно нормованому просторi нескiнченно диференцiйовних функцiй.

Вступ

Останнi десятилiття iнтенсивно розвивається теорiя псевдодиферен-
цiальних операторiв (ПДО), якi формально можна подати у виглядi
F−1
σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ], {x, σ} ⊂ Rn, t > 0, де a – Функцiя (символ), що

задовольняє певнi умови, F , F−1 – пряме та обернене перетворення
Фур’є. Iмпульсом для такого розвитку послужив той факт, що ПДО тi-
сно пов’язанi з важливими задачами аналiзу i сучасної математичної
фiзики. Серед нових роздiлiв цiєї теорiї особливої уваги заслуговує
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теорiя рiвнянь з ПДО, побудованими за негладкими однорiдними сим-
волами. Випадок однорiдних символiв має важливi застосування в те-
орiї випадкових процесiв. Наприклад, ПДО з символом |σ|γ , γ ∈ (0, 2),
який траткується як оператор Лапласа степеня γ/2, є твiрним опе-
ратором симетричного стiйкого процесу. Теорiя ПДО з негладкими
символами тiсно пов’язана також iз сучасною теорiєю фракталiв.

Дослiдженням ПДО та задачi Кошi для еволюцiйних рiвнянь з
ПДО займалося багато математикiв, використовуючи рiзнi методи i
пiдходи (M. Nagase, R. Shinkai, C. Tsutsumi, М.А. Шубiн, М. Тейлор,
Л. Хермандер, Ф. Трев, Ю.А. Дубiнський, Б.Й. Пташник та iн.). При
цьому одержанi важливi результати про розв’язнiсть задачi Кошi у
рiзних функцiональних просторах. У теорiї задачi Кошi для парабо-
лiчних псевдодиференцiальних рiвнянь (ППДР) з негладкими одно-
рiдними символами на теперiшнiй час добре вiдомi результати про
будову та оцiнки фундаментальних розв’язкiв задачi Кошi, за допо-
могою яких одержанi iнтегральнi зображення розв’язкiв. Дослiдженi
якiснi властивостi розв’язкiв ППДР та систем таких рiвнянь (зокре-
ма, поведiнка розв’язкiв при необмеженому зростаннi часової змiнної,
їх невiд’ємнiсть, стiйкiсть за Ляпуновим, теореми типу Лiувiлля). Цi
результати є науковим надбанням ряду вiтчизняних та зарубiжних ма-
тематикiв, зокрема, С.Д. Ейдельмана, Я.М. Дрiня (якi визначили клас
ППДО з негладкими однорiдними символами i розпочали дослiджен-
ня класичних розв’язкiв задачi Кошi для ППДР i їх систем), М.В.
Федорюка, А.Н. Кочубея (де ПДО трактуються як гiперсингулярнi
iнтеграли i встановлена класична розв’язнiсть задачi Кошi для ПДР)
[1, 2, 3, 4] та iн.

Для подальшого розвитку теорiї ПДО та ПДР з негладкими сим-
волами представляє науковий iнтерес дослiдження властивостей ПДО

”нескiнченного порядку” вигляду f(A) =

∞∑
k=0

ckA
k, де A = F−1[aF ].

Еволюцiйнi рiвняння з такими операторами є природними узагальне-
ннями вiдомих параболiчних псевдодиференцiальних рiвнянь. У пев-
ному розумiннi близьким до такого питання є питання про зображен-
ня лiнiйних неперервних вiдображень у виглядi диференцiальних або
iнтегральних операторiв, операторiв узагальненого диференцiювання
скiнченного та нескiнченного порядкiв, яке вивчається в теорiї аналi-
тичних у крузi функцiй.

У цiй роботi будується операторне числення A → f(A) в одно-
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му класi злiченно нормованих просторiв нескiнченно диференцiйовних
функцiй, який є природним середовищем для дослiдження задачi Кошi
та багатоточкових за часом задач для еволюцiйних псевдодиференцi-
альних рiвнянь.

1 Простори основних функцiй

Нехай γ – фiксоване число з множини (1,+∞)\{2, 3, 4, . . . }, γ0 := 1+[γ],
M(x) := 1 + |x|, x ∈ R, Φ = {ϕ ∈ C∞(R) : ∀k ∈ Z+∃ck > 0 ∀x ∈
R : |Dk

xϕ(x)| ≤ c(1 + |x|)−(γ0+k)}. У Φ вводиться структура злiченно
нормованого простору за допомогою норм [5]:

‖ϕ‖p := sup
x∈R

p∑
k=0

M(x)ω0+k|Dk
xϕ(x)|, ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+,

де ω0 = γ0 − ε, 0 < ε < 1 – фiксований параметр.
Позначимо через Φp поповнення Φ за p-ою нормою; Φp – банахiв

простiр, при цьому правильними є вкладення Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+;
кожне таке вкладення є неперервним, щiльним i компактним; Φ – пов-
ний досконалий злiченно нормований простiр з топологiєю проектив-
ної границi банахових просторiв Φp [5].

Функцiї з простору Φ абсолютно iнтегрованi на R, тому на них
визначена операцiя перетворення Фур’є F :

F [ϕ](ξ) =

∫
R

ϕ(x)eixξdx, ϕ ∈ Φ.

Символом Ψ позначимо Фур’є-образ простору Φ : Ψ = F [Φ]. Оче-
видно, що кожна функцiя F [ϕ], ϕ ∈ Φ, обмежена i неперервна на R.
Наведемо основнi властивостi функцiй з простору Ψ [5].

1. Якщо ϕ ∈ Φ, то F [ϕ] ∈ L1(R).
2. Якщо ϕ ∈ Φ, то F [ϕ] – нескiнченно диференцiйовна на

R \ {0} функцiя.
Зауважимо, що F [ϕ] у точцi ξ = 0 може бути недиференцi-

йовною функцiєю. Наприклад, функцiя ϕ(x) = (1+x2)−1, x ∈ R,
є елементом простору Φ з параметром γ ∈ (1, 2), але похiдна
функцiї F [ϕ](ξ) = πe−|ξ| у точцi ξ = 0 не iснує.
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3. У функцiї Dk
ξF [ϕ](ξ), ξ 6= 0, k ∈ Z+, iснують скiнченнi

одностороннi границi lim
ξ→±0

Dk
ξF [ϕ](ξ), ϕ ∈ Φ.

4. Кожна функцiя F [ϕ] ∈ Ψ, ϕ ∈ Φ, у точцi 0 задовольняє
умову Дiнi.

Зауваження 1. У всiх точках ξ ∈ R\{0} Функцiя F [ϕ] неперервно
диференцiйовна (навiть нескiнченно диференцiйовна), тому в таких
точках умова Дiнi для F [ϕ] також виконується. Крiм того, перетво-
рення Фур’є F [ϕ] функцiї ϕ ∈ Φ є iнтегровною на R функцiєю. Iз
загальної теорiї перетворення Фур’є випливає, що тодi функцiя ϕ зо-
бражається через її перетворення Фур’є F [ϕ] за допомогою операцiї
оберненого перетворення Фур’є F−1: ϕ = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]]. Для
перетворення Фур’є вiдома теорема єдиностi: якщо ϕ ∈ L1(R) i ϕ –
кусково-неперервна на R функцiя, то з умови F [ϕ] = 0 випливає, що
ϕ = 0. Отже, перетворення Фур’є вiдображає Φ на Ψ, причому це вiд-
ображення є взаємнооднозначим i неперервним.

5. Правильними є нерiвностi:

∀{k,m} ⊂ Z+, k ≥ m, ∃c̃k > 0 ∃cm > 0 :

sup
R\{0}

|ξkDm
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ c̃kcm, ϕ ∈ Φ,

де c̃k ≤ cAkkk (c, A > 0; сталi c, A залежать лише вiд функцiї
F [ϕ]).

З урахуванням останньої нерiвностi в просторi Ψ вводиться стру-
ктура злiченно нормованого простору

‖ψ‖p := sup
R\{0}

{ p∑
k=0

|ξ|k|Dk
ξψ(ξ)|

}
, ψ ∈ Ψ, p ∈ Z+.

Збiжнiсть у просторi Ψ характеризується так [5]: послiдовнiсть
{ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Ψ збiгається за топологiєю простору Ψ до ϕ ∈ Ψ то-
дi й лише тодi, коли вона: 1) обмежена в Ψ, тобто

∀p ∈ Z+ ∃c = c(p) > 0 ∀ν ≥ 1 : ‖ϕν‖p ≤ cp;

2) для довiльного m ∈ Z+ послiдовнiсть {Dm
ξ (ϕν−ϕ), ν ≥ 1} збiгає-

ться до нуля рiвномiрно на кожному компактi K ⊂ R, який не мiстить
точку 0.
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Мультиплiкатором у просторi Ψ є кожна функцiя a ∈ C∞(R) (або
a ∈ C∞(R \ {0}) ∩ C(R), причому lim

ξ→±0
Dk
ξa(ξ) < ∞, ∀k ∈ N), яка на

нескiнченностi разом з усiма своїми похiдними зростає не швидше за
полiном.

2 Псевдодиференцiальнi оператори нескiн-
ченного порядку

Нехай α ∈ (0, 1) – фiксоване число, f – нескiнченно диференцiйовна на
R функцiя, яка допускає аналiтичне продовження у всю комплексну
площину i задовольняє умову:

∃c > 0 ∃a > 0 ∃h ≥ 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |f(z)| ≤ c(1 + |x|)hea|y|
α

. (1)

Лема. Для похiдних функцiї f на дiйснiй осi, яка задовольняє умо-
ву (1), правильними є оцiнки:

|f (n)(x)| ≤ c̃0B̃nnn(1−1/α)(1 + |x|)h, n ∈ N, x ∈ R.

Доведення. Згiдно з формулою Кошi

f (n)(x) =
n!

2πi

∫
ΓR

f(z)

(z − x)n+1
dz, n ∈ N, x ∈ R,

де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi x ∈ R. Отже,

|f (n)(x)| ≤ n!

2π

∫
ΓR

|f(z)|
|z − x|n+1

dz ≤ n!

Rn
max
z∈ΓR

|f(z)| ≤

≤ c n!

Rn
(1 + |x±R|h exp{aRα}) ≤ cn!(1 + |x|+R)gn(R), R > 0,

де gn(R) = R−n exp{aRα}. Для кожного n ∈ N функцiя gn(R), R ∈
(0,∞), є диференцiйовною, причому

lim
R→+∞

gn(R) = +∞, lim
R→+0

gn(R) = +∞, n ∈ N,

gn(R) > 0, R ∈ (0,+∞), n ∈ N. Звiдси випливає, що ця функцiя до-
сягає свого мiнiмуму на (0,+∞), тобто iснує R0 = R0(n) > 0 таке, що
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gn(R) ≥ gn(R0). Використовуючи методи диференцiального числення
безпосередньо знаходимо, що

inf
R
gn(R) =

bn

nn/α
, b = (aαe)1/α, n ∈ N,

причому вказаний iнфiмум досягається в точцi R0(n) = (n/(aα))1/α.
Отже,

|f (n)(x)| ≤ cn!(1 + |x|+R0)hgn(R0) ≤

≤ cn!
(

1 + |x|+
( n
aα

)1/α)h bn

nn/α
≤ c
(

2β0

( n
aα

)1/α

+ |x|
) bnn!

nn/α
≤

≤ cβhenh/α b
nn!

nn/α
(1 + |x|)h = c0

bn1n!

nn/α
(1 + |x|)h, x ∈ R, (2)

β0 = max
{

1,
( 1

aα

)1/α}
, β = 2β0, c0 = cβh, b1 = beh/α.

Скориставшись формулою Стiрлiнга

n! =
√

2πnnne−neθ/(12n), 0 < θ < 1,

отримаємо, що

|f (n)(x)| ≤ c̃0b̃nn
n

(
1− 1

α

)
(1 + |x|)h, c̃0 = c

√
2πe, b̃ = 2b1e

−1. (3)

Лема доведена.
Нехай a: R → [0,+∞) – неперервна однорiдна порядку γ > 1 (γ 6=

2, 4, 6, . . . ) функцiя, яка: 1) нескiнченно диференцiйовна на R \ {0};
2) для похiдних функцiї a справджуються оцiнки

|a(k)(ξ)| ≤ ck|ξ|γ−k, k ∈ N, ξ ∈ R \ |[0},

причому послiдовнiсть {ck, k ≥ 1} задовольняє умову:

∃c̃ > 0 ∃Ã > 0 ∀k ∈ N : ck ≤ c̃Ãkk!;

3) iснують сталi c′0, c̃0 > 0, δ ≥ γ такi, що

c′0|ξ|γ ≤ a(ξ) ≤ c̃0(1 + |ξ|δ).

Iз умов 1) – 3) випливає, що функцiя a є мультиплiкатором у про-
сторi Ψ. Отже, оператор A, який задається правилом Aϕ = F−1[aF [ϕ]],
ϕ ∈ Φ, вiдображає простiр Φ в себе, є лiнiйним i неперервним.
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Говоритимемо, що в просторi Φ задано псевдодифеернцiальний опе-

ратор нескiнченного порядку f(A) :=

∞∑
n=0

cnA
n, якщо для довiльної

основної функцiї ϕ ∈ Φ ряд

(f(A)ϕ)(x) :=

∞∑
n=0

cn(Anϕ)(x)

(
f(x) =

∞∑
n=0

cnx
n, x ∈ R

)

зображає деяку основну функцiю з простору Φ.
Теорема. Якщо функцiя f задовольняє умову (1), то в просторi

Φ визначений i є неперервним псевдодиференiальний оператор нескiн-
ченного порядку f(A) ≡ Af .

Доведення. Нехай ϕ ∈ Φ,

ψ(x) := (f(A)ϕ)(x) =

∞∑
n=0

cn(Anϕ)(x) =

=

∞∑
n=0

cn(F−1[a(ξ)F [ϕ](ξ)])n(x) =

∞∑
n=0

cnF
−1[an(ξ)F [ϕ](ξ)](x).

Доведемо, що ψ ∈ Φ. Iз властивостей перетворення Фур’є (прямого та
оберненого) випливає, що для доведення твердження досить показати,
що F [ψ] ∈ Ψ. Запишемо (поки-що формально) спiввiдношення

F [ψ](ξ) =

∞∑
n=0

cna
n(ξ)F [ϕ](ξ) = f(a(ξ)) · F [ϕ](ξ). (4)

Передусiм доведемо, що f(a) – мультиплiкатор у просторi Ψ (звiд-
си випливатиме, що an є мультиплiкатором у просторi Ψ при кожному
n ∈ N). Для цього скористаємося формулою Фаа де Бруно диференцi-
ювання складної функцiї при ξ 6= 0:

Ds
ξf(a(ξ)) =

s∑
m=1

dm

dam
f(a)

∑ s!

m1! . . .ml!

( 1

1!

d

dξ
a(ξ)

)m1

. . .
( 1

l!

dl

dξl
a(ξ)

)ml
(знак суми поширюється на всi розв’язки в цiлих невiд’ємних числах
рiвняння m1 + 2m2 + · · ·+ lml = s, m1 + · · ·+ml = m). Для того, щоб
уникнути громiздких викладок, розглянемо випадок, коли в умовi (1)
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i оцiнцi (3) h = 1. Урахувавши властивостi функцiй f та a знайдемо,
що

ξ 6= 0 : |Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃0(1 + |ξ|)

s∑
m=1

b̃m
∑ s!

m!! . . .ml!
×

×c̃m1+···+mlÃm1+2m2+···+lml(|ξ|γ−1)m1(|ξ|γ−2)m2 . . . (|ξ|γ−l)ml =

= c̃0c̃
mÃs|ξ|γ(m1+···+ml)−(m1+2m2+···+lml)(1 + |ξ|) =

= c̃0c̃
mÃs|ξ|γm−s(1 + |ξ|) = c̃0c̃

mÃs(|ξ|γm−s + |ξ|γm+1−s).

Отже,

ξ 6= 0 : |Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃c̃0cs0s!

s∑
m=1

|ξ|γm−s(1 + |ξ|), c0 = max{1, c̃b̃Ã}.

Якщо |ξ| < 1, ξ 6= 0, то

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ 2c̃c̃0c

s
0s!|ξ|−s, s ∈ N. (5)

Якщо ж |ξ| ≥ 1, то

|Ds
ξf(a(ξ))| ≤ c̃c̃0cs0s!|ξ|s(γ−1)(1 + |ξ|), s ∈ N. (6)

Далi розглянемо випадок, коли |ξ| < 1, ξ 6= 0 i оцiнимо функцiю

Λ(ξ) :=

p∑
k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ))|, ∀ϕ̃ ∈ Ψ.

Урахувавши (5) знайдемо, що

ξ 6= 0 : Λ(ξ) ≤
p∑
k=0

|ξ|k
k∑
s=0

Csk|Ds
ξf(a(ξ))| · |Dk−s

ξ ϕ̃(ξ)| ≤

≤
p∑
k=0

|ξ|k
k∑
s=0

Csk
αs
|ξ|s

c̃k−sck−s
|ξ|k−s

=

p∑
k=0

k∑
s=0

Cskαsc̃k−sck−s = cp, (7)

αs = c̃0c̃c
s
0s!.

Тут ми скористалися тим, що ϕ̃ ∈ Ψ, тобто, для довiльного ω ∈ Z+

такого, що ω ≥ k − s справджується нерiвнiсть

ξ 6= 0 : |Dk−s
ξ ϕ̃(ξ)| ≤ c̃ωck−s

|ξ|ω
. (8)
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Якщо в останнiй нерiвностi покласти ω = k − s, то прийдемо до не-
рiвностей (7). Якщо ж |ξ| ≥ 1, то з урахуванням (6), (8) знайдемо,
що

Λ(ξ) ≤
p∑
k=0

|ξ|k(|ξ|k(γ−1) + |ξ|k(γ−1)+1)

k∑
s=0

Cskαs
c̃ωck−s
|ξ|ω

=

=

p∑
k=0

(|ξ|kγ + |ξ|kγ+1)

k∑
s=0

Cskαsc̃ωck−s|ξ|−ω.

Покладемо ω = k([γ] + 1) + 1 > k − s, 0 ≤ s ≤ k. Тодi

(|ξ|kγ + |ξ|kγ+1)|ξ|−ω ≤ 2,

i

Λ(ξ) ≤ c̃p, c̃p = 2

p∑
k=0

k∑
s=0

Cskαsc̃k([γ]+1)+1ck−s. (9)

Iз обмежень на функцiї f , a та ϕ̃ ( lim
ξ→±0

ϕ̃(k)(ξ) < +∞, ∀k ∈ Z+) випли-
ває також, що

lim
ξ→±0

ξkDk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ)) <∞.

Звiдси та з оцiнок (7), (8) випливає нерiвнiсть

∀p ∈ Z+ ∃Lp > 0 : ‖f(a)ϕ̃‖p ≤ Lp <∞.

Це означає, що f(a) · ϕ̃ ∈ Ψ, тобто операцiя ϕ̃ → f(a)ϕ̃ визначена в
просторi Ψ.

Випадок h 6= 1 (h – параметр з умови (1)) дослiджується за ана-
логiчною схемою; при цьому використовується очевидна нерiвнiсть
(1 + |x|h) ≤ (1 + |x|)[h]+1, x ∈ R.

Доведемо, що операцiя ϕ̃ → f(a)ϕ̃ є неперервною у просторi Ψ.
Нехай послiдовнiсть {ϕ̃n, n ≥ 1} ⊂ Ψ збiгається до нуля в просторi Ψ,
тобто

∀p ∈ Z+ ∃cp > 0 ∀n ≥ 1 : ‖ϕ̃n‖p ≤ cp,

i для кожного ν ∈ Z+ послiдовнiсть {Dν
ξ ϕ̃n, n ≥ 1} збiгається до нуля

рiвномiрно на кожному компактi K ⊂ R, який не мiстить точку 0,
тобто

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 : |Dν
ξ ϕ̃n(ξ)| < ε, ξ ∈ K ⊂ R. (10)
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Аналогiчно тому, як це зроблено при доведеннi твердження: f(a)ϕ̃ ∈ Ψ,
якщо ϕ̃ ∈ Ψ, переконуємося в правильностi нерiвностi

‖f(a)ϕ̃n‖p ≤ cp, p ∈ Z+, n ∈ N (11)

(стала cp > 0 не залежить вiд n).
Зазначимо, що для ξ ∈ K знайдуться сталi d1, d2 > 0 такi, що

d1 ≤ |ξ| ≤ d2 (точка 0 6∈ K). Тодi за допомогою оцiнок (5), (6), (10)
встановлюємо нерiвнiсть

|Dν
ξ (f(a(ξ))ϕ̃n(ξ))| ≤ cνε, ∀n ≥ n0, ξ ∈ K.

Звiдси та з (11) випливає твердження про неперервнiсть операцiй ϕ̃→
f(a)ϕ̃, ϕ̃ ∈ Ψ, у просторi Ψ. Цим доведено, що f(a) – мультиплiкатор
у цьому просторi. Урахувавши цей факт та (4) дiстаємо, що F [ψ] ∈ Ψ.

Таким чином, залишається обґрунтувати коректнiсть проведених
у спiввiдношеннi (4) перетворень. Для цього досить довести правиль-
нiсть спiввiдношення:

rn,ϕ(ξ) :=

∞∑
k=n+1

cka
k(ξ)F [ϕ](ξ)→ 0, n→∞,

у просторi Ψ, тобто, що

∀p ∈ Z+ : ‖rn,ϕ‖p → 0, n→ +∞.

За означенням ‖ · ‖p маємо, що

‖rn,ϕ‖p = sup
ξ∈R\{0}

{ p∑
m=0

|ξ|m|Dm
ξ rn,ϕ(ξ)|

}
.

Запишемо (поки-що формально) спiввiдношення:

Lm,n(ξ) := |ξ|m|Dm
ξ rn,ϕ(ξ)| = |ξ|m

∣∣∣ ∞∑
k=n+1

ckD
m
ξ (ak(ξ)F [ϕ](ξ))

∣∣∣ ≤
≤ |ξ|m

∞∑
k=n+1

ck

m∑
l=0

Clm|Dl
ξa
k(ξ)| · |Dm−l

ξ F [ϕ](ξ)|, ξ 6= 0.

Функцiю |Dl
ξa
k(ξ)| при ξ 6= 0 оцiнимо за допомогою формули Фаа

де Бруно диференцiювання складеної функцiї. Мiркуючи аналогiчно
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тому, як це було зроблено при оцiнцi похiдної Ds
ξf(a(ξ)), ξ 6= 0, зна-

йдемо, враховуючи (9), що

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤

l∑
i=1

|Di
aa
k(ξ)|×

×
∑

i1+···+iα=i
i1+2i2+···+αiα=l

l!

i1! . . . iα!

∣∣∣( 1

1!
D1
ξa(ξ)

)i1
. . .
( 1

iα!
Dα
ξ a(ξ)

)iα ∣∣∣ ≤
≤ l!(2e)l

l∑
i=1

k!

(k − i)!
ak−i(ξ)(c̃Ãe)i|ξ|iγ−l ≤

≤ c̃k0 l!(2e)l
l∑
i=1

k!

(k − i)!
c̃−i0 (c̃Ãe)i|ξ|δ(k−i)+iγ−l.

Далi вважаємо, що |ξ| ≥ 1. Тодi

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤ ˜̃ck0dl|ξ|δk+lγ , (12)

˜̃c = 2c̃0, dl = l!(2e)l
l∑
i=1

i!c̃−i0 (c̃Ãe)i;

тут врахована нерiвнiсть

k!

(k − i)!
=

k!i!

(k − i)!i!
≤ 2ki!.

Оскiльки F [ϕ] ∈ Ψ, то для |ξ| ≥ 1 правильною є нерiвнiсть

|Dm−l
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ cm−lc̃ν

|ξ|ν
, ν ≥ m− l, c̃ν = c0B

ννν . (13)

Покладемо в (13) ν = δk +m(2 + [γ]). Тодi

Lm,n(ξ) ≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck ˜̃ck0 |ξ|δk
m∑
l=0

Clmdl|ξ|γl|Dm−l
ξ F [ϕ](ξ)| ≤

≤ ωm∆0

∞∑
k=n+1

ck ˜̃ck0 c̃δk+m(2+[γ]), |ξ| ≥ 1,



Псевдодиференцiальнi оператори 107

ωm =

m∑
l=0

Clmdl, ∆0 = max{c0, c1, . . . , cm}.

Нехай α̃ := m(2 + [γ]). Тодi c̃δk+α̃ оцiнюється так:

c̃δk+α̃ ≤ c′0B̃kkkδ, c′0 = c0B
α(δ + α̃)α̃, B̃ = Bδ(δ + α̃)δeα̃.

Врахувавши останнi нерiвностi знайдемо, що

Lm,n(ξ) ≤ ωmc′0∆0

∞∑
k=n+1

ckB
k
1k

kδ, B1 = ˜̃c0B̃, |ξ| ≥ 1.

Внаслiдок (2) для коефiцiєнтiв Тейлора ck =
f (k)(0)

k!
, k ∈ N, функцiї f

справджуються оцiнки:

|ck| ≤ c0
bk1
kk/α

, k ∈ N.

Отже, якщо |ξ| ≥ 1, то

Lm,n(ξ) ≤ L1

∞∑
k=n+1

Bk2
kk(1/α−δ) ,

де L1 = c0c
′
0∆0ωm, B2 = b1B2; вважаємо також, що α < 1/δ, тобто

α ∈ (0, 1/δ) ⊂ (0, 1). При виконаннi вказаного обмеження на параметр

α ряд
∞∑

k=n+1

Bk2k
−k(1/α−δ) збiгається до нуля при n → ∞ як залишок

збiжного ряду. Оскiльки для k ≥ k0, де k0 = [(2B2)1/ω] + 1, ω = 1/α−
δ, справджується нерiвнiсть k−kω ≤ (2B2)−k, то для n ≥ [(2B2)1/ω]
маємо, що

Lm,n(ξ) ≤ L1

2n
< +∞, ∀ξ : |ξ| ≥ 1.

Якщо |ξ| < 1, ξ 6= 0, то в цьому випадку

|Dl
ξa
k(ξ)| ≤ ˜̃ck0dl

|ξ|k−i+iγ

|ξ|l
≤

˜̃ck0dl
|ξ|l

,

де ˜̃c0, dl – сталi з нерiвностi (12). Отже,

Lm,n(ξ) ≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck ˜̃ck0

m∑
l=0

Clmdl|Dm−l
ξ F [ϕ](ξ)| · |ξ|−l, ξ 6= 0.
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Далi скористаємося тим, що при ξ 6= 0:

|Dm−l
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ cm−l

|ξ|m−l
, lim
ξ→±0

Dm−l
ξ F [ϕ](ξ) <∞.

Отже, при ξ 6= 0:

Lm,n(ξ) ≤ ω̃n
∞∑

k=n+1

ck ˜̃ck0 , ω̃m =

m∑
l=0

Clmdlcm−l.

Залишається ще один раз скористатися оцiнками коефiцiєнтiв Тейлора
ck функцiї f i в результатi отримаємо, що для ξ 6= 0, |ξ| < 1

Lm,n(ξ) ≤ L2

∞∑
k=n+1

Bk3
kk(1/α−δ) , L2 = c0ωm, B3 = b1˜̃c0.

Безпосередньо переконуємося в тому, що для k ≥ k̃0, де k̃0 =
[(2B3)1/ω] + 1, ω = 1/α− δ, справджується нерiвнiсть k−kω ≤ (2B3)−k.
Отже, для n ≥ [(2B3)1/ω]

Lm,n(ξ) ≤ L2

2n
< +∞, |ξ| < 1, ξ 6= 0.

Тодi

sup
ξ∈R\{0}

Lm,n(ξ) ≤ L

2n
, L = max{L1, L2},

для n ≥ n0 = max{[(2B2)1/ω], [(2B3)1/ω]}. Звiдси випливає нерiвнiсть

‖rn,ϕ‖p = sup
ξ∈R\{0}

p∑
m=0

Lm,n(ξ) ≤
p∑

m=0

L(m)

2n
=
Lp
2n

<∞.

Таким чином, rn,ϕ ∈ Ψ для кожного n i rn,ϕ → 0 при n→∞ у просторi
Ψ. Цим доведено, що в просторi Φ оператор Af визначений коректно.
Вiн є також неперервним у цьому просторi.

Справдi, нехай {ϕn, n ≥ 1} ⊂ Φ, ϕn → 0 при n→ +∞ у просторi Φ.
Тодi iз спiввiдношення (4) випливає, що

F [Afϕn] = f(a)F [ϕn]→ 0, n→∞,
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у просторi Ψ, оскiльки, за доведеним, функцiя f(a) є мультиплiкато-
ром у просторi Ψ. Тодi, внаслiдок властивостi неперервностi перетво-
рення Фур’є (прямого i оберненого) отримуємо, що

Afϕn = F−1[f(a)F [ϕn]]→ 0, n→∞,

у просторi Φ. Теорема доведена.
Зауваження 2. Iз спiввiдношення (4) випливає, що

Afϕ = F−1[f(a)F [ϕ]], ∀ϕ ∈ Φ,

тобто Af – псевдодиференцiальний оператор, побудований за симво-
лом f(a), негладким у точцi 0.

Як приклад, розглянемо функцiю f(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

2

nρ

)
, z ∈ C, ρ > 2,

яка, як доведено в [6], є цiлою, має експоненцiальне зростання поряд-

ку
2

ρ
< 1 в площинi C та експоненцiальне спадання порядку

2

ρ
на

дiйснiй осi, тобто f задовольняє умову (1). Тому якщо 1 < γ ≤ δ < ρ/2
(γ, δ – параметри з умов 1) – 3), якi задовольняє функцiя-символ a),
то в Φ визначений, є лiнiйним i неперервним псевдодиференцiальний
оператор нескiнченного порядку

f(A) =

∞∏
n=1

(
1− A2

nρ

)
, ρ > 2, A = F−1[aF ].

Зауваження 3. Якщо цiла функцiя f задовольняє умову (1) з
параметром α ≥ 1, а однорiдна функцiя-символ a(ξ), за якою буду-
ється псевдодиференцiальний оператор A, має порядок однорiдностi

0 < γ < 1, задовольняє умови 1) – 3) де в умовi 3) параметр δ ∈
[
γ,

1

α

)
,

то твердження доведеної теореми залишається правильним i в цьому
випадку.

Зазначимо, що тодi в просторi Φ коректно визначенi оператори
cosA, sinA.

Нехай P – полiном степеня 2b, b ∈ N, над полем комплексних чисел,
який задовольняє умову:

∃c > 0 ∀x ∈ R : ReP (x) ≤ −c|x|2b.
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Тодi
|eP (x)| = eReP (x) ≤ e−c|x|

2b

, x ∈ R,

∃c1 > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |eP (z)| ≤ e|P (z)| ≤ ec1|z|
2b

.

Скориставшись рядом теорем з [6], якi є узагальненнями теореми
Фрагмена-Лiндельофа одержимо, що функцiя eP (z) в комплекснiй пло-
щинi задовольняє також нерiвнiсть

| exp{P (z)}| ≤ c0 exp{−c2|x|2b + c3|y|2b}

з деякими сталими c0, c2, c3 > 0. Отже, функцiя f(z) = exp{P (z)} задо-
вольняє умову (1) з параметрами α = 2b, h = 0, i в просторi Φ визначенi
та є неперервними оператори f(A) = exp{P (A)}, f(A) = exp{tP (a)},
де t > 0 – фiксований параметр. У цьому випадку розв’язок еволюцiй-
ного рiвняння

∂u

∂t
= P (A)u, (t, x) ∈ (0, T ]× R, (14)

формально можна записати у виглядi u(t, x) = c exp{tP (A)}ϕ(x), де
ϕ ∈ Φ, c = const, i дослiджувати задачу Кошi та багатоточковi за
часом задачi для рiвняння (14) за допомогою операторного методу. До
рiвнянь (14) належить також еволюцiйне рiвняння ∂u/∂t + A2u = 0,
A2 = F−1[a2F ] (тут P (x) = −x2, x ∈ R).
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