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Новi критерiї стiйкостi i локалiзацiї

спектра лiнiйних систем
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Предлагаются новые необходимые и достаточные условия асимптоти-
ческой устойчивости и локализации собственных значений линейных
автономных систем. Их практическая реализация сводится к решению
двух скалярных неравенств относительно симметричной положитель-
но определенной матрицы. В качестве следствия для линейных систем
управления приводится методика построения множества стабилизиру-
ющих обратных связей по измеряемому выходу.

New necessary and sufficient conditions for the asymptotic stability and the
spectrum localization of linear autonomous systems are proposed. Applying
the conditions reduces to solving two scalar inequalities with respect to
a symmetric positive definite matrix. As a corollary for linear control
systems, the methods for constructing a set of stabilizing measurable
output feedbacks are presented.

1 Вступ

При проектуваннi об’єктiв нової технiки значна увага придiляється
методам аналiзу стiйкостi та стабiлiзацiї лiнеаризованих неперервних
або дискретних моделей систем керування. Iз сучасними та класич-
ними методами теорiї стiйкостi та стабiлiзацiї лiнiйних динамiчних
систем можна ознайомитись, наприклад, в [1, 2].

В данiй роботi пропонуються новi необхiднi та достатнi умо-
ви асимптотичної стiйкостi та локалiзацiї власних значень лiнiй-
них автономних систем. Їх практичне застосування зводиться до
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розв’язування двох скалярних нерiвностей вiдносно симетричної до-
датно визначеної матрицi. Як наслiдок для лiнiйних систем керуван-
ня наводиться методика побудови множини стабiлiзуючих керувань у
виглядi зворотного зв’язку по вимiрюваному виходу.

Будемо використовувати такi позначення: Rn×m (Cn×m) — про-
стiр дiйсних (комплексних) матриць розмiрiв n ×m, In — одинична
матриця порядку n; 0n×m — нульова матриця розмiрiв n × m; X∗

(XT ) — комплексно спряжена (транспонована) матриця для матри-
цi X ; X > 0 (X ≥ 0) — додатно (невiд’ємно) визначена матриця
X ; i(X) = {i+(X), i−(X), i0(X)} — iнерцiя ермiтової матрицi X , яку
утворюють кiлькостi її додатних, вiд’ємних i нульових власних зна-
чень, враховуючи кратностi; λmax(X) (λmin(X)) — максимальне (мiнi-
мальне) власне значення ермiтової матрицi X ; σ(A) — спектр матрицi
A; ρ(A) — спектральний радiус матрицi A; trA — слiд (сума дiагональ-
них елементiв) матрицi A; ‖x‖ — евклiдова норма вектора x.

2 Допомiжнi результати

Для довiльної матрицi A ∈ Cn×n введемо скалярну функцiю

µ(A) = (trA)2 − (n− 1) trA2. (1)

Лема 2.1 Нехай матриця A має дiйсний спектр σ(A) =
{α1, . . . , αn} i виконується нерiвнiсть µ(A) > 0. Тодi всi власнi зна-
чення αi додатнi (вiд’ємнi) в тому i лише в тому випадку, коли
trA > 0 (trA < 0). Якщо ж µ(A) ≥ 0, то всi власнi значення αi

невiд’ємнi (недодатнi) в тому i лише в тому випадку, коли trA ≥ 0
(trA ≤ 0).

Доведення. Оскiльки слiд матрицi збiгається з сумою її власних
значень, то функцiя µ(A) представляється у виглядi

µ(A) =

(
n∑

i=1

αi

)2

− (n− 1)

n∑

i=1

α2
i .

Для фiксованого iндексу k (1 ≤ k ≤ n) маємо

trA = αk + dk, µ(A) = 2αkdk − (n− 2)α2
k − wk, (2)

де
dk =

∑

i6=k

αi, wk = (n− 1)
∑

i6=k

α2
i − d2k = vTEv ≥ 0,
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E =




n− 2 −1 . . . −1
−1 n− 2 . . . −1
. . . . . . . . . . . .
−1 −1 . . . n− 2


 = (n− 1)In−1 − eeT ,

vT = [α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αn], e = [1, . . . , 1]T ∈ Rn−1. Можна вста-
новити, що E – невiд’ємно визначена матриця з iнерцiєю i(E) =
{n− 2, 0, 1}, причому,

wk =
∑

i<j,i6=k,j 6=k

(αi − αj)
2 ≥ 0.

Згiдно з (2) маємо нерiвнiсть αk > 0 (αk ≥ 0) для кожного k = 1, n,
якщо trA > 0 i µ(A) > 0 (trA ≥ 0 i µ(A) ≥ 0). Аналогiчно, якщо
trA < 0 i µ(A) > 0 (trA ≤ 0 i µ(A) ≥ 0), то αk < 0 (αk ≤ 0) для
кожного k = 1, n.

Лему доведено.

Наслiдок 2.1 Нехай Y = Y ∗ ∈ Cn×n — ермiтова матриця i ви-
конується нерiвнiсть µ(Y ) > 0. Тодi вона додатно (вiд’ємно) визна-
чена в тому i лише в тому випадку, коли trY > 0 (tr Y < 0). Якщо ж
µ(Y ) ≥ 0, то матриця Y невiд’ємно (недодатно) визначена в тому
i лише в тому випадку, коли tr Y ≥ 0 (trY ≤ 0).

Лема 2.2 Якщо ермiтовi матрицi X = X∗ та Y = Y ∗ задоволь-
няють умови

tr X · tr Y ≥ 0, µ(X) > 0, µ(Y ) ≥ 0, (3)

то µ(X + Y ) > 0.

Доведення. Враховуючи спiввiдношення (3), маємо

[tr(X + Y )]2 = (trX + trY )2 = (trX)2 + (trY )2 + 2trX · trY >

> (n− 1)trX2 + (n− 1)trY 2 + 2(n− 1)
√
trX2 · trY 2 ≥

≥ (n− 1)(trX2 + trY 2 + 2|tr(XY )|) ≥
≥ (n− 1)tr(X + Y )2,

тобто µ(X + Y ) > 0. Тут використана також нерiвнiсть Кошi–
Буняковського для ермiтових матриць [3]

|tr (XY )|2 ≤ tr X2 · tr Y 2.

Лему доведено.
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Зауваження 2.1 Iз тотожностi Лагранжа [3] випливає, що для
матрицi A з дiйсним спектром функцiя µ(A) має таке представлення:

µ(A) =

n∑

i=1

α2
i −

∑

i<j≤n

(αi − αj)
2
.

Зазначимо також, що лему 2.1 можна узагальнити, використову-
ючи функцiї

µν(A) = (trA)2 − ν trA2,

µ∗(A) = trA trA∗ − ν tr(AA∗) ≡ µν(AR) + µν(AI),

де AR = (A + A∗)/2, AI = (A − A∗)/(2i), ν ∈ R1 — дiйсне число.
Наприклад, можна довести, що кiлькiсть власних значень матрицi A
з вiд’ємними дiйсними частинами бiльша числа ν, якщо

trAR < 0, µν(AR) > 0, 0 ≤ ν < n. (4)

3 Умови асимптотичної стiйкостi i стабiлiзацiї
лiнiйних систем

Теорема 3.1 Лiнiйна система

ẋ = Ax, x ∈ Rn, (5)

асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли для деякої симетрич-
ної додатно визначеної матрицi X = XT > 0 виконуються нерiвно-
стi

tr(AX) < 0, µ(AX +XAT ) > 0. (6)

Доведення. За теоремою Ляпунова система (5) асимптотично
стiйка тодi i лише тодi, коли для довiльної матрицi Y = Y T < 0
iснує єдиний розв’язок X = XT > 0 матричного рiвняння

AX +XAT = Y. (7)

Якщо матриця X = XT > 0 задовольняє умови (6), то для матри-
цi Y типу (7) виконуються умови вiд’ємної визначеностi в наслiдку
2.1 i, отже, система асимптотично стiйка. Навпаки, якщо система
(5) асимптотично стiйка, то iснує матриця X = XT > 0, що задо-
вольняє нерiвностi (6). Дiйсно, множина вiд’ємно визначених матриць
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Y = Y T < 0, якi задовольняють нерiвнiсть µ(Y ) > 0, не порожня. На-
приклад, можна покласти Y = αIn, α < 0. При цьому trY = nα < 0,
µ(Y ) = nα2 > 0, tr (AX) = nα/2 < 0, де X = XT > 0 — розв’язок
рiвняння Ляпунова (7), тобто виконуються нерiвностi (6).

Теорему доведено.

Наведемо наслiдки леми 2.2 i теореми 3.1.

Наслiдок 3.1 Нехай для деякої матрицi X = XT > 0 викону-
ються умови (6). Тодi лiнiйна система

ẋ = (A+∆)x, x ∈ Rn, (8)

асимптотично стiйка для довiльної матрицi ∆ такої, що

tr(∆X) ≤ 0, µ(∆X +X∆T ) ≥ 0. (9)

Доведення. Враховуючи умови (6), (9) i лему 2.2, маємо нерiвно-
стi tr[(A+∆)X ] < 0 i µ(Y ) > 0, де Y = (A+∆)X +X(A+∆)T . Отже,
за теоремою 3.1 система (8) асимтотично стiйка.

Наслiдок доведено.

Розглянемо лiнiйну систему керування

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, u = Ky, (10)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i
виходу системи, A, B, C i K — сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Сформулюємо наслiдок 3.1 для системи (10) у випадку ∆ = BKC.

Наслiдок 3.2 Нехай для деяких матриць K∗ i X = XT > 0 ви-
конуються умови

tr(A∗X) < 0, µ(A∗X +XAT
∗ ) > 0, (11)

де A∗ = A + BK∗C. Тодi для кожної матрицi зворотного зв’язку
K = K∗ + K̃ ∈ Rm×l такої, що

tr(CXBK̃) ≤ 0, µ(BK̃CX +XCT K̃TBT ) ≥ 0, (12)

замкнена система керування (10) асимптотично стiйка.
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Скалярнi нерiвностi (12) описують деяку область асимптотичної
стiйкостi системи керування (10) у матричному просторi коефiцiєн-
тiв пiдсилення K зворотного зв’язку. При цьому v(x) = xTX−1x є
спiльною функцiєю Ляпунова для вiдповiдної сiм’ї систем.

Приклад 3.1 Розглянемо нелiнiйну систему рiвнянь, яка описує
динамiку маятника з маховиковим керуванням,

Eẋ = A(x)x +B u, y = Cx, u = Ky, (13)

де

x =



ψ

ψ̇
ω


 , B =




0
0
c1χ


 , E =



1 0 0
0 Jχ Jr + χJm
0 Jrχ+ Jmχ

2 Jr + Jmχ
2


 ,

A(x) =




0 1 0
(m0b+m1h)gχϕ(ψ) 0 0

0 0 −c2


 , ϕ(ψ) =

sinψ

ψ
, C = I3.

Тут J = Jv + Jr + Jm + m1h
2 — повний момент iнерцiї системи

“маятник–маховик–двигун”,ϕ(ψ) — неперервна функцiя. Вiзьмемо та-
кi значеннями параметрiв [4]:

m0 = 1 кг, m1 = 3 кг, b = 0, 1м, h = 0, 13м,

Jv = 0, 0392 кг · м2, Jm = 0, 03 кг · м2, Jr = 0, 0001 кг · м2,

χ = 0, 1, c1 = 0, 08Н · м/В, c2 = 0, 0076Н · м · с.
В околi нульового положення рiвноваги маятника функцiя ϕ(ψ) ≈

1. Лiнiйне наближення замкненої системи (13) в околi точки x = 0
запишемо у виглядi

Eẋ =Mx, (14)

де M = A(0)+BK. Система (14) з невиродженою матрицею E асимп-
тотично стiйка лише тодi, коли сумiсна система матричних нерiвно-
стей

MXET + EXMT < 0, X = XT > 0. (15)

При цьому нульове положення рiвноваги системи (13) також асимп-
тотично стiйке.
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Використовуючи систему Mathcad, знаходимо матрицi

X =




1, 614 −0, 048 −30, 7606
−0, 048 49, 5901 −441, 8941

−30, 7606 −441, 8941 6082, 4


 > 0,

K∗ = [14, 1388 1, 856 1, 0375],

якi задовольняють умови

tr(MXET ) = −0.0963 < 0, µ(MXET + EXMT ) = 0, 0002 > 0,

де M = A(0)+BK∗. При цьому σ(F ) = {−5, 0585;−2, 3712± 3, 4193i},
де F (λ) =M − λE — пучок матриць, є спектром системи (14).

Отже, виконуються нерiвностi (15) i нульове положення рiвноваги
нелiнiйної системи (13) з керуванням u = K∗x асимптотично стiйке.

Зазначимо, що для класу систем типу (14), не розв’язаних вiдносно
похiдних, при умовi регулярностi det(M −λE) 6≡ 0 можна сформулю-
вати достатнi умови асимптотичної стiйкостi в термiнах функцiй слi-
ду деяких матриць, використовуючи наслiдок 2.1 i систему лiнiйних
матричних нерiвностей

MXET + EXMT + EY ET ≤ 0, EXET ≥ 0. (16)

При цьому матриця E може бути виродженою. Якщо деякi матрицi
X = XT i Y = Y T > 0 задовольняють спiввiдношення (16), то система
(14) асимптотично стiйка. Критерiєм асимптотичної стiйкостi даної
системи є iснування розв’язкiв системи нерiвностей (16) у виглядi [5]

X = ZX̂ZT , Y = ZŶ ZT , Ŷ > 0,

де Z — розв’язок максимального рангу алгебраїчної системи

MZE = EZM, Z = ZEZ.

Данi твердження можна встановити за допомогою канонiчної форми
Кронекера регулярного пучка матриць M − λE [6].
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4 Локалiзацiя та дихотомiя спектра матрицi вiд-
носно аналiтичних кривих

Нехай аналiтична крива Λ0 роздiляє комплексну площину C1 на двi
вiдкритi непорожнi областi Λ+ i Λ−:

Λ0 = {λ : f(λ, λ) = 0}, Λ+ = {λ : f(λ, λ) > 0}, Λ− = {λ : f(λ, λ) < 0},

де f(λ, λ) =
r∑

i,j=1

γijfi(λ)fj(λ) — ермiтова функцiя, що побудована

iз аналiтичних функцiй fi(λ) i коефiцiєнтiв ермiтової матрицi Γ =
‖γij‖r1. Наприклад, якщо

f1(λ) ≡ 1, f2(λ) = λ, Γ =

[
−2α 1
1 0

]
,

то f(λ, λ) = 2(Reλ − α) i Λ0 є вертикальною прямою Reλ = α, яка
дiлить комплексну площину на двi напiвплощини Λ±. Якщо

f1(λ) ≡ 1, f2(λ) = λ− λ0, Γ =

[
r2 0
0 −1

]
,

то f(λ, λ) = r2 − |λ−λ0|2 i Λ0 описує коло радiуса r з центром в точцi
λ0.

Поставимо у вiдповiднiсть матрицi A ∈ Cn×n i функцiї f лiнiйний
оператор у просторi матриць Cn×n:

M : Cn×n → Cn×n, MX =

r∑

i,j=1

γijfi(A)Xf
∗
j (A), (17)

де fi(A) — аналiтичнi функцiї вiд матрицi A. Очевидно, що даний
оператор зберiгає пiдпростiр ермiтових матриць. Критерiєм оборот-
ностi оператора (17) є система нерiвностей f(λi, λj) 6= 0, i, j = 1, n, де
σ(A) = {λ1, . . . , λn} — спектр матрицi A [7]. Якщо оператор (17) обо-
ротний, то виконується умова дихотомiї спектра σ(A) вiдносно кривої
Λ0, тобто σ(A) ∩ Λ0 = ∅.

Використовуючи узагальненi теореми Ляпунова та Островського–
Шнайдера (див., наприклад, [5, гл. 1]) та враховуючи наслiдок 2.1,
маємо такi твердження.
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Теорема 4.1 Нехай для деякої матрицi X = X∗ сумiсна система
нерiвностей

trMX > 0, µ(MX) > 0, (18)

Тодi виконуються наступнi твердження:
1) σ(A) ∩ Λ0 = ∅;
2) якщо X > 0, то σ(A) ⊂ Λ+;

3) якщо i+(Γ) = 1, то i0(X) = 0;
4) якщо i+(Γ) = i−(Γ) = 1, то в областях Λ+ i Λ− знаходяться

вiдповiдно i+(X) i i−(X) власних значень матрицi A, враховуючи
кратностi.

Зауваження 4.1 Якщо оператор M оборотний, то система нерiв-
ностей (18) сумiсна вiдносно X = X∗. Наприклад, розв’язок матрич-
ного рiвняння

MX = Y, (19)

де Y = αIn, α > 0, задовольняє нерiвностi (18). Якщо i+(Γ) = 1, то
σ(A) ⊂ Λ+ в тому i лише в тому випадку, коли оператор M пози-
тивно оборотний, тобто для довiльної матрицi Y = Y ∗ > 0 рiвняння
(19) має розв’язок X = X∗ > 0 ( [5, с. 165]). В [5] видiлено також
максимальний клас ермiтових функцiй Fm

0 , що мiстить функцiї f з
обмеженням i+(Γ) = 1 i для якого виконується наведений критерiй
включення σ(A) ⊂ Λ+.

Отже, маємо наступний критерiй локалiзацiї спектра матрицi.

Теорема 4.2 Якщо i+(Γ) = 1, то всi власнi значення матрицi A
знаходяться в областi Λ+ тодi i лише тодi, коли система нерiвно-
стей (18) має розв’язок X = X∗ > 0.

Зауваження 4.2 Умови локалiзацiї, дихотомiї i розподiлу спек-
тра матрицi A в теоремах 4.1 i 4.2 можна послабити, використовуючи
властивостi типу керованостi пари матриць (A, Y ), де Y = MX ≥ 0 [5,
гл. 1, п. 8]. Наприклад, в твердженнi 2) теореми 4.1 замiсть умов (18)
можна використовувати спiввiдношення

trMX > 0, µ(MX) ≥ 0, trWX > 0, µ(WX) > 0,

де
WX = (MX)2 +A(MX)2A∗ + · · ·+An−1(MX)2An−1∗.
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5 Висновок

В роботi отримано новi необхiднi та достатнi умови асимптотичної
стiйкостi та локалiзацiї власних значень лiнiйних автономних систем.
Їх практична реалiзацiя є досить проста i зводиться до розв’язування
двох скалярних нерiвностей вiдносно симетричної додатно визначе-
ної матрицi. Як наслiдок, для лiнiйних систем керування наводиться
методика побудови множини стабiлiзуючих керувань у виглядi зво-
ротного зв’язку по вимiрюваному виходу.
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