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Для розв’язання регулярної скалярної задачi Штурма-Лiувiлля з кра-
йовими умовами Дiрiхле на вiдрiзку [0, 1] вивчається поведiнка скла-
дових FD-методу вiдносно порядкового номера n власного значення в
залежностi вiд гладкостi потенцiала q(x) з вибором в якостi функцiї
q̄(x), що його наближає, тотожної нулю. Розглядаються випадки, коли
потенцiал q(x) є: а) нескiнченно-диференцiйовна перiодична функцiя;
б) кусково-стала функцiя; в) неперервна кусково-гладка функцiя; г)
функцiя, що належить негативному простору Соболєва H−1

2 (0, 1). У
випадках б) i г) отриманi аналiтичнi оцiнки для поправок до влас-
них значень, якi вiдносно n є непокращуваними за порядком. В iнших
випадках поведiнка поправок до власних значень дослiджена експери-
ментально.
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To solve a regular scalar Sturm–Liouville problem for a second-order
ordinary differential equation on the interval [0, 1] with the Dirichlet
boundary conditions, we study the behaviour of the FD-method
components of the eigenvalue number n versus the smoothness of the
potential q(x) whereas the approximate q̄(x) is identical to zero. We
consider the cases when the potential q(x) is a) infinitely differentiable
periodic function; b) piecewise constant function; c) continuous piecewise
smooth function; d) belongs to the negative Sobolev space. In the cases b)
and d), we obtain analytical estimations for approximations of eigenvalues
which, for a given number n, are unimprovable with respect to the order.
In other cases, the estimates behavior is studied by using a numerical
experiment.

1 Вступ

Розглянемо регулярну скалярну задачу Штурма-Лiувiлля з крайови-
ми умовами Дiрiхле

d2u(x)

dx2
+ (λ− q(x)) u(x) = 0, x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0 (1)

i застосуємо до неї FD-метод з вибором в якостi функцiї q̄(x), що
наближає q(x), тотожної нулю або метод гомотопiй, або, що те ж саме,
метод Адомяна [1]. Тодi наближення (m-го рангу за термiнологiєю
FD-методу) до розв’язку задачi (1) матиме вигляд

m
un(x) =

m∑

j=0

u(j)n (x),
m

λn =

m∑

j=0

λ(j)n . (2)

Тут u(0)n (x) =
√
2 sin (nπx), λ(0)n = (nπ)2 – розв’язок базової задачi

d2u
(0)
n (x)

dx2
+ λ(0)n u(0)n (x) = 0, x ∈ (0, 1), u(0)n (0) = u(0)n (1) = 0. (3)

Члени рядiв (2) визначаються як розв’язки рекурентної послiдовностi
задач

d2u
(j+1)
n (x)

dx2
+ λ(0)n u(j+1)

n (x) = −
j∑

p=0

λ(j+1−p)
n u(p)n (x) + q(x)u(j)n (x)

≡ −F (j+1)
n (x), x ∈ (0, 1),

(4)
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u(j+1)
n (0) = u(j+1)

n (1) = 0, j = 0, 1, ...,m− 1,

де

λ(j+1)
n =

1∫

0

q(x)u(j)n (x)u(0)n (x) dx, (5)

1∫

0

u(j+1)
n (x)u(0)n (x) dx = 0, j = 0, 1, ...,m− 1. (6)

Пiд складовими FD-методу ми розумiємо u(j)n (x), λ(j)n , j = 0, 1, ... .
Основне питання, яке нас цiкавить– це вивчення поведiнки за-

значених складових вiдносно порядкового номера n в залежностi вiд
гладкостi коефiцiєнта q(x).

Вперше FD-метод був запропонований в роботi [2] для
розв’язування регулярної скалярної задачi Штурма-Лiувiлля (1) з
кусково-сталим наближенням q̄(x) коефiцiєнта q(x). Метод дозволяє
при фiксованому параметрi дискретизацiї N (кiлькiсть сходинок у
функцiї q̄(x)) визначити наближення до власних функцiй i власних
значень {un(x), λn} з точнiстю O((Nn)

−m
), де m – ранг методу.

Пiзнiше в роботах [3,4] доведенi наступнi явнi апрiорнi оцiнки для
випадку, коли кусково-стала функцiя, що наближає q(x), тотожно рiв-
на нулю (q̄(x) ≡ 0)

∣∣∣∣λn(q(·)) −
m

λn(0)

∣∣∣∣ ≤ ‖q‖∞
(
r0n
)m

1− r0n
2
(2m− 1)!!

(2m+ 2)!!
≤

≤ ‖q‖∞
(
r0n
)m

1− r0n

1

(m+ 1)
√
πm

, (7)

∥∥∥un(x, q(·)) − m
un(x, 0)

∥∥∥ ≤
(
r0n
)m+1

1− r0n
2
(2m+ 1)!!

(2m+ 4)!!
≤

≤
(
r0n
)m+1

1− r0n

1

(m+ 2)
√
π(m+ 1)

, (8)

де r0n =
4‖q‖

∞

π2(2n−1) , ‖q‖∞ = maxx∈[0,1] |q(x)|. При цьому припускалось,
що функцiя q(x) кусково-неперервна, i в оцiнках використовувалась
норма Чебишева ‖q‖∞. Згiдно доведених в [3, 4] оцiнок поправки до
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власних значень i норми поправок до власних функцiй мали порядки
малостi O

(
n−m+1

)
i O (n−m) вiдповiдно.

Зауваження 1.1 Метод типу Адомяна (2)-(6) ранiше до задачi
Штурма-Лiувiлля (1) не застосовувався.

Для того, щоб записати розв’язки задач (4), введемо узагальнену
функцiю Грiна

gn(x, ξ) = 2

∞∑

p=1
p6=n

sin(pπx) sin(pπξ)

π2(n2 − p2)
=

1

4π2n2
(cos(nπ(x + ξ))− (9)

− cos(nπ(x− ξ)) − 2πn[sin(nπ(x + ξ))(1 − x− ξ)− sin(nπ |x− ξ|)×

×(1− |x− ξ|)]) = ĝn(x, ξ) +
1

4π2n2
[cos (nπ(x+ ξ)) − cos(nπ(x− ξ))] ,

або, що те ж саме,

gn(x, ξ) =





(
(x−1) cos(nπx)

πn − 1
2
sin(nπx)
π2n2

)
sin(nπξ) + sin(nπx)ξ cos(nπξ)

πn ,

0 ≤ ξ < x ≤ 1,(
x cos(nπx)

πn − 1
2
sin(nπx)
π2n2

)
sin(nπξ) + sin(nπx)(ξ−1) cos(nπξ)

πn ,

0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1.

Зауваження 1.2 Функцiя Грiна (9) має такi властивостi

gn(x, ξ) = gn(ξ, x), gn(x, ξ) = gn(1− x, 1 − ξ),

1∫

0

gn(x, ξ) sin(nπx) dx = 0,

1∫

0

gn(x, ξ) sin(nπξ) dξ = 0.
(10)

Тодi при фiксованому j розв’язок задачi (4), що задовольняє умовi
ортогональностi (6), можна записати у виглядi

u(j+1)
n (x) = −

1∫

0

gn(x, ξ)F
(j+1)
n (ξ) dξ. (11)

Лема 1.1 Нехай q(x) ∈ H1
2 (0, 1), тодi має мiсце представлення

λ(2)n =

1∫

0

1∫

0

wn (x, ξ) q′(ξ)q′(x)dξdx, (12)
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де

wn (x, ξ) =

x∫

0

ξ∫

0

gn (t, s)u
(0)
n (t)u(0)n (s)dsdt, (13)

i наступна оцiнка

∣∣∣λ(2)n

∣∣∣ ≤ 3

4

(
‖q‖H1

2 (0,1)

2πn

)2

. (14)

Доведення. Маємо

λ(2)n =

1∫

0

q(x)u(1)n (x)u(0)n (x)dx =

1∫

0

1∫

0

gn (x, ξ) q(x)u
(0)
n (x)q(ξ)×

× u(0)n (ξ)dξdx =

1∫

0

1∫

0

q(x)q(ξ)
∂2

∂x∂ξ
wn (x, ξ) dξdx =

= −
1∫

0

∂

∂x
wn (x, ξ) q′(ξ)dξq(x)dx =

1∫

0

1∫

0

wn (x, ξ) q
′(ξ)q′(x)dξdx.

(15)

Тут ми скористалися спiввiдношеннями

wn (1, ξ) = 0, ∀ξ ∈ [0, 1] , wn (x, 1) = 0, ∀x ∈ [0, 1] , wn (1, 1) = 0,

якi випливають з властивостей функцiї gn (x, ξ).
Iз (15) слiдує оцiнка

∣∣∣λ(2)n

∣∣∣ ≤ max
x,ξ∈[0,1]

|wn (x, ξ)|
(
‖q‖H1

2 (0,1)

)2
. (16)

Аналiтична форма запису функцiї (13) буде наступною:

wn (x, ξ) = − 1

16π2n2
(x+ ξ − |x− ξ|) (x+ ξ + |x− ξ| − 2) (cos (2πnx) +

+ cos (2πnξ) + 1) +
1

16π3n3
[2 (x+ ξ + |x− ξ| − 2) sin (πn (x+ ξ−

− |x− ξ|)) + 2 (x+ ξ − |x− ξ|) sin (πn (x+ ξ + |x− ξ|))−
− (x− ξ − sgn(x− ξ)) sin (2πn (x− ξ)) + (x+ ξ − 1) sin (2πn (x+ ξ))]−

− 3

16π4n4
sin (2πnx) sin (2πnξ) .
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За допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple експерименталь-
но встановлено, що максимум |wn (x, ξ)| на областi визначення знахо-
диться на прямiй x = ξ. З необхiдних i достатнiх умов екстремума
функцiї легко визначити, що вiн досягається в точцi x = 1

2 , ξ = 1
2

при парних n i n = 1 та в точках x = n±1
2n , ξ = n±1

2n – при непарних
n = 3, 5, ... . Тому має мiсце оцiнка

max
x,ξ∈[0,1]

|wn (x, ξ)| ≤
∣∣∣∣wn

(
1

2
,
1

2

)∣∣∣∣ =
3

16π2n2
. (17)

Нерiвнiсть (14) доведена.

Теорема 1.1 Нехай q(x) — непарна функцiя на вiдрiзку [0, 1] вiд-
носно точки 1

2 . Тодi для j = 1, 2, ... виконуються наступнi спiввiдно-
шення:

u(2j−1)
n (x) = −u(2j−1)

n (1− x), u(2j)n (x) = u(2j)n (1− x), якщо n– непарне;
(18)

u(2j−1)
n (x) = u(2j−1)

n (1− x), u(2j)n (x) = −u(2j)n (1− x), якщо n– парне;
(19)

λ(2j−1)
n = 0; (20)

λ(2j) =

1∫

0

q(x)u(2j−1)
n (x)u(0)n (x)dx. (21)

Доведення. Нехай виконуються умови теореми, тобто

q(x) = −q(1− x), x ∈ [0, 1] . (22)

Доведення проведемо методом повної математичної iндукцiї.
Iз (5), враховуючи (22), при j = 0 маємо

λ(1)n =

1∫

0

q(x)
[
u(0)n (x)

]2
dx = 0.

Розв’язок задачi (4) при j = 0 буде мати вигляд

u(1)n (x) =

1∫

0

gn(x, ξ)q(ξ)u
(0)
n (ξ)dξ. (23)
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Враховуючи (10), з (23) робимо висновок, що u(1)n (x) є непарною функ-
цiєю вiдносно точки x = 1

2 , якщо n є непарним, i парною функцiєю,
якщо n є парним числом.

Повернемось до задачi (4) при j = 1. Iз (5) i (23) маємо

λ(2)n =

1∫

0

q(x)u(1)n (x)u(0)n (x)dx.

Згiдно (11) розв’язок задачi (4) при j = 1 має вигляд

u(2)n (x) =

1∫

0

gn(x, ξ)q(ξ)u
(1)
n (ξ)dξ, (24)

i тодi з (10), (22) i (24) робимо висновок, що u(2)n (x) є парною функцiєю
вiдносно точки x = 1

2 , якщо n є непарним, i непарною функцiєю, якщо
n є парним числом.

Припустимо, що спiввiдношення (18)-(21) справедливi при i = s,
покажемо, що вони будуть справедливi i при i = s + 1. Запишемо
умову розв’язностi задачi (4) при j = 2s

1∫

0

(
−

2s∑

p=0

λ(2s+1−p)
n u(p)n (x) + q(x)u(2s)n (x)

)
u(0)n (x)dx = 0,

звiдки, з урахуванням припущення iндукцiї та умов ортогональностi
(6), маємо

λ(2s+1)
n = 0.

Тодi розв’язок задачi (4) при j = 2s має вигляд

u(2s+1)
n (x) =

1∫

0

gn(x, ξ)

[
−

s∑

p=1

λ(2s−2p+2)
n u(2p−1)

n (ξ) + q(ξ)u(2s)n (ξ)

]
dξ,

що з урахуванням припущення iндукцiї приводить до спiввiдношень

u(2s+1)
n (x) = −u(2s+1)

n (1− x), якщо n− непарне,

u(2s+1)
n (x) = u(2s+1)

n (1− x), якщо n− парне.
(25)
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При j = 2s+ 1 розв’язок задачi (4) має вигляд

u(2s+2)
n (x) =

1∫

0

gn(x, ξ)

[
−

s∑

p=1

λ(2s−2p+2)
n u(2p)n (ξ) + q(ξ)u(2s+1)

n (ξ)

]
dξ,

що з урахуванням припущення iндукцiї приводить до спiввiдношень
(функцiя у квадратних дужках є парною)

u(2s+2)
n (x) = u(2s+2)

n (1 − x), якщо n− непарне,

u(2s+2)
n (x) = −u(2s+2)

n (1− x), якщо n− парне.
(26)

Запишемо розв’язок задачi (4) при j = 2s+ 2

u(2s+3)
n (x) =

1∫

0

gn(x, ξ)

[
−

s+1∑

p=1

λ
(2s−2p+4)
n,k u(2p−1)

n (ξ) + q(ξ)u(2s+2)
n (ξ)

]
dξ,

звiдки, враховуючи припущення iндукцiї, а також (25) i (26), отри-
муємо спiввiдношення

u(2s+3)
n (x) = −u(2s+3)

n (1− x), якщо n− непарне,

u(2s+3)
n (x) = u(2s+3)

n (1− x), якщо n− парне.
(27)

Теорема доведена.

Далi будемо розглядати ряд випадкiв, коли функцiя q(x) належить
рiзним класам гладкостi i є такою, що FD-метод точно реалiзується
(термiнологiя вперше була введена в роботi [5]).

2 Функцiя q(x) — нескiнченно-диференцiйовна,
q(x) ∈ C∞[0, 1]

Випадок, коли функцiя q(x) є полiном, був розглянутий в роботi [6].
В нiй показано, що iснує алгоритмiчна реалiзацiя FD-методу, яка є
такою, що точно реалiзується, i використовує лише арифметичнi опе-
рацiї. Крiм того доведено, що поведiнка поправок до власних значень
λ
(j)
n по вiдношенню до порядкового номера n є наступною

λ(j)n = O

(
1

n2j−2

)
.
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Розглянемо тепер частинний випадок рiвняння Хiлла [7] з q(x) =
cos(πx), q(x) ∈ C∞[0, 1] , який не є полiномiальним, але також таким,
що FD-метод точно реалiзується. Тодi для λ

(j)
n , u(j)n (x) виконується

теорема 1.1. Маємо

λ(2)n =
1

2π2 (2n− 1) (2n+ 1)
,

λ(4)n =
20n2 + 7

32π6 (n− 1) (n+ 1) (2n− 1)3 (2n+ 1)3
,

λ(6)n =
144n4 + 232n2 + 29

16π10 (2n− 3) (2n+ 3) (n− 1) (n+ 1) (2n− 1)
5
(2n+ 1)

5 ,

λ(8)n =
[
376064n10 + 585216n8 − 2245664n6 + 256912n4 + 827565n2+

+68687]/
[
8192π14(n− 2)(n+ 2)(2n− 3)(2n+ 3)(n− 1)3(n+ 1)3×

×(2n− 1)7(2n+ 1)7
]
,

i

u(1)n (x) = −
√
2 sin(πx(n + 1))

2π2 (2n+ 1)
+

√
2 sin(πx(n− 1))

2π2 (2n− 1)
,

u(2)n (x) =

√
2 sin (πx (n+ 2))

16π4 (n+ 1) (2n+ 1)
+

√
2 sin (πx (n− 2))

16π4 (n− 1) (2n− 1)
,

u(3)n (x) = −
√
2 sin (πx (n+ 3))

96π6 (n+ 1) (2n+ 1) (2n+ 3)
+

+

√
2 sin (πx (n− 3))

96π6 (n− 1) (2n− 1) (2n− 3)
−

√
2
(
4n2 + 8n+ 7

)
sin (πx (n+ 1))

32π6 (n+ 1) (2n− 1) (2n+ 1)3
+

+

√
2
(
4n2 − 8n+ 7

)
sin (πx (n− 1))

32π6 (n− 1) (2n+ 1) (2n− 1)
3 ,

u(4)n (x) =

√
2 sin (πx (n+ 4))

1536π8 (n+ 2) (n+ 1) (2n+ 1) (2n+ 3)
+

+

√
2 sin (πx (n− 4))

1536π8 (n− 2) (n− 1) (2n− 1) (2n− 3)
+

+

√
2
(
2n2 + 5n+ 5

)
sin (πx (n+ 2))

48π8 (n+ 1) (2n− 1) (2n+ 1)
3
(2n+ 3)

+

+

√
2
(
2n2 − 5n+ 5

)
sin (πx (n− 2))

48π8 (n− 1) (2n+ 1) (2n− 1)
3
(2n− 3)

.
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Iншi вирази для поправок не наводимо через їх громiздкiсть.
Зауважимо, що в цьому випадку для кожного фiксованого номера

n0 власного значення i власної функцiї iснує такий крок FD-методу
j0, що для всiх наступних j ≥ j0 користуватись вище наведеними фор-
мулами не можна (виникає дiлення на нуль). Зокрема, така ситуацiя

виникає при n = 1, починаючи з поправок λ(4)1 , u(2)1 (x), при n = 2 – з

поправок λ(8)2 , u(4)2 (x), при n = 3 – з поправок λ(12)3 , u(6)3 (x), i, в загаль-

ному випадку, при n = n0, починаючи з λ(4n0)
n0 , u(2n0)

n0 (x). Тому замiсть
вище наведених формул треба використовувати iншi формули. Їх ми
отримуємо для кожного фiксованого номера n = n0, n0 + 1, .... влас-
ного значення, розв’язуючи вiдповiднi диференцiальнi рiвняння (4) з
накладеними умовами ортогональностi (6).

Так, при n = 1, вже починаючи з λ(2)1 , потрiбно використовувати
формули, наведенi нижче, у яких дiлення на нуль вже нема

λ
(2)
1 = − 1

12π2
, u

(2)
1 (x) =

√
2

96π4
sin(3πx),

u
(3)
1 (x) =

√
2

8640π6
(25 sin(2πx)− 3 sin(4πx)) , λ

(4)
1 =

5

3456π6
,

а при n = 2 маємо

u
(4)
2 (x) =

√
2

48384000π8
(2944 sin(4πx) + 75 sin(6πx)) ,

u
(5)
2 (x) =

√
2

21772800000π10
(2223200 sin(πx) + 349344 sin(3πx)−

−35775 sin(5πx) − 375 sin(7πx)) , λ
(8)
2 =

93824197

31352832000000π14
.

Експериментально визначеною поведiнкою поправок до власних зна-
чень вiдносно порядкового номера n є

λ(j)n = O

(
1

n2j−2

)
.

3 q(x) – кусково-стала функцiя, q(x) ∈ Q0[0, 1]

Розглянемо такий випадок:

q(x) =

{
−a

2 , 0 ≤ x < 1
2 ,

a
2 ,

1
2 ≤ x ≤ 1,

(28)



Експериментально-аналiтичне дослiдження властивостей ... 155

тодi одержуємо λ(2j+1)
n = 0, j = 0, 1, ..., i

λ(2)n = a2
2 cos(πn) + 1

16π2n2
, λ(4)n = a4

[
− cos(πn)

768π4n4
− 5 + 2 cos(πn)

256π6n6

]
,

λ(6)n = a6
[

cos(πn)

245760π6n6
+

7 + 2 cos(πn)

12288π8n8
+

3 (3 + 8 cos(πn))

4096π10n10

]
,

λ(8)n = a8
[
− cos(πn)

165150720π8n8
− 24 + 11 cos(πn)

3932160π10n10
− 11 + 28 cos(πn)

98304π12n12
−

−13 (11 + 4 cos(πn))

65536π14n14

]
,

λ(10)n = a10
[

cos(πn)

190253629440π10n10
+

22 + 23 cos(πn)

660602880π12n12
+

+
208 + 357 cos(πn)

62914560π14n14
+

5 (47 + 21 cos(πn))

1572864π16n16
+

17 (5 + 14 cos(πn))

262144π18n18

]

i

u(1)n (x) =

{
a
√
2

4πnx cos(πnx)−
a
√
2(cos(πn)+1)

8π2n2 sin(πnx), 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

−a
√
2

4πn (x− 1) cos(πnx) + a
√
2(cos(πn)+1)

8π2n2 sin(πnx), 12 < x ≤ 1,

u(2)n (x) =





−a2
√
2

384

(
12x2−1
π2n2 + 6(2 cos(πn)−1)

π4n4

)
sin(πnx) + a2

√
2(cos(πn)−1)
32π3n3 ×

×x cos(πnx), 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

−a2
√
2

384

(
12x2−24x+11

π2n2 + 6(2 cos(πn)−1)
π4n4

)
sin(πnx)+

+a2
√
2(cos(πn)−1)
32π3n3 (x− 1) cos(πnx), 12 < x ≤ 1.

Iншi вирази для поправок не наводимо через їх громiздкiсть. Даний
приклад iлюструє наступну теорему i свiдчить про те, що оцiнка (29)
вiдносно n є непокращуваною за порядком.

Теорема 3.1 Нехай q(x) = a
[
− 1

2 +H
(
x− 1

2

)]
i a > 0. Тодi вико-

нуються спiввiдношення

∣∣∣λ(2j)n

∣∣∣ ≤ c2j

( a

πn

)2j
, j = 1, 2, ..., (29)

λ(2j+1)
n = 0, j = 0, 1, ..., (30)

де H(x) – функцiя Хевiсайда i сталi c2j не залежать вiд a, n i

c2j −−−→
j→∞

0. (31)



156 В.Л. Макаров, Н.М. Романюк, I.I. Лазурчак

Доведення. Справедливiсть рiвностей (30) випливає з теореми
1.1. Доведення нерiвностей (29) будемо здiйснювати методом повної
математичної iндукцiї. При j = 1 з (5) маємо

λ(2)n =
2 cos(πn) + 1

16π2n2
a2 (32)

i c2 тут дорiвнює 3
16 .

Припустимо, що нерiвнiсть (29) виконується для всiх j вiд j = 1
до j = k. Покажемо, що ця нерiвнiсть матиме мiсце i при j = k+ 1. З
формул (4), (5) будемо мати

λ(2k+2)
n =

1∫

0

q(x)u(0)n (x)u(2k+1)
n (x)dx =

1∫

0

q(x)u(0)n (x)

1∫

0

gn(x, ξ1)×

×
[
−

2k∑

p=1

λ(2k+1−p)
n u(p)n (ξ1) + q(ξ1)u

(2k)
n (ξ1)

]
dξ1dx = (33)

= −
2k∑

p=1

λ(2k+1−p)
n

1∫

0

q(x)u(0)n (x)

1∫

0

gn(x, ξ1)u
(p)
n (ξ1)dξ1dx+

+

1∫

0

1∫

0

q(x)u(0)n (x)gn(x, ξ1)q(ξ1)u
(2k)
n (ξ1)dξ1dx = R2k +G1

(
u(2k)n

)
.

Використовуючи оцiнки

max
x,ξ1∈[0,1]

|gn (x, ξ1)| ≤
1

nπ
+

1

2(nπ)2
<

7

6πn
, (34)

∥∥∥u(j)n

∥∥∥
∞

= max
x∈[0,1]

∣∣∣u(j)n (x)
∣∣∣ ≤ dj

( a

πn

)j
, j = 0, 1, ...,

з (33) одержуємо

∣∣∣λ(2k+2)
n

∣∣∣ ≤ a

2

7

6πn

2k∑

p=1

c2k+1−pdp

( a

πn

)2k+1

+
∣∣∣G1

(
u(2k)n

)∣∣∣ = (35)

=
( a

πn

)2k+2 7

12

2k∑

p=1

c2k+1−pdp +
∣∣∣G1

(
u(2k)n

)∣∣∣ = R̂2k +
∣∣∣G1

(
u(2k)n

)∣∣∣ .
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де dj =
(

4
π2

)j 1
(j+1)

√
πj

(див. [3, 4]). Далi

G1

(
u(2k)n

)
=

1∫

0

1∫

0

q(x)u(0)n (x)gn(x, ξ1)q(ξ1)

1∫

0

gn(ξ1, ξ2)×

×
[
−

2k−1∑

p=1

λ(2k−p)
n u(p)n (ξ2) + q(ξ2)u

(2k−1)
n (ξ2)

]
dξ2dξ1dx =

= R2k−1 +G2

(
u(2k−1)
n

)
,

де

R2k−1 = −
2k−1∑

s=1

λ(2k−s)
n

1∫

0

1∫

0

1∫

0

u(0)n (x)q(x)gn(x, ξ1)q(ξ1)gn(ξ1, ξ2)×

× u(s)n (ξ2)dξ2dξ1dx,

G2

(
u(2k−1)
n

)
=

1∫

0

1∫

0

1∫

0

q(x)u(0)n (x)gn(x, ξ1)q(ξ1)gn(ξ1, ξ2)q(ξ2)×

× u(2k−1)
n (ξ2)dξ2dξ1dx,

i, отже, справедлива нерiвнiсть

∣∣∣G1

(
u(2k)n

)∣∣∣ ≤ |R2k−1|+
∣∣∣G2

(
u(2k−1)
n

)∣∣∣ ≤
( a

πn

)2k+2
(

7

12

)2

×

×
2k−1∑

s=1

c2k−sds +
∣∣∣G2

(
u(2k−1)
n

)∣∣∣ = R̂2k−1 +
∣∣∣G2

(
u(2k−1)
n

)∣∣∣ .
(36)

Продовжуючи за аналогiєю, одержуємо

G2k

(
u(1)n

)
= G2k+1

(
u(0)n

)
, (37)

де

G2k+1

(
u(0)n

)
=

1∫

0

· · ·
1∫

0︸ ︷︷ ︸
2k+2

u(0)n (ξ0)

2k∏

i=0

q(ξi)gn(ξi, ξi+1)q(ξ2k+1)×

× u(0)n (ξ2k+1)dξ2k+1 . . . dξ0, ξ0 = x.
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Iз формул (33)–(37) випливає, що

λ(2k+2)
n =

2k−2∑

p=0

R2k−p +G2k+1

(
u(0)n

)
, (38)

де

R2k−p = −
2k−p∑

s=1

λ(2k−p+1−s)
n

∫ 1

0

...

∫ 1

0︸ ︷︷ ︸
p+2

u(0)n (ξ0)

p∏

i=0

q(ξi)gn(ξi, ξi+1)×

× u(s)n (ξp+1)dξp+1...dξ0, p = 0, 1, ..., 2k,

причому R0 = R1 = 0. З (38) отримуємо нерiвнiсть

∣∣∣λ(2k+2)
n

∣∣∣ ≤
2k−2∑

p=0

|R2k−p|+
∣∣∣G2k+1

(
u(0)n

)∣∣∣ ≤
( a

πn

)2k+2

×

×
{

2k∑

p=1

(
7

12

)p 2k+1−p∑

s=1

c2k+2−s−pds

}
+
∣∣∣G2k+1

(
u(0)n

)∣∣∣ . (39)

Змiнивши порядок сумування в (39), отримаємо оцiнку

∣∣∣λ(2k+2)
n

∣∣∣ ≤
( a

πn

)2k+2

χ1

k∑

p=1

c2p

(
7

12

)2k−2p

+
∣∣∣G2k+1

(
u(0)n

)∣∣∣ , (40)

де χ1 =
(

7
12

)2
χ, χ =

∑∞
l=1

(
48
7π2

)l 1
(l+1)

√
πl

≈ 0.316252908.

Залишилось оцiнити
∣∣∣G2k+1

(
u
(0)
n

)∣∣∣. Враховуючи вигляд q(x) з

умов теореми, можна переконатись, що має мiсце формула

G2k+1

(
u(0)n

)
= a2

1
2∫

0

1∫

0

. . .

1∫

0︸ ︷︷ ︸
2k

1
2∫

0

u(0)n (ξ0)
2k−1∏

i=0

gn(ξi, ξi+1)q (ξi+1)×

× gn(ξ2k, ξ2k+1)u
(0)
n (ξ2k+1)dξ2k+1 . . . dξ0. (41)
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Обчислення iнтегралiв tj(ξj) в (41) по змiнним ξj , j = 0, 1, ..., 2k + 1
виконаємо послiдовно, починаючи з ξ0 i до ξ2k+1. Отримаємо

t0(ξ0) = t0,1(ξ0) = u(0)n (ξ0) =
√
2 sin(πnξ0),

t1(ξ1) = −a

1
2∫

0

gn(ξ0, ξ1)t0(ξ0)dξ0 = t1,1(ξ1) + t1,2(ξ1),

t1,1(ξ1) =
a
√
2

4πn

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ1

∣∣∣∣
)
cos (πnξ1) ,

t1,2(ξ1) = − sgn

(
1

2
− ξ1

)
a
√
2 (1 + cos (πn))

8π2n2
sin (πnξ1) ,

t2(ξ2) =

1∫

0

q(ξ1)gn(ξ1, ξ2)t1(ξ1)dξ1 = t2,1(ξ2) + t2,2(ξ2),

t2,1(ξ2) =
a2
√
2

4π2n2

[
1

96
− 1

8

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ2

∣∣∣∣
)2
]
sin (πnξ2) ,

t2,2(ξ2) = sgn

(
1

2
− ξ2

)
a2
√
2 (cos (πn)− 1)

32π3n3

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ2

∣∣∣∣
)
cos (πnξ2)−

− a2
√
2 (2 cos (πn)− 1)

64π4n4
sin (πnξ2) ,

t3(ξ3) =

1∫

0

q(ξ2)gn(ξ2, ξ3)t2(ξ2)dξ1 = t3,1(ξ3) + t3,2(ξ3),

t3,1(ξ3) =
a3
√
2

4π3n3

[
1

384

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ3

∣∣∣∣
)
− 1

96

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ3

∣∣∣∣
)3
]
cos (πnξ3) ,

t3,2(ξ3) = − sgn

(
1

2
− ξ3

)
a3
√
2

3072π4n4
[12 (cos (πn)− 2) ×

×
(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ3

∣∣∣∣
)2

− 5 cos (πn) + 4

]
sin (πnξ3)−

3a3
√
2 (cos (πn)− 1)

256π5n5
×

×
(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ3

∣∣∣∣
)
cos (πnξ3)
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i так далi. Методом повної математичної iндукцiї доводимо, що мають
мiсце представлення

t2j(ξ2j) =

1∫

0

q(ξ2j−1)gn(ξ2j−1, ξ2j)t2j−1(ξ2j−1)dξ2j−1 =

= t2j,1(ξ2j) + t2j,2(ξ2j), j = 1, 2, ..., t0(ξ0) = t0,1(ξ0) = u(0)n (ξ0),

t2j,1(ξ2j) =
a2j

√
2

4(nπ)2j

j∑

p=0

µ
(2j)
2p

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ2j

∣∣∣∣
)2p

sin(nπξ2j),

(42)

а також

t2j+1(ξ2j+1) =

1∫

0

q(ξ2j)gn(ξ2j , ξ2j+1)t2j(ξ2j)dξ2j =

= t2j+1,1(ξ2j+1) + t2j+1,2(ξ2j+1), j = 0, 1, ...,

t2j+1,1(ξ2j+1) =
a2j+1

√
2

4(nπ)2j+1

j∑

p=0

µ
(2j+1)
2p+1

(
1

2
−
∣∣∣∣
1

2
− ξ2j+1

∣∣∣∣
)2p+1

×

× cos(nπξ2j+1).

(43)

Iз (42) i (43) одержуємо

µ
(2j+1)
2p+1 =

µ
(2j)
2p

4 (2p+ 1)
, p = 0, 1, ..., j, j = 0, 1, ..., µ

(0)
0 = 4,

µ
(2j)
0 =

j−1∑

p=0

µ
(2j−1)
2p+1

4 (2p+ 2) (2p+ 3)

(
1

2

)2p+2

, j = 1, 2, ...,

µ
(2j)
2p+2 = −

µ
(2j−1)
2p+1

4 (2p+ 2)
, p = 0, 1, ..., j − 1, j = 1, 2, ...,

(44)

Наслiдком спiввiдношень (44) є

µ
(2j+1)
2p+1 = (−1)p

µ
(2j−2p+1)
1

16p (2p+ 1)!
, p = 0, 1, ..., j, j = 0, 1, ...,

µ
(2j+1)
1 =

1

64

j−1∑

s=0

(−1)s

16s(2s+ 3)!
µ
(2j−2s−1)
1

(
1

2

)2s

, j = 1, 2, ... .

(45)
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Введемо твiрну функцiю f(z) =
∑∞

j=0 z
jµ

(2j+1)
1 , тодi з другого рiв-

няння в (45) маємо

f(z) =

√
z
8

sin
(√

z
8

) ,

звiдки

µ
(2j+1)
1 =

1

j!

djf(z)

dzj

∣∣∣∣
z=0

. (46)

Iз (44), (45) i (46) одержуємо розв’язок системи рекурентних спiввiд-
ношень (44)

µ
(2j+1)
2p+1 =

(−1)
p

16p (2p+ 1)! (j − p)!

dj−pf(z)

dzj−p

∣∣∣∣
z=0

,

p = 0, 1, ..., j, j =0, 1, ...,

µ
(2j)
0 =

j−1∑

p=0

(−1)p

26p+4 (2p+ 3)! (j − p− 1)!

dj−p−1f(z)

dzj−p−1

∣∣∣∣
z=0

,

j =1, 2, ...,

µ
(2j)
2p+2 =

(−1)p+1

24p+2 (2p+ 2)! (j − p− 1)!

dj−p−1f(z)

dzj−p−1

∣∣∣∣
z=0

,

p = 0, 1, ..., j − 1, j =1, 2, ....

(47)

Iз формул (42) i (43) вiдповiдно отримуємо оцiнки

‖t2j+1,2‖∞ ≤M2j+2
n

√
2

a

j∑

p=0

∣∣∣µ(2j)
2p

∣∣∣
(
1

2

)2p+3

+
7

12
Mn ‖t2j,2‖∞ , (48)

‖t2j,2‖∞ ≤ M2j+1
n

√
2

a

j−1∑

p=0

(
1

2

)2p+3 [
7

4

∣∣∣µ(2j−1)
2p+1

∣∣∣+
∣∣∣µ(2j)

2p+2

∣∣∣
]
+ (49)

+
7

12
Mn ‖t2j−1,2‖∞ ,

де Mn = a
πn , ‖t2j,2‖∞ = max

ξ2j∈[0,1]
|t2j,2 (ξ2j)|.
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Використаємо запропоновану в роботi [4] технiку переходу вiд си-
стеми рекурентних нерiвностей (48)-(49) до мажоруючої її зверху си-
стеми рiвнянь. Розв’язавши цю систему, отримуємо оцiнки

‖t2j+1,2‖∞ ≤
( a

πn

)2j+2
j∑

s=0

[
7

12

]2s
Fj−s, (50)

‖t2j,2‖∞ ≤
( a

πn

)2j+1
j−1∑

r=0

[
7

12

]2r
Dj−r, (51)

де

Fj =

√
2

a

(
j∑

p=0

∣∣∣µ(2j)
2p

∣∣∣
(
1

2

)2p+3

+

+
7

12

j−1∑

p=0

(
1

2

)2p+3 [
7

4

∣∣∣µ(2j−1)
2p+1

∣∣∣+
∣∣∣µ(2j)

2p+2

∣∣∣
])

,

Dj =

√
2

a

(
7

12

j−1∑

p=0

∣∣∣µ(2j−2)
2p

∣∣∣
(
1

2

)2p+3

+

+

j−1∑

p=0

(
1

2

)2p+3 [
7

4

∣∣∣µ(2j−1)
2p+1

∣∣∣+
∣∣∣µ(2j)

2p+2

∣∣∣
])

.

За допомогою функцiї

f̃(z) =
∞∑

j=0

zj
∣∣∣µ(2j+1)

1

∣∣∣ =
√
z
8

sinh
(√

z
8

) (52)

знаходимо оцiнки для виразiв Fj i Dj

|Fj | ≤
59

√
2

3a sinh 1

(
1

2

)6j+1

, |Dj | ≤
13

√
2

3a sinh 1

(
1

2

)6j−3

. (53)

Iз (50), (51), (53) отримуємо

‖t2j+1,2‖∞ ≤ a2j+1

(πn)
2j+2

177
√
2

187 sinh1

(
1

2

)6j+1
[(

14

3

)2j+2

− 1

]
, (54)
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‖t2j,2‖∞ ≤ a2j

(πn)2j+1

39
√
2

187 sinh 1

(
1

2

)6j−3
[(

14

3

)2j

− 1

]
. (55)

Останнiй iнтеграл, який обчислюємо в (41), є

G2k+1

(
u(0)n

)
=

1∫

0

u(0)n (ξ2k+1)q(ξ2k+1)t2k+1(ξ2k+1)dξ2k+1 =

= −a

1
2∫

0

u(0)n (ξ2k+1)t2k+1(ξ2k+1)dξ2k+1 = −a

1
2∫

0

u(0)n (ξ2k+1)×

× t2k+1,1(ξ2k+1)dξ2k+1 +

1∫

0

u(0)n (ξ2k+1)q(ξ2k+1)t2k+1,2(ξ2k+1)dξ2k+1 =

= − a2k+2

4(nπ)2k+2

k∑

p=0

µ
(2k+1)
2p+1


(−1)n+1

(
1

2

)2p+2

+
2p+ 1

2

1
2∫

0

ξ2p2k+1 ×

× cos(2nπξ2k+1)dξ2k+1

]
+

1∫

0

u(0)n (ξ2k+1)q(ξ2k+1)t2k+1,2(ξ2k+1)dξ2k+1.

Звiдси, враховуючи (54) i використовуючи функцiю (52), одержуємо
оцiнку ∣∣∣G2k+1

(
u(0)n

)∣∣∣ ≤
( a

πn

)2k+2

· β2k, k = 0, 1, ..., (56)

де

β2k =
1

sh1

(
1

2

)6k+2
[
1

2
+

177
√
2

187

[(
14

3

)2k+2

− 1

]]
.

З (40) i (56) маємо

∣∣∣λ(2k+2)
n

∣∣∣ ≤
( a

πn

)2k+2
[
χ1

k∑

p=1

c2p

(
7

12

)2k−2p

+ β2k

]
, (57)

звiдки отримуємо

c2k+2 ≤ χ1

k∑

p=1

c2p

(
7

12

)2k−2p

+ β2k. (58)
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Замiсть знаку нерiвностi в (58) поставимо знак рiвностi. Отримаємо
мажоруюче рекурентне рiвняння

C2k+2 = χ1

k∑

p=1

C2p

(
7

12

)2k−2p

+ β2k, k = 0, 1, ... (59)

в тому розумiннi, що

C2k+2 ≥ c2k+2, k = 0, 1, ... . (60)

Тут

C2 = c2 = β0 =
1

sh1

[
1

8
+

59
√
2

12

]
. (61)

Розв’язуючи рекурентне рiвняння (59), отримаємо

C2k+2 = χ1

k−1∑

p=0

β2p

(
χ1 +

(
7

12

)2
)k−1−p

+ β2k, k = 0, 1, ..., (62)

звiдки згiдно (60) одержимо оцiнку

c2k+2 ≤ 6.1570 · [0.4479]k − 0.2 · 10−8 · [0.3403]k − 0.1340 · [0.0156]k . (63)

Iз (57), (60)–(63) випливає справедливiсть спiввiдношень (29) i (31).
Теорема доведена.

4 q(x) – неперервна кусково-гладка функцiя,
q(x) ∈ Q1[0, 1] ∩ C[0, 1]

Нехай

q(x) =

{
1
2 , 0 ≤ x ≤ 1

2 ,
1− x, 12 < x ≤ 1,

(64)

тодi поправки до власних значень вiдносно номера n ведуть себе на-
ступним чином:

λ(1)n = O (1) , λ(2)n = O

(
1

n2

)
, λ

(3)
2µ = O

(
1

(2µ)
6

)
, n = 2µ, µ = 1, 2, ...,

λ
(3)
2µ−1 = O

(
1

(2µ− 1)
4

)
, n = 2µ− 1, µ = 1, 2, ...,

λ(2j)n = O

(
1

n2j+2

)
, λ(2j+1)

n = O

(
1

n2j+2

)
, j = 2, 3, ... .
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Розрахунки здiйсненi до 14-ї поправки. Для прикладу наведемо
декiлька перших:

λ(1)n =
3

8
+

1− cos(πn)

4π2n2
,

λ(2)n =
5

768π2n2
− 3 cos(πn) + 7

64π4n4
+

5 (cos(πn)−1)

32π6n6
,

λ(3)n =
cos(πn)−1

2048π4n4
+

5 (8+cos(πn))

768π6n6
+

77 (cos(πn)− 1)

384π8n8
− 3 (cos(πn)− 1)

16π10n10
,

λ
(3)
2µ−1 = − 1

1024π4 (2µ− 1)4
+

35

768π6 (2µ− 1)6
− 77

192π8 (2µ− 1)8
+

+
3

8π10 (2µ− 1)
10 , n = 2µ− 1, λ

(3)
2µ =

15

256π6 (2µ)
6 , n = 2µ, µ = 1, 2, ...,

λ(4)n =
42 cos(πn) + 43

589824π6n6
+

47 cos(πn)− 252

12288π8n8
+

1274 + 761 cos(πn)

4096π10n10
−

− 913 (cos(πn)− 1)

1536π12n12
+

143 (cos(πn) − 1)

512π14n14
.

Двi першi поправки до власних функцiй мають вигляд:

u(1)n (x) =





−
√
2

16

(
1
πn + 2(cos(πn)−1)

π3n3

)
x cos(πnx)+

+
√
2

32

(
1

π2n2 + 6(cos(πn)−1)
π4n4

)
sin(πnx), 0 ≤ x ≤ 1

2 ,√
2

16

(
4x−1
πn − 2(cos(πn)−1)

π3n3

)
(x− 1) cos(πnx)−

−
√
2

32

(
8x−5
π2n2 − 6(cos(πn)−1)

π4n4

)
sin(πnx), 12 < x ≤ 1,

u(2)n (x) =





−
√
2

1536

(
1

π3n3 + 24(3 cos(πn)+2)
π5n5 − 216(cos(πn)−1)

π7n7

)
x cos(πnx)−

−
√
2

61440

(
120x2−17

π2n2 +
10(48(cos(πn)−1)x2−23 cos(πn)+9)

π4n4 −

− 80(12(cos(πn)−1)x2+71 cos(πn)+67)
π6n6 + 12960(cos(πn)−1)

π8n8

)
×

× sin(πnx), 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

−
√
2

1536

(
160x2−140x+29

π3n3 + 24(7(cos(πn)−1)x−4 cos(πn)+9)
π5n5 −

− 216(cos(πn)−1)
π7n7

)
(x− 1) cos(πnx) −

√
2

61440

(
1

π2n2

[
1920x4 −

−4800x3 + 3960x2 − 1200x +103]− 10
π4n4 [192(cos(πn)− 1)×

×x3 − 48(9 cos(πn)− 29)x2 + 48(6 cos(πn)− 31)x−
−73 cos(πn)+ 399]− 80((cos(πn)−1)(12x2−108x)+65 cos(πn)−47)

π6n6 +

+ 12960(cos(πn)−1)
π8n8

)
sin(πnx), 12 < x ≤ 1.
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5 Функцiя q(x) належить негативному простору
Соболєва H−1

2
(0, 1)

Нехай q(x) = aδ (x− 1/2) , a > 0, δ (z) – дельта-функцiя Дiрака. Як
вiдомо, для будь-якої функцiї f(x) ∈ C1[0, 1] виконується фiльтруюча
властивiсть

1∫

0

f(x)δ

(
x− 1

2

)
dx = f

(
1

2

)
. (65)

Тодi для всiх парних n отримуємо u
(j)
n (x) = 0, λ(j)n = 0, j = 1, 2, ...

i FD-метод 0-го рангу дає точний розв’язок задачi (1) λn = λ
(0)
n =

(πn)2, un(x) = u
(0)
n (x) =

√
2 sin(πnx), а для непарних n = 2µ − 1, µ =

1, 2, ... маємо λ(2j)n = O
(

1
n2j

)
, λ(2j−1)

n = O
(

1
n2j−2

)
, j = 1, 2, ... . Наведе-

мо для прикладу декiлька перших поправок при n = 2µ−1, µ = 1, 2, ...

λ(1)n = 2a, λ(2)n = − a2

π2n2
, λ(3)n = − a3

3π2n2
+

7a3

2π4n4
,

λ(4)n =
19a4

24π4n4
− 31a4

4π6n6
,

λ(5)n =
a5

15π4n4
− 31a5

12π6n6
+

38785a5

2048π8n8
− 93a5

16384π10n10
.

При непарних n поправки до власних функцiй u
(j)
n (x), j = 1, 2, ... є

парними функцiями на вiдрiзку [0, 1] вiдносно точки 1
2 для будь-якого

j = 1, 2, ... , тобто u(j)n (x) = u
(j)
n (1− x). Так, наприклад,

u(1)n (x) = a
√
2 (−1)

µ+1
gn

(
x,

1

2

)
,

u(2)n (x) = a2
√
2 (−1)

µ+1


−2

1∫

0

gn

(
ξ,

1

2

)
gn (x, ξ) dξ+

+gn

(
1

2
,
1

2

)
gn

(
x,

1

2

)]
.

Дослiдимо збiжнiсть FD-методу для даного випадку. Враховуючи
властивостi функцiї q(x), з (5) i (11) отримуємо

λ(j+1)
n = a

1∫

0

δ

(
x− 1

2

)
u(j)n (x)u(0)n (x) = a

√
2 (−1)

µ+1
u(j)n

(
1

2

)
,
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u(j+1)
n (x) =

1∫

0

gn (x, ξ)

[
−

j∑

p=1

λ(j+1−p)
n u(p)n (ξ) + aδ

(
ξ − 1

2

)
u(j)n (ξ)

]
dξ =

= −
j∑

p=1

λ(j+1−p)
n

1∫

0

gn (x, ξ) u
(p)
n (ξ)dξ + agn

(
x,

1

2

)
u(j)n

(
1

2

)
,

звiдки ∣∣∣λ(j+1)
n

∣∣∣ = a
√
2

∣∣∣∣u
(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ , (66)

∣∣∣∣u
(j+1)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤
j∑

p=1

∣∣∣λ(j+1−p)
n

∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

1∫

0

gn

(
1

2
, ξ

)
u(p)n (ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
+

+ a

∣∣∣∣gn
(
1

2
,
1

2

)∣∣∣∣
∣∣∣∣u

(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ , (67)

∥∥∥u(j+1)
n

∥∥∥
L2

≤
j∑

p=1

∣∣∣λ(j+1−p)
n

∣∣∣

∥∥∥∥∥∥

1∫

0

gn (·, ξ)u(p)n (ξ)dξ

∥∥∥∥∥∥
L2

+ (68)

+a

∥∥∥∥gn
(
·, 1
2

)∥∥∥∥
L2

∣∣∣∣u
(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ .

Тодi маємо оцiнки

∣∣∣∣u
(j+1)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤ a
√
2

j∑

p=1

∣∣∣∣u
(j−p)
n

(
1

2

)∣∣∣∣Mn

∥∥∥u(p)n

∥∥∥
L2

+ a

∣∣∣∣gn
(
1

2
,
1

2

)∣∣∣∣×

×
∣∣∣∣u

(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤ a
√
2Mn

j∑

p=0

∣∣∣∣u
(j−p)
n

(
1

2

)∣∣∣∣
∥∥∥u(p)n

∥∥∥
L2

, (69)

∥∥∥u(j+1)
n

∥∥∥
L2

≤ a
√
2Mn

j∑

p=0

∣∣∣∣u
(j−p)
n

(
1

2

)∣∣∣∣
∥∥∥u(p)n

∥∥∥
L2

, (70)

де

Mn = max
x,ξ∈[0,1]

|gn (x, ξ)| ≤
1

nπ
+

1

2(nπ)2
. (71)
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Введемо позначення

vj+1 =
(
a
√
2Mn )

−j−1

∣∣∣∣u
(j+1)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ,

Vj+1 =
(
a
√
2 Mn )

−j−1
∥∥∥u(j+1)

n

∥∥∥
L2

.

(72)

Виконаємо замiни (72) в системi рекурентних нерiвностей (69), (70).
Одержимо

vj+1 ≤
j∑

p=0

vj−pVp, Vj+1 ≤
j∑

p=0

vj−pVp. (73)

Замiсть знаку нерiвностi поставимо знак рiвностi. Отримаємо ма-
жоруючу систему рекурентних рiвнянь

ωj+1 =

j∑

p=0

ωj−pΩp, Ωj+1 =

j∑

p=0

ωj−pΩp, j = 1, 2, ... (74)

в тому розумiннi, що її розв’язок мажорує вiдповiдний розв’язок си-
стеми нерiвностей (73), тобто

Ωj ≥ Vj , ωj ≥ vj , j = 0, 1, ... . (75)

Тут

v0 = ω0 =

∣∣∣∣u
(0)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ =
√
2, V0 = Ω0 =

∥∥∥u(0)n

∥∥∥
L2

= 1. (76)

Як бачимо,
ωj+1 =

√
2Ωj+1, (77)

тодi з (74), як наслiдок, одержуємо систему рекурентних рiвнянь

Ωj+1 =

j∑

p=0

Ωj−pΩp, j = 0, 1, ... , Ω0 = 1, (78)

розв’язком якої згiдно [8, c.210-212] буде вираз

Ωj = 4j2
(2j − 1)!!

(2j + 2)!!
, j = 0, 1, ... . (79)
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Враховуючи (66), (75), (77), (79), будемо мати

∥∥∥u(j)n

∥∥∥
L2

≤ 2
(2j − 1)!!

(2j + 2)!!

(
a4

√
2Mn )

j ≤
(
a4

√
2Mn

)j

(j + 1)
√
πj

. (80)

Остання частина нерiвностей (80) була одержана за допомогою мiр-
кувань, пов’язаних з доведенням формули Валлiса [9, c.344]. Врахо-
вуючи (76), (77), (80), одержуємо

∣∣∣∣u
(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤ 2
3
2
(2j − 1)!!

(2j + 2)!!

(
a4

√
2Mn

)j
≤

√
2

(
a4

√
2Mn

)j

(j + 1)
√
πj

∣∣∣λ(j+1)
n

∣∣∣ =
√
2

∣∣∣∣u
(j)
n

(
1

2

)∣∣∣∣ ≤ 4
(2j − 1)!!

(2j + 2)!!

(
a4

√
2 Mn

)j
≤

≤ 2

(
a4

√
2Mn

)j

(j + 1)
√
πj

.

(81)

Iз формул (80) i (81) випливає наступне твердження.

Теорема 5.1 Нехай виконується умова

rn = a4
√
2Mn < 1, (82)

тодi FD-метод для задачi Штурма-Лiувiлля (1) з q(x) = aδ
(
x− 1

2

)

збiгається суперекспоненцiально i мають мiсце оцiнки точностi

∥∥∥un − m
un

∥∥∥
L2

=

∥∥∥∥∥∥
un −

m∑

j=0

u(j)n

∥∥∥∥∥∥
L2

≤ rm+1
n

(m+ 2)
√
π(m+ 1)(1− rn)

, (83)

∣∣∣∣λn −
m

λn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
λn −

m∑

j=0

λ(j)n

∣∣∣∣∣∣
≤ rmn

(m+ 1)
√
πm(1− rn)

. (84)

Оцiнки (81) для λ(j+1)
n у випадку непарного n за порядком є непо-

кращуваними, про що свiдчать наведенi вище аналiтичнi розрахунки.
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