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Про деякi особливостi симетричних
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Дослiджується окремий випадок задачi трьох тiл, коли два з них ма-
ють однаковi маси, що забезпечує iснування многовиду симетричних
рухiв. Розглядаються iнварiанти симетричних рухiв, а також знахо-
дяться умови обмеженостi (стiйкостi за Лагранжем) цих рухiв. Для
аналiзу стiйкостi ми iстотно спираємося на структуру многовиду си-
метричних рухiв, а також використовуємо iнтеграли енергiї та моменту
кiлькостей руху.

We study a special case of the three-body problem where two of the
bodies are of the same weight and there is a manifold of symmetrical
motions. We consider invariants of the symmetrical motions and establish
the boundedness conditions (of the Lagrange stability) of these motions.
To analyze the stability, we substantially rely on the structure of the
manifold of symmetric motions and use integrals of the energy and angular
momentum.

1 Вступ

Вiдомо, що симетричнi рухи у задачi трьох тiл зазвичай пов’язують
з iм’ям Сiтнiкова [1], якому вдалося довести iснування осцилюючих
фiнальних еволюцiй якраз на прикладi цих рухiв. З цього приводу
див. також [2].

Нижче ми розглядатимемо деякi специфiчнi особливостi симет-
ричних рухiв, а також зупинимося на умовах їх обмеженостi. Для
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цього в подальшому скористаємось рiвняннями руху задачi трьох тiл
у формi рiвнянь вiдстаней [3]:
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Тут

ρij = |ρij |, vij = |ρ′
ij |, E12 = v212 −

2

ρ12
,

E13 = v213 −
2

ρ13
, E23 = v223 −

2

ρ23
.

В порiвняннi з [3] форму запису передостаннього рiвняння системи
ми замiнили на еквiвалентну, бiльш зручну для нашого дослiдження.
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Надалi ми iстотно використовуватимемо властивiсть консерватив-
ностi системи (1), тобто iнтеграл енергiї

1

2

3∑

i

µiρ
′2
i −

∑

i<j

µiµj

|ρij |
= h = const, (2)

а також векторний iнтеграл моменту кiлькостей руху

3∑

i

µi(ρi × ρ
′
i) = C, (3)

вважаючи в подальшому, що C 6= 0.
Означення 1. Фiксовану пару матерiальних точок (µi, µj), i < j

системи (1) згiдно з [4] назвемо стiйкою за Хiллом, якщо виконується
нерiвнiсть

|ρij(τ)| < c1 ∀τ ∈ R, 0 < c1 = const. (4)

Означення 2. Рух ρ(τ) = (ρ1,ρ2,ρ3)
T системи (1) назвемо ди-

стальним, якщо виконується нерiвнiсть

|ρij(τ)| ≥ c2 ∀τ ∈ R, ∀i < j, 0 < c2 = const. (5)

2 Про iнварiанти симетричних рухiв

Покладемо у системi (1) µ1 = µ2 = µ. Тодi бачимо, що друге рiвняння
системи переходить у третє, якщо

ρ13 = ρ23, E13 = E23. (6)

Разом з тим рiвнiсть E13 = E23 на пiдставi п’ятого i шостого рiвнянь
системы (1) обумовлює виконання спiввiдношення

ρ23ρ
′
13 − ρ13ρ

′
23 = 0, (7)

i таким чином останнє є iнварiантом симетричних рухiв. Використо-
вуючи тотожнiсть

ρ12 + ρ23 − ρ13 = 0,

поряд з (7) отримуємо ще два iнварiанти симетричних рухiв

ρ13ρ
′
12 − ρ12ρ

′
13 = 0, ρ23ρ

′
12 − ρ12ρ

′
23 = 0. (8)
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Отже, характерною ознакою симетричних рухiв у задачi трьох тiл є
iснування iнварiантiв (7) i (8).

Беручи до уваги, що
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Таким чином, на пiдставi (6), (7), (10) рiвняння (1) набувають
вигляду
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Iнтеграл енергiї згiдно з цими рiвняннями має форму

µ2E12 + 2µµ3E13 = 2h. (14)

Враховуючи, що
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а
ρ12 × ρ

′
12 = C1, (16)

де C1 — сталий вектор, якiсне дослiдження системи (13) можемо зве-
сти до дослiдження системи з двома ступенями вiльностi:
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Характерними ознаками многовиду симетричних рухiв (17) є стiй-
кiсть за Хiллом пари матерiальних точок (µ, µ) при умовi, що h < 0,
а також дистальнiсть руху при |C1| 6= 0, як наслiдок рiвностi |ρ13| =
|ρ23|. Крiм того, якщо рух на многовидi (17) є обмеженим, то ця об-
меженiсть стосується як координат ρ12, ρ13, так i швидкостей v12, v13,
тобто має мiсце стiйкiсть за Лагранжем.

3 Про геометричну iнтерпретацiю симетричних
рухiв

Застосуємо для аналiзу симетричних рухiв встановленi автором ранi-
ше спiввiдношення [5], якi зв’язують нарiзно квадрати взаємних вiд-
станей мiж тiлами (матерiальними точками) i квадрати вiдстаней тiл
до барицентра системи:

ρ21 = µ2(µ2 + µ3)ρ
2
12 + µ3(µ2 + µ3)ρ

2
13 − µ2µ3ρ

2
23,

ρ22 = µ1(µ1 + µ3)ρ
2
12 − µ1µ3ρ

2
13 + µ3(µ1 + µ3)ρ

2
23,

ρ23 = −µ1µ2ρ
2
12 + µ1(µ1 + µ2)ρ

2
13 + µ2(µ1 + µ2)ρ

2
23.

(18)

На многовидi симетричних рухiв цi спiввiдношення набувають вигля-
ду

ρ21 = µ(µ+ µ3)ρ
2
12 + µ2

3ρ
2
13,

ρ23 = −µ2ρ212 + 4µ2ρ213.
(19)

Оскiльки, як це вже зазначалося вище, на многовидi (17) рух системи
є дистальним, причому пара матерiальнх точок (µ, µ) стiйка за Хiл-
лом, то надалi кожну з рiвностей (19) зручно зобразити вiдповiдно у
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формах
1

µ(µ+ µ3)
u2 − µ2

3
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v2 = 1, (20)

4v2 − 1

µ2
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На пiдставi (20), (21) також маємо рiвнiсть

4u2 − µ2
3

µ2
w2 = 1, (23)

у якiй фiгурують лише квадрати вiдстаней тiл до барицентра системи
i квадрат вiдстаней мiж тiлами, що утворюють пару.

Таким чином, руху розглядуваної системи трьох матерiальнх то-
чок на многовидi (17) можна поставити у вiдповiднiсть рух зобра-
жуючої точки вздовж однiєї з гiпербол (20), (21) або (23). Причому,
оскiльки ми оперуємо додатними величинами ρ1/ρ12, ρ13/ρ12 i ρ3/ρ12,
то цей рух зображуючої точки достатньо розглядати лише на додат-
них напiввiтках (де u > 0, v > 0 i w > 0) згаданих гiпербол. Виходячи
з властивостей гiперболи, можемо стверджувати, що не всi рухи си-
стеми на многовидi (17) будуть обмеженими навiть при вiд’ємному
значеннi сталої h iнтеграла енргiї. Отже, щоб довести обмеженiсть
руху, потрiбно визначити умови, якi виключають рух зображуючої
точки на додатнiй напiввiтцi однiєї з гiпербол вище деякої межi. Для
визначення цiєї межi спробуємо використати iнтеграл енергiї, який
запишемо у виглядi
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ρ13
= 2h, (24)
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µ3

2µ
ρ
′2
3 +

µ

2
ρ
′2
12.

Помножимо обидвi частини рiвностi (24) на ρ12. В результатi от-
римаємо

2Tρ12 = 2µ2 +
4µµ3

v
+ 2hρ12. (25)
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Таким чином, ми отримали рiвнiсть, що мiстить змiнну v, яка входить
у рiвняння гiпербол (20), (21) i (23). Використаємо цю рiвнiсть для
визначення граничної точки на даних гiперболах, вище якої рух зоб-
ражуючої точки на додатних напiввiтках згаданих гiпербол немож-
ливий, i тим самим симетричнi рухи на многовидi (17) є обмеженими.

Оскiльки T ≥ 0 за визначенням, то на пiдставi (25) маємо

2µ2 + 2hρ12 +
4µµ3

v
≥ 0, (26)

звiдки

v ≤ 2µ3

( |h|ρ12
µ

− µ

)−1

. (27)

Таким чином, виходячи з того, що симетричнi рухи є дистальни-
ми, на пiдставi (27) можемо стверджувати, що при достатньо малому
значеннi µ на гiперболах (20), (21) i (23) завжди iснує межа, яку зоб-
ражуюча точка не може перетнути, i тим самим вiдповiдний симет-
ричний рух є обмеженим.

4 Про стацiонарнi симетричнi рухи

Виходячи iз структури многовиду симетричних рухiв (17), бачимо,
що стацiонарним симетричним рухам у задачi трьох тiл вiдповiдають
положення рiвноваги системи (17). Для їх визначення розглянемо рiв-
няння:

2
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+
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якi з врахуванням того, що в положеннi рiвноваги ρ212
′
= 0, далi зруч-

но переписати у виглядi
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Таким чином, маємо систему двох нелiнiйних рiвнянь вiдносно змiн-
них 1/ρ12 i 1/ρ13. Нам потрiбно показати, що ця система рiвнянь має
принаймнi один додатний розв’язок, оскiльки 1/ρ12 i 1/ρ13 є додатни-
ми величинами.

Розв’язавши перше рiвняння системи (29) вiдносно 1/ρ313 i пiдста-
вивши отриманий вираз у друге рiвняння даної системи, одержуємо

1

ρ212

[
2
h

µµ3
+

µ

µ3

1

ρ12
+

2

ρ13

]
= 0. (30)

Оскiльки розглядуваний рух дистальний, то на пiдставi (30) маємо

1

ρ13
= − 1

µ3

[
h

µ
+
µ

2

1

ρ12

]
. (31)

Лiва частина рiвностi (31) додатна, отже права також повинна бути
додатною, звiдки отримуємо

1

ρ12
< −2h

µ2
. (32)

Разом з тим на пiдставi першого рiвняння системи (29) маємо

|C1|2
ρ212

− 4µ

ρ12
> 0, (33)

звiдки
1

ρ12
>

2µ

c2
, |C1|2 = c2. (34)

З умови сумiсностi нерiвностей (32) i (34) отримуємо

hc2 + µ3 < 0. (35)

Пiдставимо тепер значення 1/ρ13 , що виражається правою части-
ною рiвностi (31) у перше рiвняння системи (29). В результатi прий-
демо до рiвняння

8c2µ3µ2
3x

4 + µ4(µ2 − 16µ2
3)x

3 + 6µ4hx2 + 12µ2h2x+ 8h3 = 0, (36)

де x = 1/ρ12. Таким чином, питання iснування додатного розв’язку
системи (29) ми звели до аналогiчного питання, але вже стосовно од-
ного рiвняння четвертого порядку (36).
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Щоб з’ясувати, чи iснує додатний розв’язок рiвняння (36), розгля-
немо полiном

P4(x) = 8c2µ3µ2
3x

4 + µ4(µ2 − 16µ2
3)x

3 + 6µ4hx2 + 12µ2h2x+ 8h3. (37)

Виходячи з того, що з (32) i (34) випливає нерiвнiсть

2µ

c2
< x < −2h

µ2
, (38)

розглянемо значення P4(x) вiдповiдно при x = 2µ/c2 i x = −2h/µ2. В
результатi отримаємо

P4(
2µ

c2
) =

8

c6
(hc2 + µ3)3, (39)

P4(−
2h

µ2
) = 128

µ2
3h

3

µ5
(hc2 + µ3). (40)

Отже, при переходi вiд значення x = 2µ/c2 до значення x = −2h/µ2

полiном P4(x), враховуючи нерiвнiсть (35), змiнює знак, що свiдчить
про наявнiсть додатного кореня рiвняння (36), а отже, i про наяв-
нiсть додатного розв’язку системи (29). Таким чином, ми прийшли
до такого

Твердження. Необхiдною i достатньою умовою iснування си-
метричних стацiонарних рухiв на многовидi (17) є виконання нерiв-
ностi

hc2 + µ3 < 0.

Необхiднiсть твердження, як ми могли переконатися вище, випли-
ває з нерiвностей (32) i (34), а достатнiсть — з рiвностей (39) i (40).

5 Про стiйкiсть за Лагранжем симетричних рухiв

Як вже зазначалося вище, будь-який обмежений симетричний рух у
задачi трьох тiл є стiйким за Лагранжем, а тому є сенс говорити саме
про стiйкi за Лагранжем рухи. У третьому параграфi за допомогою
iнтеграла енергiї ми показали, що при достатньо малих масах тiл, що
утворюють стiйку за Хiллом пару, симетричний рух є обмеженим, а
отже, стiйким за Лагранжем. Разом з тим ми не вказали, наскiльки цi
маси повиннi бути малими, щоб забезпечити стiйкiсть. Це пояснюєть-
ся вiдсутнiстю у наших мiркуваннях оцiнки для вiдстанi ρ12. Нижче
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ми отримаємо цю оцiнку i, використавши рiвняння многовиду симет-
ричних рухiв (17), визначимо умови iснування стiйких за Лагранжем
рухiв.

Теорема. Нехай ρ(τ) = (ρ1,ρ2,ρ3)
T – симетричний рух задачi

трьох тiл, який належить множинi вiд’ємних значень iнтеграла
енергiї:

Ω = {(ρ,ρ′) : T − U = h < 0} .
Тодi, якщо

|ρ12 × ρ
′
12| = c > 0 (41)

i виконується умова

2

µµ3c2
[hc2 + 4(1− µ)µ3] +

h

µ+ 4µ3
< 0, (42)

то розглядуваний симетричний рух стiйкий за Лагранжем.
Доведення. Припустимо, що при виконаннi умов теореми до-

слiджуваний симетричний рух ρ(τ) = (ρ1,ρ2,ρ3)
T є нестiйким за

Лагранжем. Тодi iснує така послiдовнiсть {τk} (k = 1, 2, 3, . . . ), що

lim
k→∞

τk = ∞, lim
k→∞

ρ13(τk) = ∞, ρ13(τk) = |ρ13(τk)|. (43)

Скористаємось рiвнiстю (24), переписавши її у виглядi

µ2

[
1

2µ

(
ρ′212 +

|ρ12 × ρ
′
12|2

ρ212

)
− 2

ρ12

]
+
µ3

2µ
ρ
′2
3 − 4

µµ3

ρ13
= 2h. (44)

Згiдно з припущенням про нестiйкiсть в послiдовностi {τk} iснує та-
кий достатньо великий номер r, що при k ≥ r справедлива нерiвнiсть

1

2µ

(
ρ′212 +

|ρ12 × ρ
′
12|2

ρ212

)∣∣∣
τ∈{τk}

− 2

ρ12(τk)
≤ 0, ∀k ≥ r (45)

i тим бiльше
1

2µ

c2

ρ212(τk)
− 2

ρ12(τk)
≤ 0, ∀k ≥ r,

звiдки

ρ12(τk) ≥
c2

4µ
, ∀k ≥ r. (46)
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Згiдно з рiвнiстю (24), враховуючи умову (41) теореми, маємо

µ2

ρ12
+

2µµ3

ρ13
> −h, (47)

а оскiльки
ρ13 ≥ ρ12

2
,

то тим бiльше
µ2

ρ12
+

4µµ3

ρ12
> −h,

звiдки

ρ12 <
µ(µ+ 4µ3)

|h| . (48)

Згiдно з рiвняннями (17) отримуємо рiвнiсть

ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
=

2h

µµ3
+

2µ(1− µ)

µ3ρ12
− µ

ρ12
+

2

ρ13
. (49)

Беручи до уваги нерiвнiсть (48), на пiдставi (49) маємо нерiвнiсть

ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
<

2h

µµ3
+

2µ(1− µ)

µ3ρ12
+

h

µ+ 4µ3
+

2

ρ13
, (50)

яку з врахуванням оцiнки (46) переписуємо у виглядi

[ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
]
∣∣∣
τ∈{τk}

<
2

µµ3c2
[hc2 + 4(1− µ)µ3]+

+
h

µ+ 4µ3
+

2

ρ13(τk)
, ∀k ≥ r. (51)

У вiдповiдностi з умовою (42) теореми, а також рiвнiстю (43) мо-
жемо стверджувати, що iснує такий достатньо великий номер s ≥ r,
що при k ≥ s має мiсце нерiвнiсть

[ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
]
∣∣∣
τ∈{τk}

< −δ, ∀k ≥ s, (52)

0 < δ = const, δ <

∣∣∣∣
2

µµ3c2
[hc2 + 4(1− µ)µ3] +

h

µ+ 4µ3

∣∣∣∣ .

Оскiльки пара матерiальних точок (µ, µ) стiйка за Хiллом, а роз-
глядуваний симетричний рух дистальний, то швидкостi матерiальних
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точок на многовидi (17) обмеженi. Звiдси, враховуючи (43), робимо
висновок, що iснує послiдовнiсть зростаючих промiжкiв часу

{Tj} = [τs+j − τnj
], τs+j ∈ {τk}, j = 1, 2, 3, . . . ,

τnj
< τs+j , n1 < n2 < n3 . . . , (53)

на яких виконується нерiвнiсть

[ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
] < −δ, ∀τ ∈ {Tj}. (54)

Iнтегруючи (54), отримуємо нерiвнiсть

[ρ213
′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |ττ1< −δ(τ − τ1), τ > τ1, [τ1, τ ] ⊆ {Tj}, (55)

яку можемо переписати у виглядi

[ρ213
′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |τ< [ρ213

′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |τ1 −δ(τ − τ1). (56)

Iнтегруючи нерiвнiсть (56), одержуємо

[ρ213 +
µ

2µ3
ρ212] |ττ1< [ρ213

′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |τ1 (τ − τ1)−

δ

2
(τ − τ1)

2. (57)

Покладемо в нерiвностi (57) τ1 = τnj
, τ = τs+j i перепишемо її у

виглядi
[ρ213 +

µ

2µ3
ρ212] |τ=τs+j

−[ρ213 +
µ

2µ3
ρ212] |τ=τnj

<

< (τs+j − τnj
)

{
[ρ213

′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |τ=τnj

− δ
2
(τs+j − τnj

)

}
(58)

Доданки

[ρ213 +
µ

2µ3
ρ212] |τ=τnj

, [ρ213
′
+

µ

2µ3
ρ212

′
] |τ=τnj

(59)

в нерiвностi (58) вiдповiдають таким скiнченим моментам часу τ =
τnj

, що величина [ρ213 + µ
2µ3

ρ212] досягає у них критичного значення,
при якому

[ρ213
′′
+

µ

2µ3
ρ212

′′
] |τ=τnj

< −δ.

Отже, вибiр величин (59) у нерiвностi (58) завжди можна здiйснити
таким чином, щоб вони були обмеженими.



190 С.П. Сосницький

Довжина промiжка [τs+j − τnj
] при j → ∞ вiдповiдно до (43)

i визначенням моментiв часу τnj
прямує до нескiнченностi. Таким

чином, права частина нерiвностi (58) прямує до мiнус нескiнченно-
стi. Навпаки, згiдно з рiвнiстю (43) лiва частина нерiвностi (58) при
j → ∞ прямує до плюс нескiнченностi. Приходимо до суперечностi,
яка дозволяє зробити висновок про справедливiсть теореми. ✷

На завершення зазначимо, що умовами теореми ми окреслили мно-
жину тих початкових умов i параметрiв системи, якi виключають ре-
алiзацiю осцилюючих фiнальних еволюцiй на многовидi симетричних
рухiв у задачi трьох тiл, що може мати деякий теоретичний iнтерес.

[1] Ситников K.A. Существование осциллирующих движений в задаче
трех тел // ДАН СССР. — 1960. — 133, № 2. — С. 303–306.

[2] Алексеев В.М. Лекции по небесной механике. — Москва-Ижевск: НИЦ
РХД, 2001. — 156 с.

[3] Sosnitskiї S.P. On the orbital stability of triangular Lagrangian motions
in the three-body problem // Astron. J. — 2008. — 136, No. 6. — P. 2533–
2540.

[4] Голубев В.Г., Гребенников Е.А. Проблема трех тел в небесной механи-
ке. — М.: Изд–во МГУ, 1985. — 240 c.

[5] Сосницький С.П. Про стiйкiсть руху за Лагранжем у задачi трьох тiл
// Укр. мат. журн. — 2005. — 57, № 8. — C. 1137–1143.


