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В данной работе изложены результаты исследования двух связанных
управляемых осцилляторов, модель которых представлена системой
дифференциальных уравнений. Найдены соотношения, позволяющие
упростить процесс решения задачи управления, а также рассмотрены
разные способы решения задачи оптимального управления.

The present paper presents results of study of two coupled
controlled oscillators whose model is a system of differential equations.
The relations which make it possible to simplify solving the control
problem are established. Different solution methods of the optimal control
problem are considered.

Вступ. Останнiм часом пiдвищився iнтерес до вивчення рiвнянь
руху керованих зв’язаних осциляторiв [1–3]. Аналогiчнi рiвняння ви-
никають при моделюваннi рiзноманiтних гiроскопiчних систем [4].
Дана робота присвячена дослiдженню таких осциляторiв, знайденi
спiввiдношення, якi спрощують процес розв’язання задачi керування
та розглянутi рiзнi способи побудови оптимального керування.

1 Зведення системи двох керованих осциляторiв
до керованої майже консервативної системи

Розглянемо таку систему двох зв’язаних повнiстю керованих осциля-
торiв [5]:

q̈1 + ω2
1q1 = ε(a11q̇1 + b11q1 + a12q̇2 + b12q2 + c1u1),

q̈2 + ω2
2q2 = ε(a21q̇1 + b21q1 + a22q̇2 + b22q2 + c2u2),

(1)
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де qi — узагальненi координати, aii, bii, wi, ci — сталi коефiцiєнти, ui
— керування, i = 1, 2, ε — малий параметр. Подамо систему (1) у
матричному виглядi

q̈ +W 2q = ε(Aq̇ +Bq + Cu), (2)

де

W =

[
ω1 0
0 ω2

]
∈ R2×2, A =

[
a11 a12
a21 a22

]
∈ R2×2, B =

[
b11 b12
b21 b22

]
∈ R2×2,

C =

[
c1 0
0 c2

]
∈ R2×2, q =

[
q1
q2

]
∈ R2×1, u =

[
u1
u2

]
∈ R2×1.

Система (2) з точки зору теорiї гiроскопiчних (механiчних) систем
знаходиться пiд дiєю потенцiйних сил, якi характеризуються симет-
ричною матрицею W 2. Також на неї додатково дiють малi (0 ≤ ε≪ 1)
гiроскопiчнi, дисипативнi, потенцiйнi та неконсервативнi сили, якi вiд-
повiдно характеризуються матрицями [4]

H0 =
A−AT

2
, B0 =

A+AT

2
, C0 =

B +BT

2
, P0 =

B −BT

2
. (3)

Малий параметр ε в гiроскопiчних системах залежить вiд кутової
швидкостi обертання Землi U ≈ 7, 29·10−51/c, яка є малою порiвняно з

кутовою швидкiстю ω > 1/c обертання роторiв гiроскопiв: ε =
U

ω
≪ 1.

Зведемо систему (2) до форми Кошi замiною

x1 = Kq, x2 =Mq̇, (4)

де K,M ∈ R2×2, detK 6= 0, detM 6= 0.
Пiсля виконання перетворень отримаємо

ẋ1 = KM−1x2,

ẋ2 = −MW 2K−1x1 + ε(MBK−1x1 +MAM−1x2) + εMCu.
(5)

Систему (5) запишемо у компактному виглядi

ẋ = (F0 + εF1)x+ εC1u, (6)

де

x =

[
x1
x2

]
∈ R4×1, F0 =

[
0 KM−1

−MW 2K−1 0

]
∈ R4×4,
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F1 =

[
0 0

MBK−1 MAM−1

]
∈ R4×4, C1 =

[
0

MC

]
∈ R4×1.

Для того, щоб система (6) була майже консервативною [6, 7], мат-
риця F0 повинна бути кососиметричною та невиродженою, тобто за-
довольняти умову F0 = −FT

0 [8]. В нашому випадку ця умова матиме
такий вигляд:

[
0 KM−1

−MW 2K−1 0

]
= −

[
0 −(MW 2K−1)T

(KM−1)T 0

]
. (7)

Звiдси
KM−1 = (MW 2K−1)T . (8)

Розв’яжемо дане рiвняння (8) вiдносно K:

KM−1 = K−TW 2TMT , (9)

де

K =

[
k11 k12
k21 k22

]
, M =

[
m11 m12

m21 m22

]
, W =

[
ω1 0
0 ω2

]
.

Оскiльки W — симетрична матриця, то W 2T =W 2. Тодi

KM−1 = K−TW 2MT ,

KTK =W 2MTM, (10)

KTK =

[
k11 k21
k12 k22

] [
k11 k12
k21 k22

]
=

[
k211 + k221 k11k12 + k21k22

k11k12 + k21k22 k212 + k222

]
,

MTM =

[
m2

11 +m2
21 m11m12 +m21m22

m11m12 +m21m22 m2
12 +m2

22

]
,

W 2 =

[
ω2
1 0
0 ω2

2

]
.

Таким чином, система (10) буде мати вигляд
[

k211 + k221 k11k12 + k21k22
k11k12 + k21k22 k212 + k222

]
=

=

[
(m2

11 +m2
21)ω

2
1 (m11m12 +m21m22)ω

2
1

(m11m12 +m21m22)ω
2
2 (m2

12 +m2
22)ω

2
2

]
. (11)
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Оскiльки матриця W дiагональна, то i матрицi K i M також ви-
беремо дiагональними. Тодi

[
k211 0
0 k222

]
=

[
m2

11ω
2
1 0

0 m2
22ω

2
2

]
. (12)

Звiдси
k11 = m11ω1, k22 = m22ω2. (13)

Отже, пiсля замiни

x1 =MWq, x2 =Mq̇, (14)

де

M =

[
m11 0
0 m22

]
, W =

[
ω1 0
0 ω2

]
,

система (6) двох зв’язаних осциляторiв набуде вигляду

ẋ = (F0 + εF1)x+ εC1u, (15)

де

F0 =

[
0 W

−W 0

]
, F1 =

[
0 0

MBW−1M−1 MAM−1

]
, C1 =

[
0

MC

]
,

(16)
або

F0 =




0 0 ω1 0
0 0 0 ω2

−ω1 0 0 0
0 −ω2 0 0


 ,

F1 =




0 0 0 0

0 0 0 0

b11
ω1

m11b12
m22ω2

a11
m11a12
m22

m22b21
m11ω1

b22
ω2

m22a21
m11

a22




, C1 =




0 0
0 0

m11c1 0
0 m22c2


 .

(17)
Отже, систему двох зв’язаних керованих осциляторiв (1) зведено

до моделi керованої майже консервативної системи (15).
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2 Перший спосiб побудови оптимального
керування

Розглянемо задачу керування системою (15) з матрицями коефiцiєн-
тiв (16), (17).

Введемо квадратичний критерiй якостi

J =

∞∫

0

(xTQx+ uTRu)dt, (18)

де

0 ≤ Q =

[
Q11 Q12

QT
12 Q22

]
∈ R4×4, 0 < R ∈ R2×2, Qij ∈ R2×2, i, j = 1, 2.

Розв’язком задачi оптимального керування системою (15) з кри-
терiєм (18) є (див., наприклад, [9, 10])

u = −εR−1CT
1 Sx, (19)

де стала симетрична додатно визначена матриця S ∈ R4×4 задоволь-
няє матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi

S(F0 + εF1) + (F0 + εF1)
TS − ε2SC1R

−1CT
1 S +Q = 0. (20)

Замiна P = εS [11] зводить останнi два спiввiдношення до вигляду,
притаманному задачi слабкого керування:

u = −R−1CT
1 Px, (21)

P (F0 + εF1) + (F0 + εF1)
TP − εPC1R

−1CT
1 P + εQ = 0, (22)

де P — симетрична додатно визначена матриця.
Отже, задача побудови керування двома зв’язаними осциляторами

зводиться до розв’язку рiвняння Рiккатi спецiального вигляду (22),
яке можна записати таким чином:

P12(−W + εMBW−1M−1) + (−W + εM−1W−1BTM)PT
12−

−εP12MCR−1CMPT
12 + εQ11 = 0,

PT
12W + εP22MAM−1 +WP12 + εM−1ATMP22−

−εP22MCR−1CMP22 + εQ22 = 0,

P11W + εP12MAM−1 + (−W + εM−1W−1BTM)PT
22−

−εP12MCR−1CMP22 + εQ12 = 0.

(23)
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Тут враховано, що матрицi четвертого порядку P та Q записанi у
блочнiй формi

P =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
, Q =

[
Q11 Q12

QT
12 Q22

]
, (24)

де P11, P12, P22, Q11, Q12, Q22 — матрицi другого порядку.
Шукатимемо компоненти Pij матрицi-розв’язку P у виглядi рядiв

за степенями ε

Pij = P 0
ij + εP 1

ij + ε2P 2
ij + ... (25)

Пiсля пiдстановки (25) в (23) з першого рiвняння маємо

P 0
12W = −(P 0

12W )T ,

тобто матриця P 0
12W = Ω — довiльна кососиметрична. Виберемо най-

простiйший випадок Ω ≡ 0, тодi P 0
12 = 0 i також

P 1
12W +W (P 1

12)
T = Q11. (26)

Оскiльки Q11 — симетрична матриця, то будемо шукати розв’язок
останнього рiвняння в класi симетричних матриц P 1

12 = (P 1
12)

T . Тодi
матимемо такий вираз для другого рiвняння Рiккатi з (23):

εP22MAM−1+εM−1ATMP22−εP22MCR−1CMP22+εQ11+εQ22 = 0,

P22MAM−1+M−1ATMP22−P22MCR−1CMP22+Q11+Q22 = 0. (27)

Розв’яжемо рiвняння (27) вiдносно P22, враховуючи, що
R = diag{r1, r2}, та структуру матрицi P [7]. Нехай P22 = diag{p1, p2},
а Q11 +Q22 = diag{q11, q22}; тодi

pi =
aiiri
m2

iic
2
i

+

√
a2iir

2
i

m4
iic

4
i

+
qiiri
m2

iic
2
i

, (28)

де i = 1, 2.
Таким чином,

P22 =




a11r1
m2

11c
2
1

+

√
a211r

2
1

m4
11c

4
1

+
q11r1
m2

11c
2
1

0

0
a22r2
m2

22c
2
2

+

√
a222r

2
2

m4
22c

4
2

+
q22r2
m2

22c
2
2



.

(29)
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З третього рiвняння системи (23) неважко знайти, що P11 = P22.
Остаточно отримаємо

P = diag{p1, p2, p1, p2}, (30)

де

pi =
aiiri
m2

iic
2
i

+

√
a2iir

2
i

m4
iic

4
i

+
qiiri
m2

iic
2
i

.

3 Другий спосiб побудови оптимального
керування

Задачу оптимального керування можна розв’язати також наступним
чином. За допомогою замiни з матрицею перестановок [12]

L =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 (31)

зведемо систему (15)–(17) до вигляду

˙̃q = (F̃0 + εF̃1)q̃ + εC̃u, (32)

де

F̃0 = LF0L
T =




0 ω1 0 0
−ω1 0 0 0
0 0 0 ω2

0 0 −ω2 0


 ,

F̃1 = LF1L
T =




0 0 0 0

b11
ω1

a11
m11b12
m22ω2

m11a12
m22

0 0 0 0

m22b21
m11ω1

m22a21
m11

b22
ω2

a22




, (33)

C̃ = LC1 =




0 0
m11c1 0

0 0
0 m22c2


 .
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Аналогiчно до попереднього розв’язку, вводимо критерiй якостi
(18) та, використовуючи замiну [11] P = εS, зводимо задачу опти-
мального керування системою (19), (20) до задачi слабкого керування
(21), (22). Отримаємо керування

u = −R−1C̃TPx, (34)

де P — симетрична додатно визначена матриця, що задовольняє рiв-
няння

P (F̃0 + εF̃1) + (F̃0 + εF̃1)
TP − εP C̃R−1C̃TP + εQ = 0, (35)

Матрицю-розв’язок P будемо шукати у виглядi розкладу за малим
параметром

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ... . (36)

Пiдставимо вираз матрицi P в (36) i прирiвняємо коефiцiєнти при
однакових степенях ε, отримаємо нескiнченну систему алгебраїчних
рiвнянь типу Рiккатi:

P0F̃0 + F̃0

T
P0 = 0,

P1F̃0 + P0F̃1 + F̃0

T
P1 + F̃1

T
P0 − P0C̃R

−1C̃TP0 +Q = 0,

P2F̃0 + P1F̃1 + F̃0

T
P2 + F̃1

T
P1 + P0C̃R

−1C̃TP1 − P1C̃R
−1C̃TP0 = 0,

...........................................................................................................
(37)

Перше рiвняння системи (37) показує, що нульове наближення
матрицi P комутує з кососиметричною матрицею A0. Таких комута-
торiв нескiнченна множина, але iншi рiвняння дозволяють знайти шу-
кану конкретну симетричну додатно визначену матрицю. Розглянемо
друге рiвняння системи (врахуємо, що F0 — кососиметрична матриця)
та перетворимо його до зручного вигляду

F̃0P1 − P1F̃0 = P0F̃1 + F̃1

T
P0 − P0C̃R

−1C̃TP0 +Q. (38)

Розв’язок будемо шукати у блочному виглядi, тому введемо новi
позначення. Нехай

F̃0P1 − P1F̃0 = D =

[
D11 D12

DT
12 D22

]
, P0 = N =

[
N1 0
0 N2

]
, (39)

F̃1 =

[
F11 F12

F21 F22

]
, C̃R−1C̃T = V =

[
V11 V12
V T
12 V22

]
, Q =

[
Q11 Q12

QT
12 Q22

]
.
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Тодi рiвняння (38) набуде вигляду

D = NF1 + FT
1 N −NVN +Q. (40)

Розглянемо дiагональнi блоки Dii (i = 1, 2) матрицi D1 та вiдпо-
вiднi рiвняння

Dii = NiFii + FT
iiNi −NiViiNi +Qii. (41)

Оскiльки F0 не має кратних власних значень, то (41) набуде вигля-
ду

Dii = c

[
2f1 f2 + f3

f2 + f3 2f4

]

ii

− c2
[
v1 v2
v2 v4

]

ii

+

[
q1 q2
q2 q4

]

ii

, (42)

де

Dii =

[
d1 d2
d2 d4

]

ii

, Fii =

[
f1 f2
f2 f4

]

ii

, Ni =

[
c 0
0 c

]

i

, Vii =

[
v1 v2
v2 v4

]

ii

,

Qii =

[
q1 q2
q2 q4

]

ii

, i = 1, 2.

Враховуючи обмеження наDii (d1+d4 = 0), отримаємо дiагональнi
елементи невiдомої матрицi Ni з рiвняння (42),

d =
(f1 + f4) +

√
(f1 + f4)2 + (v1 + v4)(q1 + q4)

v1 + v4
. (43)

З урахуванням (33) маємо

di =
aiiri
m2

iic
2
i

+

√
a2iir

2
i

m4
iic

4
i

+
ri(q1 + q4)

m2
iic

2
i

. (44)

Отже, матриця-розв’язок P буде мати вигляд

P0 = diag{d1, d1, d2, d2}. (45)

Очевидно, що матриця (45) спiвпадає з матрицею (30) пiсля пере-
становки її дiагональних елементiв. Це тому, що ми використовували
матрицю перестановок L (31). Зробимо зворотну замiну i отримаємо

P = diag{p1, p2, p1, p2}, (46)
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де

pi =
aiiri
m2

iic
2
i

+

√
a2iir

2
i

m4
iic

4
i

+
qiiri
m2

iic
2
i

.

Тут враховано, що qii = (q1 + q4)ii.
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