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Для дискретної лiнiйної системи з дiйсною матрицею коефiцiєнтiв,
яка має непарну кiлькiсть елементарних дiльникiв, що вiдповiдають
вiд’ємним характеристичним числам, отримано неперервний аналог з
дiйсною матрицею коефiцiєнтiв. Наведено приклад такого перетворен-
ня.

Для дискретной линейной системы с вещественной матрицей коэффи-
циентов, которая имеет нечетное число элементарных делителей, отве-
чающих отрицательным характеристическим числам, получено непре-
рывный аналог с вещественной матрицей коэффициентов. Приведен
пример такого преобразования.

For a discrete linear system with a real coefficients matrix which has an
add number of elementary divisor responsible for negative characteristic
numbers, a continuous analogy with a real matrix is obtained. An example
of the corresponding transformation is given.

1 Вступ

В сучаснiй економiцi виникає задача отримання з дискретних моделей
неперервнi, якi дають можливiсть ефективнiше дослiджувати еконо-
мiчну динамiку [1]. Задача переходу вiд дискретного (рiзницевого)
скалярного однорiдного рiвняння n-го порядку з дiйсними коефiцiєн-
тами, характеристичний многочлен якого має дiйснi вiд’ємнi коренi,
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до диференцiального скалярного однорiдного рiвняння (неперервного
аналога) з дiйсними коефiцiєнтами розв’язана в [2]. До цього вважа-
лося [1, 3], що такий клас дискретних рiвнянь не має неперервних
аналогiв.

Розкриємо суть задачi для однорiдних рiвнянь, яка тiсно пов’язана
iз задачею для систем в матричному виглядi. З фундаментальних
розв’язкiв обох рiвнянь [4, 5] випливає, що для збiгу розв’язкiв дис-
кретного i диференцiального скалярних однорiдних рiвнянь необхiд-
но, щоб коренi характеристичного многочлена другого рiвняння бу-
ли логарифмами коренiв характеристичного многочлена першого рiв-
няння. Взаємозв’язок мiж обома характеристичними многочленами
наведено в [6].

Характеристичний многочлен рiзницевого рiвняння з дiйсними
коефiцiєнтами може мати дiйснi i комплексно-спряженi коренi. Як-
що присутнi дiйснi вiд’ємнi коренi, то перехiд до неперервного
аналогу призводить до нескiнченної множини однорiдних диферен-
цiальних рiвнянь з комплексними коефiцiєнтами, оскiльки логарифм
вiд’ємного числа є комплекснозначна (багатозначна) функцiя [7]. Щоб
позбутися множинностi рiвнянь, можна брати окремi гiлки лога-
рифмiв вiд’ємних коренiв, але i для них, на жаль, будуть вiдсут-
нi комплексно-спряженi коренi, що призведе до характеристично-
го многочлена з комплексними коефiцiєнтами. Навiть, коли кожний
вiд’ємний корiнь повторюється парне число разiв, ми не можемо за-
мiнити пари однакових вiд’ємних коренiв комплексно-спряженими,
оскiльки цим зменшимо кратнiсть вiдповiдних коренiв характери-
стичного многочлена однорiдного диференцiального рiвняння, що
випливає з представлення системи його фундаментальних роз’язкiв
[5]. З iншого боку, якщо представити диференцiальне рiвняння в
еквiвалентнiй матричнiй формi Фробенiуса, то така замiна призве-
де до розщеплення вiдповiдного елементарного дiльника (матриця
Фробенiуса на кожне власне значення має тiльки один елементар-
ний дiльник [7]). Цього можна уникнути, якщо замiнити кожний
дiйсний вiд’ємний корiнь характеристичного многочлена однорiдно-
го дискретного рiвняння двома комплексно-спряженими, перейшов-
ши до однорiдного диференцiального рiвняння вищого порядку [2].
Розв’язки обох рiвнянь збiгаються в дискректних точках t = k =
0, 1, 2, . . . .

Вiдзначимо, що в [8] доведена обернена до теореми з [2] теорема,
тобто описано випадки зменшення розмiрностi системи при переходi
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вiд диференцiального однорiдного рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами
до дискретного однорiдного рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами.

Для систем у матричному виглядi перехiд вiд дискретної до непе-
рервної системи потребує обчислення логарифма матрицi [3]. Для
дiйсної невиродженої матрицi iснує дiйсний логарифм тодi i тiльки
тодi, коли у вихiдної матрицi або зовсiм немає елементарних дiльни-
кiв, що вiдповiдають вiд’ємним характеристичним числам, або кож-
ний такий елементарний дiльник повторюється парне число разiв [7].
Грунтуючись на цьому, у випадку отримання неперервної передаточ-
ної функцiї iз дискретної системи, в [9] пропонується розглядати роз-

ширену матрицю F̄ =

[
F 0
0 F

]
i ставити у вiдповiднiсть двом дiйс-

ним вiд’ємним кореням комплексно-спряженi. Тут F — матриця ко-
ефiцiєнтiв дискретної системи. При такому пiдходi, очевидно, розмiр
системи зростає вдвiчi.

Нижче буде показано, що достатньо збiльшити розмiр неперервної
системи на суму степеней елементарних дiльникiв (по одному дiльни-
ку на кожне характеристичне число) дискретної системи, якi вiдпо-
вiдають рiзним вiд’ємним характеристичним числам i повторюються
непарне число разiв. В цьому випадку вектор стану дискретної систе-
ми збiгається з частиною вектору стану неперервної системи в дис-
кретнi моменти часу.

2 Формування розширеної матрицi коефiцiєнтiв
неперервної системи

Розглянемо лiнiйну дискретну систему

x(k + 1) = Fx(k), detF 6= 0, x(0) = x0, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

де x = [x1, . . . , xn]
T ∈ Rn — вектор стану, а дiйсна невироджена мат-

риця коефiцiєнтiв F ∈ Rn×n має елементарнi дiльники, якi повторю-
ються непарне число разiв i вiдповiдають дiйсним вiд’ємним характе-
ристичним числам, x0 — вектор початкового стану.

Також розглянемо неперервну систему

ż = Az, z(0) = z0, m ≥ n, (2)

де z = [z1, . . . , zm]T ∈ Rm — вектор стану, z0 — вектор початкового
стану, а A ∈ Rm×m — дiйсна матриця коефiцiєнтiв.
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Необхiдно знайти умови на матрицю A, при яких частина вектора
стану z(t) збiгається з вектором x(k) в дискретнi моменти часу
t = k = 0, 1, 2, . . . . Про можливiсть побудови такої неперервної систе-
ми (2) дає наступне твердження.

Теорема 2.1 Нехай задана дискретна система (1) з матрицею
коефiцiєнтiв, що має r елементарних дiльникiв

(µ− µi1)
pi1 , (µ− µi2 )

pi2 , . . . , (µ− µir )
pir , µj 6= µl, j 6= l, (3)

кожний з яких повторюється непарне число разiв i вiдповiдає дiйс-
ному вiд’ємному характеристичному числу.

Тодi можна побудувати неперервну систему (2) з матрицею

коефiцiєнтiв A ∈ Rm×m, m = n +
r∑

j=1

pij i вектором стану

z =

[
z1
z2

]
, z1 ∈ Rm−n, z2 ∈ Rn з початковими умовами: z1(0) —

довiльний вектор, z2(0) = x(0), таку, що виконується тотожнiсть
z2(k) ≡ x(k), k = 1, 2, . . . .

Доведення. При доведеннi теореми будемо спиратися на пiдхiд
отримання дiйсного логарифма матрицi, яка має елементарнi дiль-
ники, що повторюються парне число разiв i вiдповiдають вiд’ємним
характеристичним числам [7].

Нехай невироджена матриця F має елементарнi дiльники

(µ− µ1)
p1 , (µ− µ2)

p2 , . . . , (µ− µs)
ps ,

p1 + p2 + . . .+ ps = n.
(4)

Вважаємо, що елементарнi дiльники в (4) впорядкованi наступним
чином. Спочатку йдуть дiльники (3), потiм парнi дiльники, що вiд-
повiдають кожному вiд’ємному характеристичному числу, потiм пари
елементарних дiльникiв, якi вiдповiдають комплексно-спряженим ха-
рактеристичним числам i дiльники, яким вiдповiдають дiйснi додатнi
характеристичнi числа.

З послiдовностi (4) випливає, що матрицi F вiдповiдає така нор-
мальна жорданова форма [7]

F = TJT−1 = Tdiag{µ1Ip1+Hp1 , µ2Ip2+Hp2 , . . . , µsIps
+Hps

}T−1, (5)
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де T — деяка невироджена матриця, а J має блочну дiагональну фор-
му з жордановими клiтками на дiагоналi розмiру pi × pi

µiIpi
+Hpi

=




µi 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1
0 0 · · · µi


 .

Тут Ipi
∈ Rpi×pi

— одинична матриця, а матриця Hpi
∈ Rpi×pi

мi-
стить тiльки одиничну наддiагональ. В матрицi J жордановi клiтки
йдуть в порядку, описаному вище. Необхiдний порядок можна завжди
забезпечити за допомогою перестановок.

Розширимо матрицю J на r жорданових клiток, яким вiдповiдають
елементарнi дiльники (3)

Ĵ = diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr
+Hpr

, µ1Ip1 +Hp1 ,

µ2Ip2 +Hp2 , . . . , µsIps
+Hps

}.
(6)

Далi замiнимо вiд’ємнi характеристичнi числа комплексними вигляду
|µj |e±iπ. Причому характеристичнi числа в перших r клiтках замiни-
мо на |µj |e+iπ , а в наступних r клiтках — на |µj |e−iπ, j = 1, r. Потiм
кожну пару клiток з вiд’ємними характеристичними числами замi-
няємо комплексно-спряженими числами розглянутого вигляду, а iн-
шi характеристичнi числа залишаємо без змiн i знаходимо логарифм
сформованої матрицi

A1 = diag{ln(µ̂1Ip1 +Hp1), . . . , ln(µ̂rIpr
+Hpr

),

ln(µ̂1Ip1 +Hp1), ln(µ̂2Ip2 +Hp2), . . . , ln(µ̂sIps
+Hps

)}.
(7)

Тут введено новi позначення для характеристичних чисел µ̂i. Як от-
римати логарифм жорданової клiтки, розглянуто в [7]. Зазначимо,
що логарифм не розщеплює елементарних дiльникiв в скiнченнiй об-
ластi (вiдповiднi похiднi не дорiвнюють нулю). При обчисленнi ло-
гарифма жорданової клiтки i вiдповiдних похiдних використовується
скiнченне число рацiональних операцiй (+,−,×, /), тому логарифми
клiток з комплексно-спряженими характеристичними числами будуть
комплексно-спряженi [10, § 3, приклад 18], що важливо для отримання
дiйсної матрицi.

В [7] показано, що матриця вигляду D = diag{U + iV, U − iV },
U, V ∈ Rd×d подiбна дiйснiй матрицi з матрицею перетворення

S =

[
Id iId
Id −iId

]
: S−1DS =

[
U −V
V U

]
.
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Аналогiчно, для отримання дiйсної матрицi, подiбної до A1, сфор-
муємо матрицю перетворення

P = diag

{[
Iq iIq
Iq −iIq

]
,

[
Ipr+1 iIpr+1

Ipr+1 −iIpr+1

]
, . . . ,

[
Ips−v

iIps−v

Ips−v
−iIps−v

]
, Iu

}
,

(8)
де q = p1+ . . .+ pr, u = ps+ ps−1+ . . .+ ps−v+1, v — число елементар-
них дiльникiв, що вiдповiдають додатнiм характеристичним числам.
Застосовуючи (8) до (7), отримаємо дiйсну матрицю

Â1 = P−1A1P. (9)

Тепер знайдемо дiйсну експоненту дiйсної матрицi Â1

F̂1 = eÂ1 = eP
−1A1P = P−1eA1P = P−1ĴP. (10)

При переходi вiд матрицi Â1 до матрицi F̂1 елементарнi дiльники та-
кож не розщеплюються.

Далi розширимо матрицю коефiцiєнтiв дискретної системи (1) на
жордановi клiтки, яким вiдповiдають елементарнi дiльники (3),

F̂ = diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr
+Hpr

, F}, detF̂ 6= 0. (11)

В матрицi F̂ всi елементарнi дiльники, що вiдповiдають вiд’ємним ха-
рактеристичним числам, повторюються парне число разiв. Тому для
неї iснує дiйсний логарифм A = ln(F̂ ) [7], який знайдемо наступним
чином. Матрицi F̂ , F̂1 подiбнi жордановiй матрицi Ĵ , тому вони подiб-
нi мiж собою. Iснує така дiйсна невироджена матриця U , що вико-
нується рiвнiсть

F̂ = eA = UF̂1U
−1 = UeÂ1U−1 = eUÂ1U

−1

, A = UÂ1U
−1. (12)

Отже, ми отримали дiйний логарифм A розширеної дiйсної матри-
цi F̂ . Тепер розглянемо розв’язки дискретної та неперервної систем.
Розв’язок системи (1) має вигляд

x(k) = F kx(0), k = 0, 1, 2, . . . , (13)

а розв’язок неперервної системи (2) в дискретнi моменти часу t = k
такий [1]:

z(k) = eAkz(0) = F̂ kz(0) =
= diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr

+Hpr
, F}kz(0) =

= diag{diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr
+Hpr

}kz1(0), F kz2(0)},
k = 0, 1, 2, . . . .

(14)
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Оскiльки x(0) = z2(0), то розв’язки x(k), z2(k) вiдповiдно дискрет-
ної (1) та неперервної (2) систем збiгаються в дискретнi моменти часу
k = 1, 2, . . . .

Теорема доведена.
Зазначимо, що при довiльному кроцi дискретизацiї h матрицi ко-

ефiцiєнтiв дискретної та неперервної систем пов’язанi рiвнiстю [3]
A = [lnF̂ ]/h.

В теоремi 2.1 побудована еквiвалентна дискретнiй системi (1) непе-
рервна система (2) мiнiмального порядку. Щоб отримати еквiвалент-
ну систему бiльшого порядку необхiдно розширити матрицю Ĵ додат-
ковими жордановими клiтками. Це можуть бути жордановi клiтки,
якi вiдповiдають елементарним дiльникам (3), але мають повторюва-
тися парне число разiв. Коли додаткових жорданових клiток 2rl, де
l деяке цiле число, то в перших (l + 1)r клiтках замiняємо вiд’ємнi
характеристичнi числа µi на комплекснi |µj |eiπ, а в наступних (l+1)r
на комплексно-спряженi |µj |e−iπ. В цьому випадку перша матриця (8)

матиме вигляд

[
Ilr+r iIlr+r

Ilr+r −iIlr+r

]
.

Можна також розширити матрицю Ĵ парними жордановими клiт-
ками, що вiдповiдають комплексно-спряженим парам елементарних
дiльникiв з J (структура матриць перетворення для них є в (8)). На
iнших варiантах зупинятися не будемо. Далi матриця A будується
за алгоритмом, наведеним в теоремi; при цьому матриця F̂ також
розширюється на число розглянутих жорданових клiток. Розмiрнiсть
вектора z2 залишається незмiнною, а розмiрнiсть вектора z1 збiль-
шується на суму розмiрiв жорданових клiток, якi вiдповiдають цим
елементарним дiльникам. Розв’язки сформованих розширених систем
будуються аналогiчно (13), (14). Причому, z2(0) = x(0), z1(0) — до-
вiльний вектор i виконується x(k) = z2(k), k = 1, 2, . . . .

Слiд вiдзначити, що в загальному випадку для однiєї матрицi A1

(формула (7)) може бути побудовано декiлька матриць перетворення
(8). Нехай, наприклад, розширена матриця початкової системи та-
ка: F̂ = Ĵ = diag{−1,−1,−1,−1, }. Тодi, сформувавши матрицю A1

у виглядi diag{−iπ, iπ, iπ,−iπ, }, можна за допомогою двох матриць
перетворення

P1 =




1 i 0 0
1 −i 0 0
0 0 1 i
0 0 1 −i


 , P2 =




1 0 i 0
0 1 0 i
1 0 −i 0
0 1 0 −i


 ,
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отримати (формула (9)) два дiйснi логарифми матрицi Ĵ (F̂ )

Â1 =




0 π 0 0
−π 0 0 0
0 0 0 −π
0 0 π 0


 , Â2 =




0 0 π 0
0 0 0 −π
−π 0 0 0
0 π 0 0


 .

Тут матриця P1 будувалася вiдносно пар клiток (характеристичних
чисел) (µ1, µ2), (µ3, µ4), а матриця P2 — вiдносно (µ1, µ3), (µ2, µ4).
Отже, ми обчислили два рiзнi дiйснi матричнi логарифми, для яких
виконується F̂ = eÂ1 = eÂ2 .

3 Приклад побудови дiйсної матрицi коефiцiєнтiв
еквiвалентної неперервної системи

Приклад 3.1 Розглянемо дискретну систему (1) з матрицею ко-
ефiцiєнтiв

F =




−1 1 4 1 −1 0
0 2 2 0 1 3
0 −3 −1 0 3 1
0 6 7 −1 −1 3
0 −3 −3 0 5 4
0 0 3 0 −3 2



. (15)

Необхiдно знайти неперервний аналог в дiйснiй областi.

Всi наведенi нижче обчислення були виконанi за допомогою
комп’ютерної системи Maple [11]. Характеристичними числами мат-
рицi F є µ1 = −1, µ2 = 2− i3, µ3 = 2 + i3 з кратнiстю 2 кожне.
Оскiльки rang(F−µ1I) = rang(F−µ2I) = rang(F−µ3I) = 5, то матри-
ця F має нелiнiйнi елементарнi дiльники (µ−µ1)

2, (µ−µ2)
2, (µ−µ3)

2.
Отже, матриця F має непарне число елементарних дiльникiв, що

вiдповiдають вiд’ємному характеристичному числу µ1 = −1, тому для
отримання неперервного аналогу з дiйсною матрицею коефiцiєнтiв
необхiдно збiльшити розмiр системи на два. Нормальна жорданова
форма матрицi F має вигляд

J = diag

{[
−1 1
0 −1

]
,

[
2− i3 1

0 2− i3

]
,

[
2 + i3 1

0 2 + i3

]}
.
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Розширимо матрицю J на жорданову клiтку, що вiдповiдає елемен-
тарному дiльнику (µ− µ1)

2,

J1 = diag

{[
−1 1
0 −1

]
,

[
−1 1
0 −1

]
,

[
2− i3 1

0 2− i3

]
,

[
2 + i3 1

0 2 + i3

]}

(16)
i знайдемо її логарифм, попередньо замiнивши в першiй клiтцi харак-
теристичне число −1 на e−iπ, а в другiй — на eiπ:

Ĵ1 = diag

{[
−i π −1
0 −i π

]
,

[
i π −1
0 i π

]
,

[
1/2 ln(13)− i arctg(3/2) 2/13 + i 3/13

0 1/2 ln(13)− i arctg(3/2)

]
,

[
1/2 ln(13) + i arctg(3/2) 2/13− i 3/13

0 1/2 ln(13) + i arctg(3/2)

]}
.

(17)

Тут ln

([
µ 1
0 µ

])
=

[
ln(µ) 1/µ
0 ln(µ)

]
.

Тепер за допомогою невиродженої матрицi

T1 = diag

{[
I2 iI2
I2 −iI2

]
,

[
I2 iI2
I2 −iI2

]}

отримуємо дiйсну матрицю для жорданової форми (17):

A1 = T−1
1 Ĵ1T1 = diag{A11, A22}, A11 =




0 −1 π 0
0 0 0 π
−π 0 0 −1
0 −π 0 0


 ,

A22 =




1/2 ln(13) 2/13 arctg(3/2) −3/13
0 1/2 ln(13) 0 arctg(3/2)

−arctg(3/2) 3/13 1/2 ln(13) 2/13
0 −arctg(3/2) 0 1/2 ln(13)


 .

Розширимо матрицю F жордановою клiткою

[
−1 1
0 −1

]
так, щоб

новий розв’язок z(k) розширеної системи можна було представити у

виглядi z(k) =

[
z1(k)
z2(k)

]
, z1 ∈ R2, z2 ∈ R6 i z2(k) не залежало б вiд
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z1(k). Маємо

F̂ = diag

{[
−1 1
0 −1

]
, F

}
, (18)

причому z2(0) = x(0), а z1(0) — довiльний вектор. Тепер розширена
дiйсна матриця з (18) має дiйсний логарифм (F̂ = eA).

Побудуємо подiбну (18) матрицю, як експоненту дiйсної матрицi
A1 або дiйсну матрицю жорданової форми (16) (при переходi вiд мат-
рицi A1 до F1 елементарнi дiльники не розщеплюються [7])

F1 = eA1 = T−1
1 J1T1 =

= diag





[
−1 1
0 −1

]
,

[
−1 1
0 −1

]
,




2 1 3 0
0 2 0 3
−3 0 2 1
0 −3 0 2







.

Подiбнi дiйснi матрицi F̂ , F1 (вони подiбнi однiй i тiй же жордано-
вiй формi (16)) пов’язанi рiвнiстю F̂ = UF1U

−1, де U — деяка дiйс-
на невироджена матриця. Невiдому матрицю знаходимо з рiвняння
F̂U = UF1,

U =




1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 1 2 1 0 2
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1




.

Подiбнi матрицi F̂ , F1 мають подiбнi матричнi логарифми

F̂ = eA = UF1U
−1 = UeA1U−1 = eUA1U

−1

.

Таким чином, остаточно отримуємо дiйсну матрицю коефiцiєнтiв
неперервного аналога A = UA1U

−1 i наводимо її в розгорнутому
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виглядi

A =




0 −1 π −π −π 0 π 0
0 0 0 −2 π −π π π 0
−π 0 0 a34 a35 −1 a37 −3/13
0 0 0 a44 a45 0 2/13 a48
0 0 0 a54 a55 0 a57 2/13
0 −π 0 ln(13) a65 0 a67 a68
0 0 0 a54 a75 0 a77 a78
0 0 0 0 −a54 0 a54 1/2 ln(13)




,

де
a34 = 2 + 1/2 ln(13),
a35 = 11/13 + 1/2 ln(13) + arctg(3/2),
a37 = −11/13− 1/2 ln(13),
a44 = 1/2 ln(13),
a45 = −2/13 + arctg(3/2),
a48 = −3/13 + arctg(3/2),
a54 = −arctg(3/2),
a55 = −3/13− arctg(3/2) + 1/2 ln(13),
a57 = 3/13 + arctg(3/2),
a65 = −4/13 + 1/2 ln(13) + 2 arctg(3/2),
a67 = 4/13− 1/2 ln(13),
a68 = −6/13 + arctg(3/2),
a75 = −3/13− arctg(3/2),
a77 = 3/13 + arctan(3/2) + 1/2 ln(13),
a78 = 2/13 + arctg(3/2).

Матриця A має характеристичнi числа кратностi 2

λ1 = iπ, λ2 = −iπ, λ3 = 1/2 ln(13) + iarctg(3/2),

λ4 = 1/2 ln(13)− iarctg(3/2),

причому eλ1 = eλ2 = µ1, e
λ3 = µ2, e

λ4 = µ3.
Оскiльки rang(A − λiI) = 7, i = 1, 4, то матриця A має нелiнiйнi

елементарнi дiльники

(λ− λ1)
2, (λ− λ2)

2, (λ− λ3)
2, (λ− λ4)

2.

Частина розв’язкiв отриманої дiсної неперервної системи в дис-
кретнi моменти часу збiгається з розв’язком вихiдної дискретної си-
стеми. Дiйсно, розв’язок дискретної системи запишеться так:

x(k) = F kx(0),
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а розв’язок неперервної системи в дискретнi моменти часу має вигляд

z(k) = eAkz(0) = F̂ kz(0) =

= diag

{[
−1 1
0 −1

]
, F

}k

z(0) = diag

{[
−1 1
0 −1

]k
z1(0), F

kz2(0)

}
,

тобто x(k) ≡ z2(k), k = 0, 1, 2, . . . .
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