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Побудовано фiльтр Луiнбергера для майже консервативної динамiчної
системи. Показано, що задача побудови фiльтра значно спрощується
порiвняно з загальним випадком завдяки спецiальнiй формi Кошi, при-
таманнiй майже консервативним моделям.

Luenbeger filter is constructed for an almost conservative dynamic system.
It is shown that the problem becomes simpler than in the general case due
to a special Cauchy form which is typical for almost conservative models.

Розглянемо задачу синтезу спостережника зниженого порядку
(фiльтра Луiнбергера) для майже консервативної динамiчної систе-
ми (МКДС). Цей фiльтр дає можливiсть оцiнити лише неспостереж-
нi координати вектора стану z i має розмiр, що менший за порядок
спостережуваної системи.

Нехай маємо спостережну стацiонарну майже консервативну ди-
намiчну систему вигляду

ż = (F0 + εF1)z +Du, z(t0) = z0,
Y = εGz,

(1)

де t0 — початковий момент часу, z(t) ∈ ℜ2n — вектор стану,
F0 = −FT

0 ∈ ℜ2n×2n — кососиметрична невироджена матриця, F1 ∈
ℜ2n×2n — матриця-збурення, u ∈ ℜm — вектор керування, D ∈ ℜ2n×m

— матриця при керуваннi, Y ∈ ℜl — вихiдний сигнал об’єкта (l < 2n),
G ∈ ℜl×2n, ε > 0 — малий параметр.
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Застосовуючи ортогональне перетворення вектора стану

x = T T
1 z ∈ ℜ2n, T1T

T
1 = I, (2)

та перетворення вектора виходу системи (1)

y = T2Y ∈ ℜl, (3)

матимемо
ẋ = (A0 + εA1)x +Bu, x(t0) = x0,
y = εCx,

(4)

де A0 = T T
1 F0T1 ∈ ℜ2n×2n, A1 = T T

1 F1T1 ∈ ℜ2n×2n, B = T T
1 D ∈

ℜ2n×m.
Матрицi T1 та T2 виберемо таким чином, щоб виконувалося спiввiд-

ношення [1–3]
C = T2GT1 = [Il; 0] ∈ ℜl×2n, (5)

де Il ∈ ℜl×l — одинична матриця. Матриця перетворення T1 будується
за допомогою алгоритма Гаусголдера i є симетричною (T1 = T T

1 ).
Покажемо, що матриця A0 є кососиметричною:

A0 = T1F0T1 = −T1FT
0 T1 = −(T1F0T1)

T = −AT
0 . (6)

З (6) i (2) випливає майже консервативнiсть динамiчної системи (4).
Наведемо коротко результати дослiджень [4, 11], модифiкуючи їх

для розглядуваної проблеми побудови спостерiгача зниженого поряд-
ку для МКДС.

Поєднавши iдеї, викладенi в [4, 9, 11], побудуємо для системи (4)
оцiнюючий пристрiй зниженого порядку (фiльтр Луiнбергера), за до-
помогою якого отримується оцiнка ẑ вектора стану z дослiджуваної
системи (1) iз спiввiдношення

ẑ = T1x̂. (7)

Вихiдним сигналом об’єкта є вектор y розмiрностi l. Оскiльки дру-
ге рiвняння (4) дає l лiнiйно незалежних рiвнянь (rankC = l) для
невiдомого стану x, то необхiдно вiдновити 2n− l лiнiйних комбiнацiй
компонент стану. Цей пiдхiд був вперше розглянутий в [8].

Матриця C має ранг l < 2n; це легко бачити з (5). Введемо мат-
рицю M ∈ ℜ2n−l×2n i вектор

p = εMx ∈ ℜ2n−l (8)
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такi, щоб матриця [
C
M

]
(9)

була невиродженою. Тодi матимемо

y = εCx,
p = εMx.

(10)

З (10) випливає

x =
1

ε

[
C
M

]−1 [
y
p

]
. (11)

Виберемо матрицю M такої структури:

M =
[
0, I2n−l

]
. (12)

Враховуючи (12) та (5), зручно записати

[
C
M

]−1

=
[
L1, L2

]
, L1 =

[
Il
0

]
, L2 =

[
0

I2n−l

]
. (13)

Якщо вiдновити вектор p i позначити вiдновлену змiну через p̂, то
отримаємо вiдновлений вектор стану у виглядi

x̂ =
1

ε
(L1y + L2p̂), (14)

або [
x̂1
x̂2

]
=

1

ε

([
y
0

]
+

[
0
p̂

])
, (15)

де x̂1 ∈ ℜl.
Введений вектор p задовольняє диференцiальне рiвняння

ṗ = εM(A0 + εA1)x+ εMBu. (16)

Якщо подати матрицi A0 + εA1 та B у такому блочному виглядi
[
A0

11 A0
12

A0
21 A0

22

]
+ ε

[
A1

11 A1
12

A1
21 A1

22

]
,

[
B1

B2

]
, (17)

де A11
0 , A11

1 ∈ ℜl×l, B1 ∈ ℜl×m, то (16) з урахуванням (12), (13)
набуде наступного вигляду:

ṗ = (A0
22 + εA1

22)p+ (A0
21 + εA1

21)y + εB2u. (18)
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Як було показано в [4], визначивши похiдну y,

ẏ = (A0
12 + εA1

12)p+ (A0
11 + εA1

11)y + εB1u, (19)

з рiвнянь (18), (19) утворюється спостережник

˙̂p = (A0
22 + εA1

22)p̂+ (A0
21 + εA1

21)y + εB2u+

+K[ẏ − (A0
11 + εA1

11)y − εB1u− (A0
12 + εA1

12)p̂], (20)

де K ∈ ℜ2n−l×l.
За рахунок вибору матрицi пiдсилення будується спостережник з

певними властивостями; крiм цього, є можливiсть впливати на швид-
кiсть збiжностi помилки вiдновлення e = p− p̂. Реальнi об’єкти майже
завжди знаходяться пiд впливом рiзноманiтних збурень. В моделi (1)
не враховується шумовий вплив на систему та спостереження. Оби-
раючи матрицю K так, щоб забезпечити бiльш швидку збiжнiсть по-
милки вiдновлення до нуля, збiльшується шумовий вплив на оцiнку
вiдновлення. Разом з цим спостережник втрачає властивостi, прита-
маннi майже консервативним динамiчним системам, що ускладнює
пошук матрицi пiдсилення спостережника.

Оберемо матрицю пiдсилення у виглядi εK. Далi покажемо, що
такий вибiр при парному розмiрi вихiдного сигналу об’єкта зберiгає в
спостережника властивостi майже консервативної динамiчної систе-
ми i дає змогу застосувати методи, наведенi в [5–7] для знаходження
матрицi пiдсилення.

Щоб побудувати спостережник, не обов’язково знаходити похiдну
ẏ. Поклавши

q = p̂− εKy, (21)

матимемо

q̇ =
[
(A0

22+εA
1
22)−εK(A0

12+εA
1
12)
]
q+
[
ε(A0

22+εA
1
22)K−(A0

21+εA
1
21)−

εK(A0
11 + εA1

11)− ε2K(A0
12 + εA1

12)K
]
y +

[
εB2 + ε2KB1

]
u. (22)

Вiдновлений вектор стану x̂ отримується iз спiввiдношення

x̂ = L2q + (L1 + L2k)y. (23)

Рiвняння (22) та (23) описують спостережник.
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Оскiльки дослiджувана система (1) спостережна то, шляхом вiдпо-
вiдного вибору матрицi K можливо розташувати полюси спостереж-
ника довiльно [10]. При цьому забезпечується асимптотична стiйкiсть
спостережника (22) вибором власних значень матрицi (A0

22 + εA1
22)−

εK(A0
12 + εA1

12).
Застосуємо алгоритм з [7] для знаходження матрицi пiдсилення K.

Матричне рiвняння Ляпунова для помилки вiдновлення спостереж-
ника зниженого порядку (22)

e = x2 − x̂2, (24)

яка задовольняє рiвняння

ė =
[
(A0

22 + εA1
22)− εK(A0

12 + εA1
12)
]
e, (25)

матиме вигляд

[
(A0

22 + εA1
22)− εK(A0

12 + εA1
12)
]T
P+

+P
[
(A0

22 + εA1
22)− εK(A0

12 + εA1
12)
]
= −2Q, (26)

де P ∈ ℜ2n−l×2n−l > 0 i Q ∈ ℜ2n−l×2n−l ≥ 0 треба знайти разом з
матрицею пiдсилення K.

Позначивши через Ã0 = A0
22 та Ã1 = A1

22 − K(A0
12 + εA1

12), отри-
маємо

(Ã0 + εÃ1)
TP + P (Ã0 + εÃ1) = −2Q. (27)

Iз аналiзу останнього рiвняння стає зрозумiло, що кiлькiсть лiнiйно
незалежних спостережень визначає його порядок. Невiдомi матрицi
P i Q в (27) можуть бути як парного, так i непарного порядку. В
зв’язку з цим слiд цi два випадки дослiджувати окремо i для кожного
з них розробити процедуру вибору матрицi K. Цьому питанню будуть
присвяченi майбутнi дослiдження.
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