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В работе сформулирован общий принцип рационального выбора неор-
тогональной системы криволинейных координат и предложены фор-
мулы преобразования трехмерных несимметричных областей в обла-
сти более простой геометрической конфигурации. На этой основе в
римановом пространстве предложены новые формулировки основных
краевых задач нелинейной динамики ограниченного объема жидкости
в тензорном виде и предложены пути их дальнейшего исследования.
Конкретная реализация демонстрируется на примере области в виде
усеченного кругового цилиндра.

The present paper formulates a main principle for a rational choose of
a non-orthogonal system of curvilinear coordinates and proposes formulas
for transformation of three-dimensional nonsymmetric domains to domains
of simpler geometric shape. Based on that, new formulations of main
boundary problems on the nonlinear sloshing dynamics are proposed in a
tensor form. Perspective solution methods of these problems are discussed.
The theoretical results are illustrated for the case of a truncated circular
cylindrical tank.

Теорiї коливань рiдини в резервуарах складної геометричної фор-
ми присвячено багато наукових праць, серед них i роботи моногра-
фiчного характеру. Обширна бiблiографiя з цього приводу наведена
в монографiях [1–7] та iнших, в яких поряд з фундаментальними про-
блемами цiєї теорiї дискутуються також питання розробки та реалiза-
цiї рiзноманiтних математичних методiв, пов’язаних з практичними
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її застосуваннями. В цьому вiдношеннi найбiльший практичний iн-
терес викликає проблема силової взаємодiї рiдини зi стiнками резер-
вуара, особливо у випадку немалих збурень вiльної поверхнi рiдини.
Це надзвичайно важливо в планi створення нелiнiйних математич-
них моделей просторового руху обмежених об’ємiв рiдини з вiльною
поверхнею.

В цiй роботi ми зосередимося на формулюваннi крайових задач
нелiнiйної теорiї руху обмеженого об’єму рiдини, що частково запов-
нює нахилений резервуар в формi прямого кругового цилiндра. Ха-
рактерним для цього практично важливого випадку є те, що об’єм,
зайнятий рiдиною, являє собою iстотно несиметричну конфiгурацiю.
Традицiйнi постановки гiдродинамiчних задач в декартовiй системi
координат [6, 8–12] приводять навiть в лiнiйнiй постановцi до склад-
них крайових задач математичної фiзики, якi не допускають навiть
часткового роздiлення змiнних. Ще бiльшi труднощi математичного
характеру виникають на шляху розробки методiв розв’язування за-
дач динамiки твердих тiл з рiдиною в нелiнiйнiй постановцi. Частково
уникнути цих труднощiв можна, як буде показано далi, за рахунок
введення в розгляд ефективної криволiнiйної системи координат i по-
слiдовного застосування апарату тензорного аналiзу.

1 Постановка задачi

В цьому пунктi розглянемо постановку задачi про вiльнi коливан-
ня рiдини в нерухомому резервуарi цилiндричної форми, вiсь якого
нахилена до вектора прискорення ~g сил земного тяжiння пiд кутом
α. Введемо до розгляду двi системи декартових координат Ox

′

y
′

z
′

i
Oxyz з початком на незбуренiй вiльнiй поверхнi Σ0 (рис. 1).

Вiсь Ox
′

спрямуємо в бiк, протилежний напрямку вектора ~g. Ста-
тична вiльна поверхня Σ0 збiгається при цьому з площиною Oy

′

z
′

.
Зв’язану з цилiндром систему координат Oxyz виберемо так, щоб вiсь
Ox збiгалася з вiссю симетрiї цилiндра (рис. 1). Направляючi косину-
си осей вибраних систем координат наведенi в табл. 1.
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Рис. 1.

Табл. 1.

x y z

x
′

cosα 0 − sinα

y
′

0 1 0
z

′

sinα 0 cosα

Формули переходу вiд однiєї системи координат до iншої мають
наступний вигляд:

x
′

= x cosα− z sinα, y
′

= y, z
′

= x sinα+ z cosα; (1)

x = x
′

cosα+ z sinα, y = y
′

, z = −x′

sinα+ z
′

cosα. (2)

Отже, нова система координат Oxyz одержується шляхом поворо-
ту системи Ox

′

y
′

z
′

навколо вiсi Oy
′

на кут α до сумiщення вiсi Ox
′

з
вiссю цилiндра.

Традицiйна постановка задачi про вiльнi коливання iдеальної
нестесливої рiдини в гравiтацiйному полi полягає у вiдшуканнi по-
тенцiала швидкостей Φ(x

′

, y
′

, z
′

, t) i форми збуреної вiльної поверхнi
Σ(t) iз наступної нелiнiйної крайової задачi [13]:

△Φ = 0, ~r ∈ Q(t), (3)
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∂Φ

∂ν
= − ζt√

(∇ζ)2
, ~r ∈ Σ(t), (4)

∂Φ

∂ν
= 0, ~r ∈ S(t), (5)

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2 + gx

′

= 0, ~r ∈ Σ(t), (6)

де ζ(x
′

, y
′

, z
′

, t) = 0 — рiвняння збуреної вiльної поверхнi рiдини Σ(t);
~ν — орт зовнiшньої нормалi до поверхнi областi Q(t), зайнятої рi-
диною. Крiм цього, функцiя Φ(x

′

, y
′

, z
′

, t) має бути пiдпорядкована
також початковим умовам, якi полягають у виборi вiльної поверхнi i
розподiлi швидкостей на нiй в початковий момент часу t0 = 0.

В лiнiйних постановках задач зазвичай кiнематична (4) i динамiч-
на (6) умови об’єднують в одну умову вигляду

∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂x′
= 0, ~r ∈ Σ0, (7)

вважаючи за можливе представити вiльну поверхню у виглядi

x
′

= f(y
′

, z
′

, t). (8)

Тодi в лiнiйному наближеннi крайова задача (3)–(6) може бути
представлена у виглядi

△Φ = 0, ~r ∈ Q0,

∂Φ

∂x′
+

1

g

∂2Φ

∂t2
= 0, ~r ∈ Σ0;

∂Φ

∂ν
= 0, ~r ∈ S0, (9)

де значком о) позначено об’єм та його границi в незбуреному станi.
Особливе мiсце серед задач про коливання обмеженого об’єму рi-

дини займає задача про вiльнi гармонiчнi коливання, якi описуються,
наприклад, у виглядi

Φ(x
′

, y
′

, z
′

, t) = cos(σt + ε)ϕ(x
′

, y
′

, z
′

), (10)

де σ — частота вiльних коливань, а ε — фаза.
Для функцiї ϕ(x

′

, y
′

, z
′

) iз (9) одержуємо наступну задачу на власнi
значення з параметром в граничних умовах

△ϕ = 0, ~r ∈ Q0,



Тензорне формулювання нелiнiйної крайової задачi ... 75

∂ϕ

∂x
= κϕ, ~r ∈ Σ0;

∂ϕ

∂ν
= 0, ~r ∈ S0, (11)

де κ =
σ2

g
— власне значення крайової задачi (11), яке в задачах ди-

намiки обмеженого об’єму рiдини iменується частотним параметром.
У зв’язанiй системi координат Oxyz рiвняння незбуреної вiльної

поверхнi Σ0 на основi формул перетворення (1), (2) приймає вигляд

x = k0z, k0 = tgα0, (12)

а крайова задача (11) записується наступним чином:

△ϕ(x, y, z) = 0, ~r ∈ Q0,

1√
1 + k20

(
∂ϕ

∂x
− k0

∂ϕ

∂z

)
= λϕ, ~r ∈ Σ0, (13)

∂ϕ

∂ν
= 0, ~r ∈ S0.

Зазначимо також, що область Q0 в цiй системi координат, як i у
вихiднiй, має неосесиметричну конфiгурацiю, обмежену цилiндрич-
ною поверхнею y2 + z2 = r20 , площиною x = −h i вiльною поверхнею
Σ0 елiптичної форми

x2

k20r
2
0

+
y2

r20
= 1. (14)

Для розв’язування спектральної задачi (13) розроблено декiлька
варiантiв варiацiйного методу [8, 9, 11] та запропоновано при їх ре-
алiзацiї вiдповiднi координатнi функцiї. Ефективнiсть реалiзацiї цих
методiв обговорюється в монографiї [6].

З метою розробки альтернативних наближених методiв
розв’язування спектральних задач типу (13), а також створення
модальних методiв дослiдження нелiнiйних крайових задач теорiї
коливань обмеженого об’єму рiдини несиметричної конфiгурацiї,
видається природною спроба перетворення вихiдної областi в область
бiльш простої геометричної форми.

Ця iдея успiшно використовувалася ранiше для класу осесимет-
ричних резервуарiв нецилiндричної форми при створеннi модаль-
них методiв для дослiдження нелiнiйних коливань iдеальної рiди-
ни в конiчних, параболiчних, сфероїдальних та елiпсоїдальних ба-
ках [4, 5, 13] та iнших.
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2 Неконформнi перетворення несиметричних об-
ластей. Система криволiнiйних координат

Вiдмовимося вiд декартової параметризацiї тривимiрного простору i
введемо до розгляду перетворення

x = k(z + z0)− h, y = ξ cos η, z = ξ sin η, (15)

де ξ, η — полярнi координати на площинi Oyz, h — глибина рiдини
при α = 0 (k0 = 0), z0 = h/k0. Якщо параметр k вважати змiнним
(0 ≤ k ≤ k0), то перше спiввiдношення iз (7) при значеннi k = 0
дає в системi координат Oxyz рiвняння дна цилiндра x = −h, а при
значеннi k = k0 = tgα — рiвняння незбуреної вiльної поверхнi (4).

Виберемо тепер в якостi криволiнiйних координат параметри x1 =
k, x2 = ξ i x3 = η, а розглядуваний об’єм рiдини Q вiднесемо до
простору, зв’язаному iз системою координат Ox1x2x3.

Перетворення (15) прийме тодi вигляд

x = x1(x2 sinx3 + z0)− h, y = x2 cosx3, z = x2 sinx3, (16)

причому 0 ≤ x1 ≤ k0, 0 ≤ x2 ≤ r0, 0 ≤ x3 ≤ 2π.
Обернене по вiдношенню до (16) перетворення визначається фор-

мулами

x1 =
x+ h

z + z0
, x2 =

√
y2 + z2, x3 = arctg

z

y
, (17)

якi можна порiвняти з одержаними нами аналогiчними формулами
при дослiдженнi нелiнiйних проблем динамiки обмеженого об’єму рi-
дини у випадку осесиметричних резервуарiв нецилiндричної конфiгу-
рацiї [4, 5, 13].

У вiдповiдностi з загальною iдеєю введення криволiнiйних коор-
динат, формулами (16) i (17) по сутi вводиться до розгляду два про-
стори, перший iз яких вiднесено до системи прямокутних координат
xyz, а другий — до системи координат x1x2x3. Реальному обмежено-
му об’єму рiдини в цих просторах вiдповiдають замкнутi областi τ i
τ∗, обмеженi вiдповiдно кусково-гладкими поверхнями S i S∗.

Згiдно формул перетворення (16), (17) кожнiй внутрiшнiй точцi
(x10, x20, x30) областi τ∗ вiдповiдає внутрiшня точка (x0, y0, z0) областi
τ i, навпаки, внутрiшнiй точцi областi τ вiдповiдає завжди внутрiшня
точка областi τ∗. При цьому точкам поверхнi S∗ вiдповiдають саме
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точки поверхнi S, i навпаки. Це, як вiдомо, випливає iз того факту, що

якобiан перетворення
D(x, y, z)

D(x1, x2, x3)
в областi τ∗ вiдмiнний вiд нуля.

Задання фiксованих змiнних x1, x2, x3 iз областi τ∗ однозначно
визначає деяку точку областi τ . Як зазначалося вище це дає пiдста-
ву i числа x1, x2, x3 називати координатами (криволiнiйними) точок
областi τ . Сiм’я кривих, якi залежать вiд одного параметра k = tgα
i суцiльно заповнюють площину Oxz, показано на рис. 2. Точки про-
стору xyz, для яких одна iз криволiнiйних координат є постiйною,
утворюють вiдповiдну координатну поверхню.

Якщо в областi τ∗ взяти деяку кусково-гладку поверхню, задану
рiвняннями

x1 = x1(u, v); x2 = x2(u, v); x3 = x3(u, v), (18)

то за допомогою формул (16) її можна перетворити саме в кусково-
гладку поверхню в областi τ . При цьому змiннi u, v приймають свої
значення в деякiй областi E на площинi uv.

Для досягнення сформульованої вище мети простiр, точки якого
визначаються криволiнiйними координатами x1, x2, x3 i до якого вiд-
несено область τ∗, доцiльно тепер перетворити в рiмановий простiр
R3, метрика якого задається фундаментальною квадратичною фор-
мою

dS2 = gik dxi dxj , (19)

де gik(x1, x2, x3) — компоненти коварiантного тензора другого рангу,
який задовольняє вiдповiдним умовам неперервностi, симетричностi
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та iнварiантностi вiдносно допустимих перетворень координат. Мет-
ричнi характеристики простору x1x2x3 повнiстю визначаються мет-
ричним тензором gik. Особливу роль вiн вiдiграє у формуваннi опе-
рацiй тензорного аналiзу, який використовується далi при створеннi
математичних моделей гiдродинамiчних полiв.

Почнемо з визначення якобiана перетворення компонент
gik(x1, x2, x3) метричного тензора, виходячи з формул (16). Для
якобiана перетворення одержимо

D(x, y, z)

D(x1, x2, x3)
=

∣∣∣∣∣∣

x2 sinx3 + z0 x1 sinx3 x1x2 cosx3
0 cosx3 −x2 sinx3
0 sinx3 x2 cosx3

∣∣∣∣∣∣
=

= x2(x2 sinx3 + z0). (20)

Компоненти gik(x1, x2, x3) метричного тензора визначаються за фор-
мулами

g11 =

(
∂x

∂x1

)2

+

(
∂y

∂x1

)2

+

(
∂z

∂x1

)2

= (x2 sinx3 + z0)
2,

g12 =
∂x

∂x1

∂x

∂x2
+

∂y

∂x1

∂y

∂x2
+

∂z

∂x1

∂z

∂x2
= (x2 sinx3 + z0)x1 sinx3,

g13 =
∂x

∂x1

∂x

∂x3
+

∂y

∂x1

∂y

∂x3
+

∂z

∂x1

∂z

∂x3
= (x2 sinx3 + z0)x1x2 cosx3,

g22 =

(
∂x

∂x2

)2

+

(
∂y

∂x2

)2

+

(
∂z

∂x2

)2

= x21 sinx
2
3 + 1, (21)

g23 =
∂x

∂x2

∂x

∂x3
+

∂y

∂x2

∂y

∂x3
+

∂z

∂x2

∂z

∂x3
= x21x2 sinx3 cosx3,

g33 =

(
∂x

∂x3

)2

+

(
∂y

∂x3

)2

+

(
∂z

∂x3

)2

= x22(x
2
1 cos

2 x3 + 1).

Вирази для gik (21) свiдчать, що вибрана система криволiнiйних ко-
ординат x1x2x3 не є ортогональною, поскiльки gik 6= 0 при i 6= k.

У вiдповiдностi з (21)

q = det[gik(x1, x2, x3)] = x22(x2 sinx3 + z0)
2, (22)

що, i як повинно бути, повнiстю узгоджується з результатом (20).
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Другим фундаментальним тензором рiманового простору є абсо-
лютний тензор другого рангу, компоненти gik(x1, x2, x3) якого визна-
чаются спiввiдношеннями

gikgkj = δij або gik =
Gik

q
, (23)

де Gik = Gki є алгебраїчне доповнення gik у визначнику det|gik|. Цей
тензор називають асоцiйованим або взаємним метричним тензором.

В нашому випадку його компоненти визначаються наступним чи-
ном:

g11 =
x21 + 1

(x2 sinx3 + z0)2
, g12 = − x1 sinx3

x2 sinx3 + z0
,

(24)

g13 = − x1 cosx3
x2(x2 sinx3 + z0)

, g22 = 1, g23 = 0, g33 =
1

x22
.

На пiдставi (24) знаходимо величину

det[gik] =
1

x22(x2 sinx3 + z0)2
=

1

q
, (25)

що повнiстю узгоджується з результатом (22), так як

det[gik] · det[gik] = 1. (26)

На основi формул (21), (22) та (24) легко встановити вирази для
елемента об’єму dτ та елементiв поверхонь dσ1, dσ2, dσ3, якi вiдпо-
вiдають незбуренiй вiльнiй поверхнi рiдини, боковiй поверхнi та дну
цилiндра:

dτ =
√
q dx1 dx2 dx3 = x2(x2 sinx3 + z0) dx1 dx2 dx3, (27)

dσ1|x1=k0 =
√
qg11x2

√
k20 + 1 dx2 dx3,

dσ2|x2=r0 =
√
qg22r0(r0 sin x3 + z0) dx1 dx3, (28)

dσ3|x1=0 =
√
qg33x2 dx2 dx3.

Формули (27), (28) є корисними при формулюваннi iнтегральних
теорем типу Гауса–Островського на мовi тензорного числення, а та-
кож при застосуваннi варiацiйних методiв до розв’язування крайових
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задач гiдромеханiки. Наведемо результати прямих обчислень об’єму,
зайнятого рiдиною, та його поверхонь Σ0, Sб i Sд:

V =

k0∫

0

r0∫

0

2π∫

0

x2(x2 sinx3 + z0) dx1 dx2 dx3 = π r20 k0 z0 = π r20 h,

SΣ0 =
√
k20 + 1

r0∫

0

x2 dx2

2π∫

0

dx3 = πr20

√
k20 + 1 = πr0 b, b =

r0
cosα

,

(29)

Sб =

k0∫

0

dx1

2π∫

0

r20 sinx3 dx3 +

k0∫

0

2π∫

0

ro z0 dx1 dx3 = 2π r0 h,

Sд =

r0∫

0

x2 dx2

2π∫

0

dx3 = π r20 .

Це є прямим пiдтвердженням коректного введення криволiнiйних
координат та вiрного визначення фундаментальних тензорiв введено-
го рiманового простору.

3 Формулювання основних крайових задач теорiї
нелiнiйних коливань обмеженого об’єму рiдини
в тензорнiй формi

До основних математичних об’єктiв нелiнiйної динамiки обмеженого
об’єму рiдини ми вiдносимо спектральну задачу з параметром в гра-
ничних умовах типу (9) або (12) та нелiнiйну крайову задачу (3)–(6),
що описує вiльнi коливання iдеальної рiдини в гравiтацiйному полi.

Розпочнемо з розгляду крайової задачi (3)–(6), пам’ятаючи про
те, що в нiй визначенню пiдлягають одночасно потенцiал швидкостей
Φ(~r, t) i форма вiльної поверхнi ζ(~r, t), причому область визначення
гармонiчної функцiї Φ(~r, t) по (3) теж наперед невiдома. Залишаючись
в рамках рiманового простору R3 рiвняння збуреної вiльної поверхнi
Σ представимо в криволiнiйних координатах у виглядi

ζ(x1, x2, x3, t) = 0. (30)
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Припустимо, далi, що рiвняння збуреної поверхнi в криволiнiйних
координатах може бути представлена у виглядi

x1 = const + f(x2, x3, t). (31)

Оскiльки рiмановий простiр x1, x2, x3 i об’єм рiдини Q∗, до якого вiн
вiднесений, задається квадратичного формою (19), нелiнiйна крайо-
ва задача (3)–(6) може бути тепер записана в iнварiантнiй формi з
врахуванням формул перетворення (16), (17) та формул для компо-
нент фундаментальних тензорiв (21) та (24).

Серед диференцiальних iнварiантiв, визначених в рiманових про-
сторах, для нас в першу чергу представляє iнтерес градiєнт скаляра
Φ(x1, x2, x3, t)

∇Φ = ~ei g
ji ∂Φ

∂xj
(32)

i оператор Лапласа

∇2 ≡ ∇ · ∇ = gik ∇i ∇k. (33)

Зокрема, лапласiан потенцiала поля швидкостей Φ має наступний
вигляд:

∇2Φ =
1√
q

∂

∂xi

(
gik

√
q
∂Φ

∂xk

)
=

1

q

[
∂

∂x1

(√
q g11

∂Φ

∂x1
+

+
√
q g12

∂Φ

∂x2
+
√
q g13

∂Φ

∂x3

)
+

∂

∂x2

(√
q g21

∂Φ

∂x1
+
√
q g22

∂Φ

∂x2
+

+
√
q g23

∂Φ

∂x3

)
+

∂

∂x3

(√
q g31

∂Φ

∂x1
+
√
q g32

∂Φ

∂x2
+
√
q g33

∂Φ

∂x3

)]
.

(34)
Пiдставивши в (34) значення q i gij за формулами (22), (24), одер-

жимо

∇2Φ = g11
∂2Φ

∂x21
+
∂2Φ

∂x22
+ g33

∂2Φ

∂x23
+ 2g12

∂2Φ

∂x1∂x2
+

+2g13
∂2Φ

∂x1∂x3
+ 2c

∂Φ

∂x1
+ e

∂Φ

∂x2
= 0, (35)

де

g11 =
x21 + 1

(x2 sinx3 + z0)2
, g33 =

1

x22
,
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g12 = − x1 sinx3
x2 sinx3 + z0

, g13 = − x1 cosx3
x2(x2 sinx3 + z0)

, (36)

c(x1, x2, x3) =
x1

(x2 sinx3 + z0)2
, e(x2) =

1

x2
.

Кiнематична умова на збуренiй вiльнiй поверхнi рiдини, заданiй
неявно рiвнянням (30), записується в тензорному виглядi наступним
чином:

∂Φ

∂ν
= − ζt√

gij
∂ζ

∂xi

∂ζ

∂xj

= − ζt
N
, (37)

де N з врахуванням формул (31) та (24) набуває вигляду

N =

(
g11 − 2g12

∂f

∂x2
− 2g13

∂f

∂x3
+ g22

(
∂f

∂x2

)2

+ g33
(
∂f

∂x3

)2
)1

2
=

=
1

x2γ

(
x22(1 + f2) + 2γf

∂f

∂x2
x22 sinx3 + 2γf

∂f

∂x3
x2 cosx3+

+ γ2
(
∂f

∂x2

)2

+ γ2
(
∂f

∂x3

)2
)1

2
, (38)

де γ = x2 sinx3 + z0.
Оскiльки орти нормалей до координатних поверхностей xi = const

збiгаються з векторами gradxi, то значення нормальних похiдних на
цих поверхнях в тензорному аналiзi визначається за формулою для
скалярного добутку двох векторiв з коварiантними компонентами.

Умова неперетiкання на боковiй стiнцi цилiндра (x2 = r0) має
вигляд

∂Φ

∂ν
=

∂Φ

∂x2
+ g12

∂Φ

∂x1
= 0 при x2 = r0, (39)

а на днi цилiндра (x1 = 0)

(
g12

∂Φ

∂x1

)

x1=0

= 0. (40)
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Збурена поверхня рiдини в просторi криволiнiйних координат
x1, x2, x3 переходить в деяку поверхню Σ∗, яку в неявному виглядi
представимо рiвнянням

ζ(x1, x2, x3, t) = 0. (41)

В перетворенiй областi Q∗ збурена вiльна поверхня проектуєть-
ся на деяку плоску область, яка не мiняється з часом i збiгається
з незбуреною вiльною поверхнею Σ∗

0. Представивши (41) у виглядi,
розв’язному вiдносно просторової координати x1,

x1 = const + f(x2, x3, t), (42)

подамо збурену вiльну поверхню в параметричнiй формi, вибравши в
(18) в якостi параметрiв u = x2, v = x3.

Елемент площi криволiнiйної поверхнi тодi представляється в
виглядi

dS =
√
EG− F 2 du dv, (43)

де гаусовi коефiцiєнти з врахуванням формул перетворення (16)
визначаються як

E = x2n + y2n + z2n, F = xuvv + yuyv + zuzv, G = x2v + y2v + z2v. (44)

Використавши матрицю похiдних



∂f

∂x2
(x2 sin x3 + z0) + f sin x3 cos x3 sin x3

∂f

∂x3
(x2 sin x3 + z0) + fx2 cos x3 −x2 sin x3 x2 cos x3


 (45)

за формулами (44) знаходимо спочатку E, G i F , а потiм елемент
площi

dS =

(
x2(1 + f2) + 2 x22γf

∂f

∂x2
sin x3 + 2 x2γf

∂f

∂x3
cos x3+

+ x22γ
2

(
∂f

∂x2

)2

+ γ2
(
∂f

∂x3

)2
)1/2

dx2 dx3. (46)

Спiвставляючи (38) з (46), бачимо, що

dS =
√
(∇ζ)2 x2 (x2 sin x3 + z0) dx2 dx3. (47)



84 I.О. Луковський

Тепер ми маємо можливiсть записати умову розв’язностi
нелiнiйної крайової задачi по визначенню потенцiалу швидко-
стей Φ(x1, x2, x3, t) та вiльної поверхнi обмеженого об’єму рiдини
ζ(x1, x2, x3, t). Вона має наступний вигляд:

∫

Σ∗

∂Φ

∂ν
dS =

∫

Σ∗

0

ft x2 (x2 sin x3 + z0) dx2 dx3 = 0. (48)

На пiдставi викладеного вище, нелiнiйна крайова задача, що опи-
сує гравiтацiйнi хвилi в обмеженому об’ємi рiдини з вiльною поверх-
нею, остаточно може бути подана в криволiнiйних координатах в та-
кому виглядi:

∇2Φ = g11
∂2Φ

∂x21
+
∂2Φ

∂x22
+ g33

∂2Φ

∂x23
+ 2 g12

∂2Φ

∂x1 ∂x2
+ 2 g13

∂2Φ

∂x1 ∂x3
+

+2 c
∂Φ

∂x1
+ e

∂Φ

∂x2
= 0 в Q∗, (49)

∂Φ

∂ν

∣∣∣∣
Σ∗

=

(
g11

∂Φ

∂x1
+ g21

∂Φ

∂x2
+ g31

∂Φ

∂x3

)
=
ft
N

∣∣∣∣
Σ∗

, (50)

∂Φ

∂ν

∣∣∣∣
x2=r0

=

(
∂Φ

∂x2
+ g12

∂Φ

∂x1

)

x0=r0

= 0, (51)

∂Φ

∂ν

∣∣∣∣
x1=0

=

(
g12

∂Φ

∂x1

)

x1=0

= 0. (52)

∂Φ

∂t
+
1

2
(∇Φ)2+g[(x1(x2 sin x3+z0)−h) cosα−x2 sinx3 sinα] = 0 на Σ∗.

(53)
В динамiчнiй умовi на вiльнiй поверхнi Σ∗ через g позначено при-

скорення сил земного тяжiння.
Система рiвнянь (49)–(53) разом з умовою збереження об’єму у

виглядi (48) являє собою повну сукупнiсть рiвнянь для визначен-
ня потенцiалу швидкостей Φ(x1, x2, x3, t) та форми вiльної поверхнi
ζ(x1, x2, x3, t).

Переходячи до формулювання спектральної задачi динамiки об-
меженого об’єму рiдини в криволiнiйнiй системi координат, зазначи-
мо, що i в розглядуваному випадку модель типу (11) формується iз
нелiнiйної системи (49)–(53) за допомогою спiввiдношення (10).
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Для незбуреної областiQ∗
0 в просторi параметрiв x1x2x3 для функ-

цiї ϕ(x1, x2, x3) одержимо вiдповiдну спектральну задачу в наступно-
му виглядi:

∇2ϕ = 0 в Q∗
0,

∂ϕ

∂ν
= κ ϕ на Σ∗

0,
∂ϕ

∂ν
= 0 на S∗

0 . (54)
∫

Σ∗

0

ϕdσ1 = 0.

Крайова умова на незбуренiй вiльнiй поверхнi Σ∗
0 i умова неперетi-

кання на S∗
0 в криволiнiйнiй системi координат x1x2x3 формулюються

на основi (50)–(52), (24) з використанням виразiв:

∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
x1=k0

=

[
g11

∂ϕ

∂x1
+ g21

∂ϕ

∂x2
+ g31

∂ϕ

∂x3

]

x1=k0

, (55)

∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
x2=r0

=

[
∂ϕ

∂x2
+ g12

∂ϕ

∂x1

]

x2=r0

, (56)

∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
x1=0

=

[
g11

∂ϕ

∂x1

]

x1=0

. (57)

Наведенi вище нелiнiйна крайова задача (49)–(53) i спектральна
задача (54) сформульованi для областi Q∗ бiльш простої, порiвняно
з вихiдною, конфiгурацiї. В просторi параметрiв x1x2x3 область Q∗

має форму прямого кругового цилiндра (0 ≤ x1 ≤ k0, 0 ≤ x2 ≤ r0, 0 ≤
x3 ≤ 2π) з елементами площ поверхонь (28), (47), що обмежують об’єм
Q∗ (незбуреної вiльної поверхнi Σ∗

0, бокової поверхнi S∗
2 , дна цилiндра

S∗
3 та збуреної вiльної поверхнi Σ∗).

Це вiдкриває в конструктивному аспектi широкi можливостi засто-
сування варiацiйних принципiв механiки в планi створення модальних
методiв при дослiдженнi нелiнiйних проблем динамiки твердого тiла
з рiдиною у випадку нахилених цилiндричних порожнин.

З iншого боку, проведене дослiдження видається також перспек-
тивним i в планi розробки альтернативних варiацiйних чисельно-
аналiтичних методiв розв’язування спектральної задачi (47), яка є
базовою в нелiнiйнiй теорiї просторового руху твердих тiл з порож-
нинами, частково заповненими рiдиною [13].

Зазначимо також, що представленi тут результати легко узагаль-
нюються на клас нахилених цилiндричних резервуарiв з поперечним
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перерiзом, вiдмiнним вiд кругового, а також на резервуари, якi мають
форму тiл обертання. На подiбного типу дослiдженнях ми зупинимося
окремо.
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