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Встановлено два критерiї розв’язностi задачi вiльної iнтерпорляцiї у
класi цiлих функцiй нульового порядку. У формулюваннi першого
критерiю використовується канонiчний добуток, який породжується
вузлами iнтерполяцiї, у формулюваннi другого — мiра, яка пород-
жується цими вузлами. У попереднiх роботах А. Ф. Леонтьєва,
Г. П. Лапiна, К. Г. Малютiна подiбна задача розглядалася у класi цiлих
функцiй ненульового порядку.

We establish two criteria of resolvability of a problem of simple free in-
terpolation in a class of entire functions of zero order. In the formulation
of the first criterion, the canonical product defined by interpolation knots
is used. In the formulation of the second, we use the measure which is
defined by these knots. In A. F. Leontyev, G. P. Lapin, K. G. Malyutin pre-
vious papers a similar problem was considered in a class of entire functions
of non-zero order.

1. Введение. Пусть f(z) — целая функция и M(f, r) =
= max

φ
|f(reiφ)|. Через [ρ,∞] обозначим класс целых функций, порядок

которых не превышает ρ, ρ > 0, т.е. таких, что

lim sup
r→∞

ln+ ln+M(f, r)

ln r
6 ρ .

c⃝ О.А. Боженко, К. Г. Малютин, 2012
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В частности, через E0 обозначим класс целых функций нулевого по-
рядка (ρ = 0).

Через C(a, r) будем обозначать открытый, а через B(a, r) —
замкнутый круг радиуса r с центром в точке a. Пусть D =
= {an, qn}∞n=1 — дивизор, т.е. множество различных комплексных
чисел {an = rne

iθn}∞n=1 ⊂ C вместе с их кратностями {qn}∞n=1 ⊂ N.
По заданному дивизору D определим меру: nD(G) =

∑
an∈G qn. Если

это не будет вызывать недоразумений, то индекс D будем опускать.
Дивизор корней произвольной функции f будем обозначать через
Df . Обозначим через nf = nDf

, nf,a(r) = nf (C(a, r)), nD,a(r) =
= nD(C(a, r)). В частности, положим nf (r) = nf,0(r), nD(r) = nD,0(r).

Из формулы Коши для производных нетрудно получить утвержде-
ние: если функция f ∈ [ρ,∞], то неравенство

|f (k−1)(z)| 6 (k − 1)! exp[|z|ρ+ε], k ∈ N ,

выполняется при фиксированном ε > 0 для всех достаточно больших
z, |z| > rε. Это неравенство является обоснованием целесообразности
введения следующего определения.

Дивизор D = {an, qn}∞n=1 называется интерполяционным в классе
[ρ,∞], если для любой последовательности комплексных чисел bn,k,
k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N, удовлетворяющих условию

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+ sup

1≤k leqqn

|bn,k|
(k − 1)!

6 ρ , (1)

существует функция F ∈ [ρ,∞] со свойством

F (an)(k−1) = bn,k, k = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N . (2)

Задача (2) в классе [ρ,∞] в случае, когда qn = 1, n = 1, 2, . . . , и ρ > 0
впервые рассматривалась А.Ф. Леонтьевым [1]. Им были найдены
критерии ее разрешимости в терминах канонических произведений,
определяемых дивизором D. Случай кратной интерполяции был
рассмотрен Г.П. Лапиным [2], который также рассматривал только
случай ρ > 0 и получил критерии разрешимости задачи (2) в терминах
канонических произведений. Заметим, однако, что в работе [2] зада-
ча (2) рассматривалась при следующих ограничениях на значения в
узлах интерполяции:

lim sup
n→∞

ln+ ln+ sup
1≤k≤qn

|bn,k|

ln |an|
6 ρ ,
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то есть в такой постановке задача не является задачей свободной
интерполяции. Позднее К. Г. Малютин [3], исходя из результатов
А. Ф. Леонтьева, нашел критерии разрешимости задачи (2) в терминах
меры, определяемой дивизором D. Работ, в которых рассматривалась
бы интерполяционная задача в классе E0, в наше поле зрения не
попало. В данной работе мы рассматриваем задачу свободной интер-
поляции и находим критерии разрешимости задачи (2) в классе E0 как
в терминах канонических произведений, определяемых дивизором D,
так и в терминах меры, определяемой узлами интерполяции.

Мы дополнительно предполагаем, что выполняется неравенство
|a1| > 0. Это упрощает доказательство и формулировки некоторых
утверждений, однако, не ограничивает общности наших рассуждений.
По ходу работы мы делаем замечание, что дивизоры D и D ∪ {0, q}
являются одновременно интерполяционными.

По заданному дивизору D определим семейство функций
Φ∗
D(z, α) = (nD(C(z, α|z|)) − q(z))+ , где q(z) — кратность точки диви-

зора D, ближайшей к z (если таких несколько, то выбираем любую из
них).

Приведем формулу Пуассона для субгармонической функции v и
круга B(z,R), на которую будем ссылаться в нашей работе:

v(z) =
1

2π

2π∫
0

v(z +Reiφ) dφ−
R∫
0

µv(B(z, t))

t
dt . (3)

Здесь µv — риссова мера функции v.
В случае, если f(z) — целая функция, a — корень функции f

кратности q, v(z) = ln

∣∣∣∣ f(z)

(z − a)q

∣∣∣∣, то формула Пуассона (3) для круга

B(a,R) приобретает вид:

ln
|f (q)(a)|

q!
=

1

2π

2π∫
0

ln |f(a+Reiφ)| dφ−
R∫
0

nf (B(a, t)) − q

t
dt−q lnR . (4)

Пусть D = {an, qn}∞n=1 — произвольный дивизор. Обозначим

ED(z) =
∞∏
n=1

(
1 − z

an

)qn
.

Функция ED(z) называется канонической функцией дивизора D.
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Основным результатом нашей статьи является следующая теорема.
Напомним, мы считаем, что выполняется условие |a1| > 0. Кроме того,
как обычно, b+ = max{b; 0}.

Теорема 1. Следующие три утверждения эквивалентны:
1) дивизор D является интерполяционным в классе E0;

2) для любого ε > 0 выполняется соотношение
∞∑
n=1

qn
|an|ε

<∞ (5)

и каноническая функция ED(z) дивизора D удовлетворяет
условию

lim
n→∞

1

ln |an|
ln+ ln+ qn!

|E(qn)
D (an)|

6 0 ; (6)

3) выполняется соотношение (5) и

lim sup
z→∞

1

ln |z|
ln+

1∫
0

Φ∗
D(z, α)

α
dα = 0 , (7)

lim sup
n→∞

ln qn
ln |an|

= 0 . (8)

Докажем вспомогательные утверждения.
Теорема 2. Пусть D — интерполяционный дивизор в классе E0.

Тогда выполняется соотношение (5).
Доказательство. Пусть f — целая функция класса E0, решаю-

щая интерполяционную задачу: f(a1) = 1, f (j−1)(a1) = 0, j = 2, . . . , q1,
f (j−1)(an) = 0, j = 1, . . . , qn, при n > 2. По предположению теоремы
такая функция существует. Запишем формулу (3) для функции v(z) =
= ln |f(z)| и круга B(a1, R):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln |f(a1 +Reiφ)| dφ−
R∫
0

nf (B(a1, t))

t
dt .

Далее устанавливается, что неравенство
R∫
0

n(t)

t
dt 6

R∫
0

nf (B(a1, t))

t
dt 6 KεR

ε , Kε > 0 ,



416 О.А. Боженко, К. Г. Малютин

выполняется при любом фиксированном ε > 0 для всех R > Rε.
Отсюда следует неравенство:

n(R) 6
eR∫
R

n(t)

t
dt 6 KεR

ε. (9)

Поскольку последнее неравенство выполняется при любом фикси-
рованном ε > 0, то из него следует равенство

lim
R→∞

n(R)

Rε
= 0, ε > 0 . (10)

Тогда, используя неравенство (9) с ε/2 и равенство (10), получаем:

∞∑
n=1

qn
|an|ε

=

∞∫
0

dn(t)

tε
= ε

∞∫
0

n(t)

t1+ε
dt 6 εKε

∞∫
0

dt

t1+ε/2
<∞ .

Теорема доказана.
Теорема 3. Пусть D — интерполяционный дивизор в классе E0.

Тогда каноническая функция ED(z) принадлежит классу E0 .
Доказательство. Пусть D — интерполяционный дивизор в

классе E0, а E(z) — его каноническая функция. Из равенства (10)
следует, что E(z) — целая функция. Кроме того, справедливо
неравенство

ln |E(z)| 6
∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

|an|

)qn
=

∞∫
0

ln
(

1 +
r

t

)
dn(t) =

∞∫
0

rn(t)

(t+ r)t
dt ,

из которого следует, что E ∈ E0 (здесь и далее используется обозначе-
ние |z| = r). Теорема доказана.

2. Доказательство импликации 1) ⇒ 3) . Импликация 1) ⇒
(5) доказана в теореме 2. Докажем импликацию 1) ⇒ (8). Пусть
f(z) — функция из класса E0, решающая интерполяционную задачу
f (j−1)(an) = 0, j = 1, . . . , qn− 1, f (qn−1)(an) = (qn− 1)!, n = 1, 2, . . . . По
условию теоремы такая функция существует. Запишем формулу (4)
для функции f(z) при a = an и R = |an|:

(qn−1) ln |an| =
1

2π

2π∫
0

ln |f(an+|an|eiφ)| dφ−
|an|∫
0

nf (B(an, t)) − qn + 1

t
dt .
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Интеграл, стоящий в правой части последнего равенства, неотрица-
телен. Так как f(z) — функция из класса E0, то отсюда следует
равенство (8).

Докажем теперь импликацию 1) ⇒ (7). Докажем вначале, что

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln+

rn/2∫
0

(n(B(an, t)) − qn)+

t
dt = 0 . (11)

Если это не так, то существуют последовательность nk ↑ ∞ при k → ∞
и число ε0 > 0 такие, что при k = 1, 2, . . . выполняются соотношения

lim sup
n→∞

1

ln |ank
|

ln+

|an|/2∫
0

(n(B(ank
, t)) − qnk

)+

t
dt > ε0 . (12)

Дополнительно можно считать, что при k = 1, 2, . . . выполняются
неравенства |ank+1

| > 4|ank
| .

Пусть f(z) — функция из класса E0, которая решает интерполяци-
онную задачу f(ank

) = 1, f (j−1)(ank
) = 0, j = 2, . . . , qnk

, k = 1, 2, . . . ,
f (j−1)(an) = 0, j = 1, . . . , qn, если n ̸= nk. По условию теоремы такая
функция существует.

Запишем формулу (3) для функции v(z) = ln |f(z)| и круга
B(ank

, |ank
|/2):

0 =
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ−

|ank
|/2∫

0

nf (B(ank
, t))

t
dt .

Поскольку при t ∈ [0, |ank
|/2] справедливо неравенство nf (B(ank

, t)) >
> n(B(ank

, t)) − qnk
, то

|ank
|/2∫

0

(n(B(ank
, t)) − qnk

)+

t
dt 6

|ank
|/2∫

0

nf (B(ank
, t))

t
dt =

=
1

2π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣f (ank
+

1

2
|ank

|eiφ
)∣∣∣∣ dφ .

Полученное неравенство, соотношение f ∈ E0 и неравенство (12) в
совокупности противоречивы. Тем самым, равенство (11) доказано.
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Из равенства (5) следует, что

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+

|an|∫
|an|/2

(n(B(an, t)) − qnk
)+

t
dt = 0 .

Вместе с равенством (11) это дает

lim sup
n→∞

1

ln |an|
ln+

|an|∫
0

(n(B(an, t)) − qnk
)+

t
dt = 0 . (13)

Пусть z — произвольное комплексное число и a = a(z) — ближай-
шая к z точка последовательности {an}, q(z) — ее кратность. Обозна-
чим через F1 множество тех z, для которых выполняется неравенство
|z − a| > |z|/2. Из условия (5) легко следует, что

lim sup
z→∞
z∈F1

1

ln r
ln+

r∫
0

(n(B(z, t)) − q(z))+

t
dt = 0 .

Поэтому в дальнейшем доказательстве можно считать, что выполня-
ется неравенство |z − a| 6 |z|/2. Далее имеем

r∫
0

(n(B(z, t)) − q(z))+

t
dt =

r∫
|z−a|

(n(B(z, t)) − q(z))+

t
dt 6

6
r∫

|z−a|

(n(B(a, t+ |z − a|)) − q(z))+

t
dt =

=

r+|z−a|∫
2|z−a|

(n(B(a, u)) − q(z))+

u− |z − a|
du 6 2

r+|z−a|∫
0

(n(B(a, u)) − q(z))+

u
du .

Из приведенных рассуждений, равенства (11) теперь следует, что

lim sup
z→∞

1

ln r
ln+

r∫
0

(n(B(z, t)) − q(z))+

t
dt = 0 .
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После замены переменной t = αr в подынтегральном выражении
последнего равенства получим соотношение (7). Импликация 1) ⇒ 3)
доказана.

3. Доказательство импликации 3) ⇒ 2) . Пусть выполняется
условия (7) и (8). Напишем равенство (4) для функции E(z) и круга
B(an, R):

ln
|E(qn)(an)|

qn!
=

1

2π

2π∫
0

ln |E(an +Reiφ)| dφ−

−
R∫
0

n(B(an, t)) − qn
t

dt− qn lnR .

(14)

Равенство (14) перепишем в виде:

ln
qn!

|E(qn)(an)|
=

1

2π

2π∫
0

ln
1

|E(an +Reiφ)|
dφ+

+

R∫
0

n(B(an, t)) − qn
t

dt+ qn lnR .

(15)

Далее мы воспользуемся следующей теоремой (см. теорему 11 из [4,
Глава I, § 8]).

Теорема C. Пусть функция f(z) голоморфна в круге B(0, 2eR)
(R > 0), f(0) = 1 и η — произвольное положительное число, не

превышающее
3

2
e. Тогда внутри круга B(0, R), но вне исключитель-

ных кругов с общей суммой радиусов, не превышающей 4Rη, выполня-
ется неравенство

ln |f(z)| > −
(

2 + ln
3e

2η

)
lnM(f, 2eR) .

Поскольку E ∈ E0, то для любого числа ε > 0 существует rε та-
кое, что при r > rε выполняется неравенство ln |E(z)| 6 rε . Из это-
го неравенства и теоремы C, примененной к функции E(z) и кру-
гу B(0, 3e|an|), следует, что существуют номер Nε и число R1 ∈
∈ [|an|/2, |an|] такие, что для всех φ и n > Nε выполняется неравенство
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ln 1
|E(an+R1eiφ)| 6 rεn . Выбрав в равенстве (15) R = R1, получим

доказательство импликации (12) ⇒ (11). Тем самым импликация
3) ⇒ 2) доказана.

4. Доказательство импликации 2) ⇒ 1) . Докажем, что из
условия (6) следует условие (8). Действительно, запишем формулу (4)
для функции E(z) и круга C(an, rn):

qn ln rn +

rn∫
0

nD(C(an, t)) − qn
t

dt =

=
1

2π

2π∫
0

ln
∣∣E (an + rne

iθ
)∣∣ dθ + ln

qn!

|E(qn)(an)|
.

Интеграл в левой части равенства — неотрицательный. Тогда (8)
следует из (6) и определения класса E0. Обозначим далее

Pn,j =
1

(j − 1)!

(
d

dz

)j−1
(z − an)qn

E(z)

∣∣∣∣
z=an

, j = 1, 2, . . . , qn, n ∈ N. (16)

Нам понадобится следующая лемма из [5].
Лемма. Пусть дивизор D удовлетворяет условию (6). Тогда

lim sup
n→∞

1

ln rn
ln ln max

1≤j≤qn

|Pn,j |
rqn−j+1
n

= 0 . (17)

Положим далее

αn,m =
(−1)m−1

(m− 1)!

qn−m∑
j=0

1

j!
Pn,qn+1−m−jbn,j+1, m = 1, . . . , qn, n ∈ N , (18)

Pn(z) =

qn∑
m=1

αn,m

[
1

z − an

(
z

an

)Sn
](m−1)

,

где {Sn}∞n=1 — последовательность натуральных чисел, которую мы
выберем ниже. Заметим [5], что формальный ряд

F (z) = E(z)

∞∑
n=1

Pn(z) (19)

решает интерполяционную задачу (2).
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Покажем, что при подходящем выборе последовательности {Sn}∞n=1

функция F ∈ E0. Из условия (1), равенств (17) и (18) получаем, что
существует последовательность {εn}, εn ↓ 0 при n → ∞, такая, что
при всех m = 1, . . . , qn, n ∈ N,

|αn,m| 6 qn −m+ 1

(m− 1)!
exp(rεnn ) . (20)

Кроме того, в силу условия (5), можно считать, что сходится ряд
∞∑
n=1

exp(−rεnn ) . (21)

Обозначим un,m(z) =
( 1

z − an

( z
an

)Sn
)(m−1)

,m = 1, . . . , qn, n ∈ N, и

оценим при z /∈ C(an, 2). Для этого обозначим через Cz = {t : |t− z| =
= 1} и воспользуемся интегральной формулой Коши для un,m(z) в
круге Cz, учитывая при этом, что если |t − z| = 1, то |t − an| > 1 и
|t| 6 |z| + 1,

|un,m(z)| =
(m− 1)!

2πrSn
n

∣∣∣∣∣∣
∫
Cz

tSndt

(t− an)(t− z)m

∣∣∣∣∣∣ 6 (m− 1)!(|z| + 1)Sn

rSn
n

,

m = 1, . . . , qn, n ∈ N.
Отсюда, с учетом определения функции Pn(z) и (20), получим

|Pn(z)| ≤
qn∑
m=1

|αn,m||un,m(z)| 6 exp(rεnn )
(|z| + 1)Sn

rSn
n

×

×
qn∑
m=1

(qn −m+ 1) =
exp(rεnn )qn(qn + 1)

2rSn
n

(|z| + 1)Sn

при z /∈ C(an, 2).
Используя равенство (8), получаем далее

|Pn(z)| 6 exp(rεnn )

rSn
n

(|z| + 1)Sn =

(
e2(|z| + 1)

rn

)Sn exp(rεnn )

e2Sn
. (22)

Положим Sn = [2rεnn ], n ∈ N , где [·] – целая часть числа. Тогда
из (22) получаем

|Pn(z)| 6 e exp(−rεnn )

(
e2(|z| + 1)

rn

)2rεnn

. (23)
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Пусть N = N(r) — наименьшее целое число, обладающее свойством
|an| > e2(r + 1), N0 — фиксированное число такое, что |an0 | > 1.
Функцию F (z) представим в виде суммы

F (z) = E(z)

N0−1∑
n=1

Pn(z) + E(z)
N−1∑
n=N0

Pn(z) + E(z)
∞∑
n=N

Pn(z) =

= F1(z) + F2(z) + F3(z) .

Рассмотрим слагаемое F3(z). Из условия (21) и неравенства (23) сле-

дует, что
∞∑
n=N

Pn(z) 6 C, где C — некоторая постоянная.

Рассмотрим F2(z). Так как |an0 | > 1 при n > N0, то в силу нера-
венства (23) справедлива оценка

|Pn(z)| 6 e exp(−rεnn )(er)4r
εn
n ,

из которой следует, что для любого ε > 0 при r > R(ε) выполняется
неравенство |F2(z)| < rε.

Поскольку в представлении F1(z) сумма содержит конечное число
слагаемых, то из полученных оценок следует, что F (z) ∈ E0. Теорема
полностью доказана.

В заключение покажем, что если дивизор D, |a1| > 0, является ин-
терполяционным в классе E0, то и дивизор D0 = D ∪ {0, q0} также
является интерполяционным в этом классе. Действительно, рассмот-
рим интерполяционную задачу (2) для дивизора D0. Пусть f ∈ E0 —
решение интерполяционной задачи (2) для дивизораD. Тогда функция

f1(z) = f(z) + E(z)

q0∑
j=1

Aj [(−1)j−1(j − 1)!zq0−j ],

где

Aj =
(−1)j−1

(q0 − j)!(j − 1)!

q0−j∑
i=0

Ciq0−j [b0,i+1 − f (j−1)(0)]

[
1

E(z)

](q0−j−i)
z=0

,

принадлежит классу E0 и является решением поставленной интерпо-
ляционной задачи. Тем самым, ограничение a1 ̸= 0 не является суще-
ственным.
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