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Розглядається питання наближення локально однолистої в областi
функцiї локально однолистими многочленами.

Мета замiтки — звернути увагу на задачi про наближення локально
однолистих (або однолистих) функцiй локально однолистими много-
членами; або загальнiше, задача про формозберiгаюче наближення
(Shape preserving approximation — SPA) аналiтичних функцiй.

Зазначимо, SPA на вiдрiзку на сьогоднiшнiй день набуло практично
такої ж завершеностi, як i наближення без обмежень, див. огляд
Kopotun, Leviatan, Prymak, Shevchuk [1]. Початок сучасного SPA на
вiдрiзку пов’язують з роботою Shisha [2], в якiй вiн звернув увагу на
наближення монотонних функцiй монотонними многочленами. Що є
аналогом монотонної функцiї в областi G ⊂ C? Локально однолиста
функцiя, тобто аналiтична в G функцiя f така, що f ′(z) ̸= 0, z ∈ G.
Отже слiд очiкувати, що до таких функцiй можна застосувати добре
розвинений апарат SPA на вiдрiзку. На жаль, авторам невiдомо жодної
оцiнки величини

E(1)
n (f) = inf

Pn⊂P(1)
n

sup
z∈G

|f(z) − Pn(z)|

найкращого локально однолистого наближення такої функцiї f мно-
жиною P(1)

n многочленiв Pn степеня < n таких, що P ′
n(z) ̸= 0, z ∈ G,
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навiть для областей зi строго гладкою межею. Будемо говорити, що
область G ⊂ C є областю зi строго гладкою межею, якщо її межа
є гладкою жордановою кривою та iснує конформне вiдображення
Φ : G → D областi G в одиничний круг D = {z ∈ C : |z| < 1},
похiдну Φ′ якого можна продовжити на замикання G областi G до
неперервної на G функцiї Φ′, i таке, що

|Φ′(z)| ≥ c = const > 0, z ∈ G.

Достатнi умови того, щоб G була областю зi строго гладкою межею
дає, скажiмо, теорема Келлога. Згiдно з Warschawski [3], область,
обмежена гладкою замкненою жордановою кривою , у якої кут нахилу
дотичної до дiйсної осi, як функцiя довжини дуги кривої, задовольняє
умову Дiнi, є областю зi строго гладкою межею. Нагадаємо, на
замиканнi такої областi має мiсце конструктивна характеристика
наближення функцiй, див., наприклад, Тамразов [4]. Таким чином,
виникає задача.

Задача 1. Довести або спростувати наступне твердження.
Нехай r ∈ N, G ⊂ C — область зi строго гладкою межею, функцiя
f : G→ C є неперервною на G i аналiтичною в G. Якщо
а) f ′(z) ̸= 0, z ∈ G, та б) |f (r)(z)| ≤ 1, z ∈ G, то

E(1)
n (f) ≤ const

nr
, n ≥ r .

В разi позитивної вiдповiдi довести вiдповiднi оцiнки для модуля
неперервностi та для модулiв гладкостi (див. означення в монографiї
П.М. Тамразова [4]) для областей з кусково-гладкою межею, квазiкон-
формною межею.

Зауважимо, що в питаннi, яке розглядається, невiдомими є навiть
теореми типу Вейєрштраса про збiжнiсть. Автори дякують професорiв
В.В. Андрiєвського та S. Ruscheweyh, якi люб’язно повiдомили, що
E

(1)
n (f) → 0, n → ∞, якщо G = D. В наступнiй теоремi ми

поширюємо цей факт на областi зi строго гладкою межею.
Теорема 1. Нехай G — область зi строго гладкою межею,

функцiя f : G → C є неперервною на G i аналiтичною в G. Якщо
f ′(z) ̸= 0, z ∈ G, то

E(1)
n (f) → 0, n→ ∞.
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Iншими словами, будь-яку локально однолисту в G i неперервну
на G функцiю можна рiвномiрно наблизити локально однолистим в G
многочленом.

Доведення. Оскiльки G є областю зi строго гладкою межею, то
iснує конформне вiдображення Φ : G → D областi G в одиничний
круг, похiдну Φ′ якого можна продовжити на замикання G областi G
до неперервної на G функцiї Φ′, i таке, що

|Φ′(z)| ≥ c = const > 0, z ∈ G.

Вiзьмемо ε > 0. Слiдуючи Gauthier та Andersson, розглянемо функцiю

H(z) = f(Φ−1((1 − ϵ)Φ(z))),

де ϵ > 0 вибране так, щоб

max
z∈G

|f(z) −H(z)| < ε

2
.

За умовою теореми, похiдна

H ′(z) = f ′(Φ−1((1−ϵ)Φ(z)))
1

Φ′(Φ−1((1 − ϵ)Φ(z)))
(1−ϵ)Φ′(z) ̸= 0, z ∈ G.

Бiльше того, функцiя H ′ може бути продовжена до неперервної на G
функцiї такої, що H ′(z) ̸= 0, z ∈ G. Тому

min
z∈G

|H ′(z)| =: d > 0 .

Отже за класичною теоремою Мергеляна [5] iснує N ∈ N таке, що при
кожному n ≥ N знайдеться многочлен pn степеня < n такий, що

|H ′(z) − pn(z)| < min
{
d,

ε

2L

}
,

де L = L(G) — число, вибране з умови: для кожної пари точок z ∈ G та
ζ ∈ G iснує спрямлювана крива з кiнцями в цих точках, яка мiститься
в G, довжина якої не перевищує числа L. Таке число iснує для кожної
обмеженої областi з гладкою межею. Нарештi, зафiксуємо яку-небудь
точку z0 ∈ G та позначимо

Pn+1(z) := H(z0) +

∫ z

z0

pn(ζ)dζ .
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Тодi при всiх z ∈ G

|P ′
n+1(z)| = |pn(z)| ≥ |H ′(z)| − |H ′(z) − p′n(z)| > d− d = 0,

звiдки Pn+1 ⊂ P(1)
n+1 i, отже, при всiх n ≥ N

E
(1)
n+1(f) ≤ max

z∈G
|f(z) − Pn+1(z)| ≤

≤ max
z∈G

|f(z) −H(z)| + max
z∈G

|H(z) − Pn+1(z)| <

<
ϵ

2
+ max

z∈G

∣∣∣∣∫ z

z0

(H ′(ζ) − pn(ζ))dζ

∣∣∣∣ < ε .

Теорему доведено.
Постає наступна задача 2. Для множини M ⊂ C позначимо через

A(M) простiр функцiй f : M → C, неперервних на M та аналiтичних
у внутрiшностi Mo множини M . Кажуть, що множина M ⊂ C є
мергелянiвською множиною, якщо вона є замкненою, обмеженою та
має зв’язне доповнення C\M (саме така множина фiгурує в класичнiй
теоремi Мергеляна [5]).

Задача 2. Знайти якнайзагальнiшу умову на мергелянiвську мно-
жину M , при якiй кожну функцiю f ∈ A(M) таку, що f ′(z) ̸= 0,
z ∈ Mo, можна як завгодно добре наблизити на M многочленом P
таким, що P ′(z) ̸= 0, z ∈M .

Зауваження. Andersson [6], Gauthier [7], та Хрущев [8] дали
близьку до вичерпної вiдповiдь на поставлену ними задачу 3.

Задача 3. Знайти якнайзагальнiшу умову на мергелянiвську
множину M , при якiй кожну функцiю f ∈ A(M) таку, що f(z) ̸= 0,
z ∈ Mo, можна як завгодно добре наблизити на M многочленом P
таким, що P (z) ̸= 0, z ∈M .
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