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Ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà äëÿ

ñèñòåì ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ

âçà¹ìîäi¹þ

The Mayer series expansion in the Bridges�Federbush form for a system

of point particles interacting by the nonintegrable interaction potential is

constructed.

Â ðîáîòi ïîáóäîâàíî ðîçêëàä Ìàé¹ðà ó ôîðìi Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà

äëÿ ñèñòåìè òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ íåiíòå-

ãðîâàíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨.

1 Âñòóï

Îäíèì iç ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ¹ ðîçêëàä âåëè-

÷èí, ùî ¨õ õàðàêòåðèçóþòü, çà ñòåïåíÿìè àêòèâíîñòi z. Òàêèé ðîçêëàä

íàçèâàþòü ðîçêëàäîì Ìàé¹ðà. Iñíóþòü ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìî-

æíà îá÷èñëþâàòè êîåôiöi¹íòè òàêîãî ðîçêëàäó, îäíèì iç ÿêèõ ¹ ìå-

òîä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà [1]. Îñîáëèâiñòþ öüîãî ìåòîäó ¹ íîâà ôîð-

ìà çàïèñó êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó, àíàëiòè÷íèé âèãëÿä ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ

âêëàäàìè âiä ãðàôiâ-äåðåâ íà âiäìiíó âiä ìàé¹ðiâñüêèõ ãðàôiâ. Àíàëi-

òè÷íèì âêëàäîì êîæíî¨ ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹ äâi âåðøèíè x ∈ Rd i y ∈ Rd
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òàêîãî ãðàôà ¹ ïàðíèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ(|x−y|), ÿêèé ïîâèíåí áó-

òè iíòåãðîâàíèì. Â ìåòîäi Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ

äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðÿäiâ â îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà àêòèâ-

íîñòi.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäi-

þòü íåiíòåãðîâíèì â îêîëi íóëÿ ïîòåíöiàëîì. Òàêi ñèñòåìè ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè â ðàìêàõ ìîäåëi òàê çâàíîãî êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêà áóëà ââå-

äåíà Î.Ë. Ðåáåíêîì [2] ÿê àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ç ïîñèëåíî íàäñòiéêèìè âçà¹ìîäiÿìè [3]. Ïîòåíöià-

ëè òàêèõ âçà¹ìîäié íå ¹ iíòåãðîâíèìè, òîìó áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâà-

òè ìåòîä Áðiäæåñà-Ôåäåðáóøà äî òàêèõ ñèñòåìè íå ìîæíà. Â ðîáîòi

[1] áóëà çàïðîïîíîâàíà iäåÿ ïîáóäîâè òàêîãî ðîçêëàäó êîëè ïîòåíöiàë

ñêëàäà¹òüñÿ ç ñòiéêîãî iíòåãðîâíîãî ïîòåíöiàëó i äåÿêîãî íåiíòåãðîâ-

íîãî ïîçèòèâíîãî øâèäêî ñïàäàþ÷îãî ïîòåíöiàëó, àëå ñàìi ðîçêëàäè

íå áóëè ïîáóäîâàíi. Ïîñèëåíî íàäñòiéêi ïîòåíöiàëè, ÿêi ìè ðîçãëÿäà-

¹ìî íå çàäîâîëüíÿþòü öèì âèìîãàì. Òîìó ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè äåÿêi

ïðîìiæíi òåõíi÷íi êîíñòðóêöi¨, ùîá êîðåêòíî ïîáóäóâàòè öåé ðîçêëàä.

Ó öüîìó êîðîòêîìó ïîâiäîìëåííi ìè ïðîðîáëÿ¹ìî öþ òåõíi÷íó ðîáîòó

i ïðèâîäèìî äîâåäåííÿ çáiæíîñòi. Çàóâàæèìî, òàêîæ, ùî äëÿ áiëüø

ðîçãîðíóòîãî çíàéîìñòâà ç ïðîáëåìàìè ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, ÿêèì

ïðèñâ'ÿ÷åíà öÿ ðîáîòà, ÷èòà÷ ìîæå çâåðíóòèñü äî ìîíîãðàôié [4, 5].

2 Îçíà÷åííÿ ñèñòåìè

Â ðîáîòi áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ íåñêií÷åííà ñèñòåìà òîòîæíèõ òî÷êîâèõ

÷àñòèíîê ó ïðîñòîði Rd, âçà¹ìîäiþ ÿêèõ áóäåìî îïèñóâàòè ïàðíèì ïî-

òåíöiàëîì φ(|x − y|), x, y ∈ Rd, d ∈ N. ×åðåç B(Rd) ìè ïîçíà÷èìî

ñiì'þ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â Rd. Âèçíà÷èìî ïðîñòið êîíôiãóðàöié
â Rd ÿê ìíîæèíó ëîêàëüíî ñêií÷åíèõ ïiäìíîæèí (ìíîæèíó ïîëîæåíü

÷àñòèíîê ó ïðîñòîði Rd):

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1)
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äå |A| := card{A} öå êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè A, à ÷åðåç Bc(Rd) áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñèñòåìó âñiõ îáìåæåíèõ ìíîæèí ç B(Rd). Âèçíà÷èìî òàêîæ
ïðîñòið ñêií÷åíèõ êîíôiãóðàöié Γ0:

Γ0 =
⊔
n∈N0

Γ(n), Γ(n) := {η ⊂ Rd | |η| = n, n ∈ N0}, N0 = N ∪ {0}.

(2)

Ïðîñòið ñêií÷åíèõ êîíôiãóðàöié â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd) ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç ΓΛ:

ΓΛ :=
{
γ ∈ Γ0| γ ⊂ Λ, Λ ∈ Bc(Rd)

}
. (3)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ ìiðó Ëåáåãà íà (Rd,B(Rd)). Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈
N ðîçãëÿíåìî ìiðó σ⊗n íà ìíîæèíi

(̃Rd)n =
{

(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n
∣∣ xk 6= xl, ÿêùî k 6= l

}
, (4)

à îòæå ÿê ìiðó σ(n) íà Γ(n) ÷åðåç âiäîáðàæåííÿ

symn : (̃Rd)n 3 (x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn} ∈ Γ(n). (5)

Çà äîïîìîãîþ ìiðè σ(n) âèçíà÷èìî ìiðó Ëåáåãà�Ïóàññîíà (àáî íåíîð-

ìîâàíó ìiðó Ïóàññîíà)λσ íà σ-àëãåáði B(Γ0) ôîðìóëîþ:

λzσ :=
∑
n≥0

zn

n!
σ(n). (6)

Çâóæåííÿ ìiðè λσ íà B(ΓΛ) ìè òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè λσ ≡ λΛ
σ .

(A): Óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨. Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàëè

çàãàëüíîãî âèãëÿäó φ, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà R+ \ {0}, i
äëÿ ÿêèõ iñíóþòü êîíñòàíòè

r0 > 0, R > r0, ϕ0 > 0, ϕ1 > 0, i ε0 > 0 òàêi, ùî:

1)φ(|x|) ≡ −φ−(|x|) ≥ − ϕ1

|x|d+ε0
äëÿ |x| ≥ R, ; (7)

2)φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ ϕ0

|x|s
, s ≥ d äëÿ |x| ≤ r0, (8)
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äå

φ+(|x|) := max{0, φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}, (9)

à

φ(|x|)} = φ+(|x|) − φ−(|x|). (10)

Ïîòåíöiàëè òàêîãî êëàñó ¹ ïîñèëåíî íàäñòiéêèìè (äèâ., íàïðèêëàä,

[3, 2] ), àëå äëÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäó äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹ óìîâà ñòié-

êîñòi âçà¹ìîäi¨:

U(γ) := Uφ(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|) ≥ −B|γ| (11)

ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ B ≥ 0.

Ó ìîëåêóëÿðíié ôiçèöi ìà¹ áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ïîòåíöiàë

Ëåíàðäà�Äæîíñà

φ(|x|) =
C

|x|12
− D

|x|6
, (12)

äå C > 0, D > 0 − äåÿêi êîíñòàíòè. Â ðîáîòi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè

ïîòåíöiàëè òàêîãî æ òèïó.

3 Ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà

Âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà äëÿ ñèñòåìè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â äåÿêîìó

îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ). (13)

Òåðìîäèíàìi÷íèé ïîòåíöiàë, ÿêèé âiäïîâiäà¹ òèñêó âèçíà÷à¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ:

p(z, β) =
1

β
lim

Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β). (14)

Ðîçêëàä Ìàé¹ðà, ÿêèé ìè çàðàç ïîáóäó¹ìî ¹ ðÿä

βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn. (15)
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Ïðåäñòàâèìî âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ZΛ = ZΛ(z, β) ó âèãëÿäi:

ZΛ =

∞∑
N=0

zNZΛ(N), (16)

äå

ZΛ(N) =

∫
Γ

(N)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) =
1

N !

∫
ΛN

(dx)Ne−βU
(N)

, (17)

äå äëÿ γ = {x1, ..., xN}, |γ| = N , à

U (N) := U({x1, ..., xN}) =
∑

1≤i<j≤N

φ(|xi − xj |) :=
∑

1≤i<j≤N

φij . (18)

ßêùî ìè âèäiëèìî ïåðøi k ÷àñòèíîê, òî åíåðãiÿ N − k ÷àñòèíîê

U (N−k) : = U({xk+1, ..., xN}) =

=
∑

k+1≤i<j≤N

φ(|xi − xj |) :=
∑

k+1≤i<j≤N

φij . (19)

Ïåðø íiæ ïîáóäóâàòè ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà, çðîáèìî äå-

ÿêå ïðîìiæíå ðîçáèòòÿ ïîòåíöiàëó φ. Íåõàé v ïîçèòèâíèé iíòåãðîâàíèé

ïàðíèé ïîòåíöiàë, òàêèé, ùî

w(|x|) := φ+(|x|) − v(|x|) ≥ 0, äëÿ âñiõ x ∈ Rd, (20)

à ïîòåíöiàë

ϕ = v − φ− (21)

¹ ñòiéêèì, òîáòî

Uϕ(γ) =
∑
{x,y}⊂γ

ϕ(|x− y|) ≥ −B1|γ| (22)

ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ B1 ≥ 0. Òîäi

φ = w + ϕ, U(γ) = Uφ(γ) = Uw(γ) + Uϕ(γ). (23)

Ââåäåìî ïàðàìåòðè iíòåíñèâíîñòi âçà¹ìîäi¨. Íåõàé sk (0 ≤ sk ≤
1) õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü âçà¹ìîäi¨ ïåðøèõ k ÷àñòèíîê ç ðåøòîþ
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N−k ÷àñòèíêàìè. Ïiäñòàâèìî ñïåðøó ïàðàìåòð s1 ó âèðàç äëÿ åíåðãi¨

N ÷àñòèíîê òàêèì ÷èíîì, ùîá ïðè s1 = 0 âçà¹ìîäiÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè

ç iíøèìè âèêëþ÷àëàñÿ, à ïðè s1 = 1 çáåðiãàëàñÿ ïîâíà âçà¹ìîäiÿ óñiõ

N ÷àñòèíîê. Ñïåðøó ââåäåìî öi ïàðàìåòðè â åíåðãiþ Uϕ(γ). Òîäi ïðè

0 < s1 < 1 åíåðãiþ U
(N)
ϕ ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

V
(N)
1 (s1) = (1− s1)V

(N),(1)
0 + s1V

(N)
0 , (24)

äå

V
(N),(1)
0 := U (1)

ϕ + U (N−1)
ϕ , à V

(N)
0 := U (N)

ϕ . (25)

Òåïåð ó öåé âèðàç ïiäñòàâèìî ïàðàìåòð s2, âiäîêðåìëþþ÷è âçà¹ìîäiþ

1-¨ i 2-¨ ÷àñòèíêè âiä (N − 2)-õ ÷àñòèíîê, ùî çàëèøèëèñü. Â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî âèðàç:

V
(N)
2 (s1, s2) = (1− s2)V

(N),(2)
1 (s1) + s2V

(N)
1 (s1), (26)

äå V
(N),(2)
1 (s1) := V

(N)
1 (s1) + U

(N−2)
ϕ . Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïàðàìåòðà

sk ìà¹ìî:

V
(N)
k (s1, ..., sk) = (1− sk)V

(N),(k)
k−1 (s1, ..., sk−1) +

+ skV
(N)
k−1 (s1, ..., sk−1), (27)

äå V
(N),(k)
k−1 (s1, ..., sk−1) := V

(k)
k−1(s1, ..., sk−1) + U

(N−k)
ϕ ,

à ïðè k = N − 1

V
(N)
N−1(σN−1) := V (N)(σN−1) =

∑
1≤i<j≤N

sisi+1 · · · sj−1ϕij , (28)

äå äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

σN−1 := (s1, ..., sN−1) := (s)N−1. (29)

Âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ïîòåíöiàëó w îçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

W (N)(σN−1) = − 1

β

∑
1≤i<j≤N

ln(1 + si . . . sj−1uij), (30)
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äå

uij = e−βwij − 1. (31)

Ïðè s1 = . . . = sN−1 = 1

W (N)((1)N−1) = Uw =
∑

1≤i<j≤N

wij . (32)

Âèãëÿä åíåðãi¨ (30) âèíèêà¹ ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïàðàìåòðà s íå ïåðåä

ïîòåíöiàëîì w, ÿê ìè öå ðîáèëè ó âèðàçi äëÿ Uϕ, à çàìiíîþ åêñïîíåíòè

exp[−βwij ] íà âèðàç 1 + suij , ÿêèé ïðè s = 1 çáiãà¹òüñÿ ç åêñïîíåíòîþ

exp[−βwij ], à ïðè s = 0 âçà¹ìîäiÿ ìiæ i-þ i j-þ ÷àñòèíêàìè çíèêà¹.

Ïîâíó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ N -÷àñòèíîê ç ââåäåíèìè ïàðàìåòðàìè

iíòåíñèâíîñòi ïîçíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

U (N)(σN−1) := V (N)(σN−1) + W (N)(σN−1) (33)

Ââåäåìî òàêîæ äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi íàäàëi áóäóòü âèêîðèñòà-

íi:

ϕ
′

ij = ϕij −
1

β

uij
1 + si . . . sj−1uij

(34)

KΛ
l =

1

l

∫
Λl

(dx)lJ (l)(x)l, (35)

äå

J (1)(x)1 = J (1)(x1) = 1,

J (l)(x)l = (−β)l−1

1∫
0

dσl−1e
−βU(σl−1)

l∏
j=2

[s1 . . . sj−2ϕ
′

1j+ (36)

+ s2 . . . sj−2ϕ
′

2j + . . .+ sj−2ϕ
′

(j−2)j + ϕ
′

(j−1)j ],

äå l ≥ 2, à

ZΛ(N − l) =
1

(N − l)!

∫
ΛN−l

(dx)N−l
∏

l+1≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij). (37)
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Â (36) ìè òàêîæ ââåëè ïîçíà÷åííÿ:

1∫
0

dσN−1 =

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2 . . .

1∫
0

dsN−1. (38)

Ïåðåòâîðèìî ôóíêöiîíàë ZΛ(N) íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ïî÷àòêó âiä-

îêðåìèìî âçà¹ìîäiþ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè âiä ðåøòè, ââiâøè ïàðàìåòð ií-

òåíñèâíîñòi âçà¹ìîäi¨ s1 i âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü:

ef(1) = ef(0) +

1∫
0

ds1f
′
(s1)ef(s1). (39)

Òîäi âèðàç (17) íàáóäå âèãëÿäó:

ZΛ(N) =
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

1≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij) = (40)

=
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)
∏
j=2

e−β(wij+ϕij) =

=
1

N !

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)×

× [1 +

1∫
0

ds1
d

ds1
[

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j (1 + s1u1j)]],

äå u1j âèçíà÷åíî â (31). Â iíòåãðàëi çà çìiííîþ s1 âèêîíà¹ìî äèôåðåí-

öiþâàííÿ:

1∫
0

ds1
d

ds1
[

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j (1 + s1u1j)]] = (41)

= (−β)

1∫
0

ds1

N∑
j′=2

(
ϕ1j′ +

u1j′

1 + s1u1j′

) N∏
j=2

e−βs1ϕ1j (1 + s1u1j).
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Ïiäñòàâèìî (41) ó âèðàç (40) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñèìåòðè÷íiñòþ ïiäiíòå-

ãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ x1, . . . , xN . Â ðåçóëü-

òàòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü, âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (35), (36) äëÿ l = 1:

ZΛ(N) =
1

N
KΛ

1 ZΛ(N − 1)+

+
(−β)

(N − 2)!N

∫
ΛN

(dx)N
∏

2≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)× (42)

×
1∫

0

ds1ϕ
′

12

N∏
j=2

e−βs1ϕ1j (1 + s1u1j),

äå ϕ
′

12 âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (34).

Â ìíîæíèêàõ äîáóòêiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (42) âñòàíîâèìî ïàðàìåòð

iíòåíñèâíîñòi âçà¹ìîäi¨ s2 ìiæ ïåðøèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè òà iíøèìè

(N − 2)-ìà, âèêîðèñòàâøè òîòîæíiñòü:

N∏
j=3

e−β(w2j+ϕ2j)e−βs1ϕ1j (1 + s1u1j) = (43)

= 1 +

1∫
0

ds2
d

ds2

 N∏
j=3

e−βs1s2ϕ1j (1 + s1s2u1j)e
−βs2ϕ2j (1 + s2u2j)

 .

Ïðîðîáëÿþ÷è óñi îïåðàöi¨ ÿê i íà ïåðøîìó êðîöi i âðàõîâóþ÷è ïîçíà-

÷åííÿ (28),(30), (33), (34), (35), (36) äëÿ l = 2, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé
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÷ëåí ðîçêëàäó ðiâíîñòi (42):

ZΛ(N) =
1

N
KΛ

1 ZΛ(N − 1) +
2

N
KΛ

2 ZΛ(N − 2)+ (44)

+
(−β)2

(N − 3)!N

∫
ΛN

(dx)N
∏

3≤i<j≤N

e−β(wij+ϕij)×

×
1∫

0

ds1

1∫
0

ds2ϕ
′

12(s1ϕ
′

13 + φ
′

23)e−βU
(2)(s1)×

×
N∏
j=3

e−β[s1s2ϕ1j + s2ϕ2j (1 + s1s2u1j)(1 + s2u2j).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî òèõ ïið, äîêè íå áóäå âè÷åðïàíî óñi çìiííi,

îòðèìà¹ìî ðîçêëàä:

ZΛ(N) =

N∑
l=1

l

N
KΛ
l ZΛ(N − l). (45)

Ïiäñòàâèìî ïðàâó ÷àñòèíó òîòîæíîñòi (45) ó âèðàç äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè (16) i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî çà çìiííîþ z, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ðÿä∑
n≥1 nz

n−1KΛ
n ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = 0 (öå

áóäå äîâåäåíî íèæ÷å). Òîäi îòðèìà¹ìî ïðîñòå ðiâíÿííÿ:

dZΛ

dz
=

( ∞∑
n=1

nzn−1KΛ
n

)
ZΛ. (46)

Îñòàòî÷íî äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ:

ZΛ = exp

( ∞∑
n=1

znKΛ
n

)
, (47)

à âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (14) i (15):

bn(β) = lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
KΛ
n . (48)
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4 Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi

Çáiæíiñòü ðîçêëàäó Ìàé¹ðà âèðàæà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A) (äèâ.

(7)-(9)). Òîäi iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) = βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn (49)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíi-

ñòþ:

zβeβB1+1(‖ϕ‖1 + ‖u‖1) < 1, (50)

äå

‖f‖1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx <∞. (51)

Äîâåäåííÿ. Ïðåäñòàâèìî òåïåð äîáóòîê ñóì â J (n)(x)n (äèâ. ôîðìóëó

(36)) ó âèãëÿäi ñóìè äîáóòêiâ. Òîäi

J (n)(x)n =
∑
η

J (n)
η (x)n, (52)

äå

J (n)
η (x)n = (−β)n−1

1∫
0

dσn−1f(η, σn−1)

(
n∏
i=2

ϕ
′

η(i)i

)
e−βU

(n)(σn−1), (53)

à η öå âiäîáðàæåííÿ

η : {2, 3, ..., n} 7→ {1, 2, ..., n− 1}, η(i) < i, (54)

òîáòî η(k) ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè ó ìíîæèíi {1, 2, ..., k − 1}.
Äîáóòîê â (53) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âíåñîê ãðàôà-äåðåâà ç âåðøè-

íàìè ó òî÷êàõ {x1, ..., xn}, à êîæíié ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹ âåðøèíó xη(i) i

âåðøèíó xi, âiäïîâiäà¹ ôàêòîð ϕ
′

η(i)i. Ç âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ (54)

ñëiäó¹, ùî êîæíèé ãðàô-äåðåâî ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì, ùî êîæíà
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k-òà âåðøèíà xk(ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨) ïðè¹äíó¹òüñÿ äî âåðøèíè xη(k)

ãðàôà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç (k − 1)-¨ âåðøèíè. Çðîçóìiëî, ùî óñiõ òàêèõ

ãðàôiâ ó ñóìi (56) áóäå (n− 1)!. Àëå öåé ôàêòîðiàë áóäå êîíòðîëþâà-

òèñü iíòåãðàëîì âiä ôóíêöi¨ f(η, σn−1), ÿêà ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

f(η, σn−1) :=


1, ÿêùî n = 2
n−1∏
i=2

sη(i) · · · si−1, ÿêùî n > 2,
(55)

ÿêèé ñëiäó¹ áåçïîñåðåäíüî ç ïîáóäîâè ðîçêëàäó. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü

(äèâ. [1]), ùî ∑
η

1∫
0

dσn−1f(η, σn−1) ≤ en−1. (56)

Âðàõîâóþ÷è öþ îöiíêó ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíó ïðîïîçèöiþ.

Ïðîïîçèöiÿ 4.1. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (A)

(äèâ. (7)-(9)). Òîäi

|KΛ
n | ≤ βn−1(‖ϕ‖1 + ‖u‖1)n−1en(βB1+1)−1σ(Λ). (57)

Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ ç òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòó, ùî

0 < 1 + si . . . sj−1uij < 1, (58)

âíàñëiäîê ÷îãî

|ϕ
′

η(i)i(1 + sη(i) . . . si−1uη(i)i)| ≤ |ϕη(i)i| + |uη(i)i|, (59)

òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi äîáóòêó ó ïðàâié ÷àñòèíi (53) çà çìiííè-

ìè x1, . . . , xn, óìîâè (22) òà âèçíà÷åíü (30)�(36) òà (51)�(53).

Îöiíêà (57) çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ãðàíèöi (48) i òåîðåìè 1.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ïðîôåñîðó Î.Ë. Ðåáåíêó çà êðèòè÷íi çà-

óâàæåííÿ i óâàãó äî ðîáîòè.
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