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The paper is devoted to the investigation of representations of algebras
of Temperley–Lieb type generated by orthogonal projections connected
with countable trees. The theorem about the structure of such systems
orthogonal projections is proved. Examples are given.

Робота присвячена дослiдженню зображень алгебр типу Темпер-
лi—Лiба, що породженi ортопроекторами, пов’язаними зi злiченними
деревами. Доведено теорему про структуру таких систем ортопрое-
кторiв, наведенi приклади.
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1. Вступ

Вивчення систем пiдпросторiв S = (H;H1, . . . ,Hn) гiльбертового про-
стору H є важливою задачею функцiонального аналiзу та математи-
чної фiзики, якiй присвяченi багаточисельнi публiкацiї (див. напри-
клад, [1], [2], [3].) Зокрема, у [2] та бiбл. вивчалися системи пiдпросторiв
(системи ортопроекторiв), що пов’язувалися зi зв’язними неорiєнтова-
ними скiнченними графами.

У даннiй статтi вивчається структура незвiдних злiченних систем
пiдпросторiв {Hk} гiльбертового комплексного простору H, якi по-
в’язанi зi злiченними деревами Γ i параметром τ = cosφ ∈ (0, 1),
кожна пара пiдпросторiв є ортогональною або з фiксованим кутом
0 < φ < π

2 мiж ними (п.2). За допомогою ортопроекторiв Pi = PHi

та Pj = PHj
умова ортогональностi пiдпросторiв Hi та Hj записується

як PiPj = PjPi = 0, а умова про кут мiж ними φ (τ = cosφ) — як
PiPjPi = τ2Pi, PjPiPj = τ2Pj .

Ми описуємо множину параметрiв τ , для яких iснують такi нену-
льовi незвiднi системи ортопроекторiв та структуру таких систем (п.3),
а також наводимо приклади систем ортопроекторiв, пов’язаних зi злi-
ченними деревами (п.4).

Структура систем пiдпросторiв, пов’язаних iз злiченними деревами
Кокстера буде дослiджена окремо.

2. Постановка задачi

2.1. Злiченнi дерева

При дослiдженнi скiнченних систем ортопроекторiв (див. [2] та бiбл.)
використовується спектральна теорiя скiнченних графiв (див., напри-
клад, [4], [5]). При дослiдженнi злiченних систем ортопроекторiв в цiй
роботi використовується спектральна теорiя злiченних графiв (див. [6],
[7], [8], [9]).

Нагадаємо необхiднi означення.
Пiд термiном “граф” ми розумiємо впорядковану пару (V,R), в якiй

V — деяка непорожня множина (множина вершин) i R — множина,
що складається з невпорядкованих пар рiзних елементiв V (множина
ребер). Тобто ми розглядаємо неорiєнтованi графи без кратних ребер
та петель.
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Злiченним графом називають граф зi злiченною множиною вер-
шин, а злiченним деревом — зв’язний злiченний граф без циклiв.

Зафiксуємо порядок, в якому будемо розглядати вершини графа.
З кожним графом Γ та порядком вершин пов’язують матрицю сумi-
жностi AΓ, де n = |Γ| — кiлькiсть вершин графа, а елементи матрицi
задаються наступним чином: aij = 1, якщо мiж вершинами i та j є
ребро; aij = 0, якщо вершини i та j не сполученi ребром.

Таким чином, матриця AΓ — це симетрична матриця з нулями на
головнiй дiагоналi. Вигляд матрицi сумiжностi залежить вiд порядку,
в якому розглядаються вершини. Однак матрицi сумiжностi одного i
того ж графа при рiзних нумерацiях вершин унiтарно еквiвалентнi.

Оскiльки матриця сумiжностi AΓ скiнченного графа Γ симетрична
(aij = aji), то її власнi значення дiйснi. Позначимо власнi значення
матрицi AΓ через λi (i = 1, . . . , n) та розташуємо їх у незростаючому
порядку λΓ = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Найбiльше власне значення λΓ називають iндексом графа Γ.
Через Fin(Γ) позначимо множину всiх скiнченних пiдграфiв графа

Γ.
Поняття iндексу поширюється на злiченнi графи наступним чином:
Означення. Iндексом злiченного графа називається додатнє число

або символ ∞, визначенi рiвнiстю

ind Γ = sup
G∈Fin(Γ)

indG.

Далi будемо розглядати лише зв’язнi графи Γ = (VΓ, RΓ) такi, що
степенi всiх вершин рiвномiрно обмеженi: ∀v ∈ VΓ deg v ≤ c < ∞
для деякого натурального числа c. Зауважимо, що в цьому випадку
ind Γ < ∞ та indΓ = ‖AΓ‖, де AΓ : l2(C) → l2(C) розглядається як
обмежений самоспряжений оператор, заданий матрицею сумiжностi
графа Γ.

2.2. Системи ортопроекторiв

Пов’яжемо зi злiченним графом Γ та параметром τ ∈ (0, 1) набiр ор-
топроекторiв {Pk} гiльбертового комплексного простору H наступним
чином: кожнiй вершинi графа vk ∈ VΓ поставимо у вiдповiднiсть орто-
проектор Pk таким чином, щоб виконувалися наступнi умови
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{
PiPjPi = τ2Pi, PjPiPj = τ2Pj , якщо (i, j) ∈ RΓ,

PiPj = PjPi = 0, якщо (i, j) /∈ RΓ.
(1)

Такий набiр ортопроекторiв є зображенням у гiльбертовому про-
сторi H ∗-алгебри

TLΓ,τ,⊥ = C〈pi, i ∈ VΓ|p2
i = p∗i = pi, i ∈ VΓ; pipjpi = τ2

ijpi, (i, j) ∈ RΓ,
pipj = pjpi = 0, (i, j) /∈ RΓ〉.

У позначеннi алгебри TLΓ,τ,⊥ лiтери TL обранi в честь фiзикiв
H. N. V. Temperley та E. H. Lieb’а, якi у роботi [1] у зв’язку з вивченням
моделей статистичної фiзики ввели алгебри (спiввiдношення в таких
алгебрах задаються ланцюжком An)

TLAn,τ = C〈p1, . . . , pn|p2
i = p∗i = pi, i = 1, . . . , n; pipjpi = τ2pi,

|i− j| = 1, pipj = pjpi, |i− j| ≥ 1〉.
Узагальненi алгебри Темперлi-Лiба, пов’язанi з скiнченними графа-

ми Γ, вивчалися у роботi [10]. Символ ⊥ в позначеннi алгебри TLΓ,τ,⊥
вказує на те, що проектори, якi вiдповiдають не сумiжним вершинам
у графi, на вiдмiну вiд узагальненних алгебр Темперлi-Лiба, ортого-
нальнi, а не комутують.

У багатьох роботах (див. бiбл. [2]) вивчалися зображення ∗-алгебр,
пов’язаних iз скiнченними графами G:

TLΓ,τ,⊥ = C〈pi, i ∈ VΓ|p2
i = p∗i = pi, i ∈ VΓ; pipjpi = τ2pi, (i, j) ∈ RΓ,

pipj = pjpi = 0, (i, j) /∈ RΓ〉.
Метою данної роботи є опис з точнiстю до унiтарної еквiвалентно-

стi ненульових незвiдних систем ортопроекторiв, якi задовольняють
умови (1).

Нагадаємо, що система ортопроекторiв {Pk} в H називається не-
звiдною, якщо з умови комутацiї деякого обмеженого оператора C з
кожним iз ортопроекторiв Pk випливає, що C = λI (λ ∈ C).

Двi системи ортопроекторiв {Pk} та {P ′k} в H та H ′ називаю-
ться унiтарно еквiвалентними, якщо iснує унiтарний оператор U ∈
B(H,H ′), такий що U(Hk) = H ′k для всiх k. Ця умова виконана тодi
та лише тодi, коли виконанi рiвностi UPk = P ′kU для всiх k.

Зауважимо, якщо всi ортопроектори Pi = 0, то умови (1) ви-
конуються, тому алгебра TLΓ,τ,⊥ завжди має нульове зображення
π0 : π0(pi) = 0 для всiх i.
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3. Основнi результати

Теорема. Нехай граф Γ – злiченне зв’язне дерево, тодi
1) для всiх 0 < τ ≤ 1/indΓ iснує єдина з точнiстю до унiтарної

еквiвалентностi незвiдна ненульова система ортопроекторiв {Pk}, яка
задовольняє умови (1), при цьому dimImPk = 1 для кожного ортопро-
ектора Pk;

2) для всiх τ > 1/indΓ ненульових незвiдних систем ортопроекторiв,
якi задовольняють умови (1), не iснує.

Доведення теореми розiб’ємо на три частини, що представленi у
вiдповiдних лемах.

Позначимо через AΓ : l2(C) → l2(C) обмежений самоспряжений
оператор, заданий матрицею AΓ = (aij) —матрицею сумiжностi графа
Γ.

Лема 1. Оператор BΓ,τ = I − τAΓ у просторi l2(C) є невiд’ємним
тодi i тiльки тодi, коли 0 < τ ≤ 1/indΓ.

Доведення. Оскiльки indΓ = ‖AΓ‖, то спектр σ(AΓ) ⊂ [−indΓ, indΓ]
та indΓ ∈ σ(AΓ). Тому σ(τAΓ) ⊂ [−τ indΓ, τ indΓ], i σ(I − τAΓ) ≥ 0 тодi
й тiльки тодi, коли 0 < τ ≤ 1/indΓ.

Лема 2. Iснує єдине, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi, не-
звiдне ненульове зображення алгебри TLΓ,τ,⊥ при 0 < τ ≤ 1/indΓ.

Доведення. а) Побудуємо спочатку одне ненульове незвiдне зо-
браження алгебри TLΓ,τ,⊥ при 0 < τ ≤ 1/indΓ. Розглянемо гiль-
бертовий простiр l2(C) та введемо на ньому пiвторалiнiйну форму
〈x, y〉 = (BΓ,τx, y)l2 . Тодi 〈ei, ej〉 = bij , де bij елементи матрицi

BΓ,τ = I − τAΓ = (bij)i,j∈VΓ .
За попередньою лемою ∀x ∈ l2(C) 〈x, x〉 ≥ 0 при 0 < τ ≤ 1/indΓ.

Якщо форма 〈·, ·〉 додатно визначена, то введемо на просторi l2(C) ска-
лярний добуток 〈x, y〉 = (BΓ,τx, y)l2 , поповнимо простiр l2(C), отрима-
ний гiльбертiв простiр позначимо Hτ .

У iншому випадку через Hτ позначимо фактор–простiр поповнено-
го простору l2(C) по ядру форми 〈·, ·〉.

Зауважимо, що гiльбертiв простiр Hτ є замкненою лiнiйною обо-
лонкою системи векторiв {ei : i ∈ VΓ}, (можливо, лiнiйно залежних),
кожен з них має одиничну норму, i матриця BΓ,τ є матрицею Грама
цiєї системи векторiв.

Визначимо для кожного i ∈ VΓ ортопроектор Pi : x → (x, ei)ei,
x ∈ Hτ на одновимiрний простiр, породжений вектором ei. Перевiримо,
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що таким чином визначенi ортопроектори Pi, задовольняють умови
(1).

Якщо (i, j) ∈ RΓ, то (ei, ej) = τ , тодi
∀x ∈ Hτ : PiPjPix = PiPj(x, ei)ei = (x, ei)PiPjei =

(x, ei)Pi(ei, ej)ej = (x, ei)Piτej = τ(x, ei)(ej , ei)ei = τ2(x, ei)ei = τ2Pix,
тобто PiPjPi = τ2Pi.
Якщо (i, j) /∈ RΓ, то (ei, ej) = 0, тодi ∀x ∈ Hτ :
PiPjx = Pi(x, ej)ej = (x, ej)Piej = (x, ei)(ei, ej)ei = 0,
тобто PjPi = 0.
Позначимо побудоване зображення ∗-алгебри TLΓ,τ,⊥ через
π : π(pi) = Pi, i ∈ VΓ.
Доведемо, що зображення π є незвiдним. Нехай обмежений опера-

тор C комутує з усiма ортопроекторами, тодi
Cek = CPkek = PkCek = λkek, k ∈ VΓ

для деякого λk ∈ C.
Нехай
l = (jm = k, jm−1, . . . , j2, j1 = 1) —
найкоротший шлях з вершини 1 у вершину k.
Тодi знайдеться µk ∈ C\{0} таке, що
ek = µkPkPjm−1

. . . Pj2P1e1,
таким чином,
λkek = Cek = µkPkPjm−1 . . . Pj2P1Ce1 = λ1ek
i ми одержали, що всi λk рiвнi мiж собою, а отже, C — скалярний

оператор.
б) Доведемо, що довiльне незвiдне ненульове зображення π1 у гiль-

бертовому просторi H унiтарно еквiваленте означеному вище зобра-
женню π.

Спочатку покажемо, що для будь-якого незвiдного ненульового зо-
браження π1 у гiльбертовому просторi H образи всiх ортопроекторiв
Pi = π1(pi), i ∈ VΓ є одновимiрними.

Оскiльки {Pi : i ∈ VΓ} незвiдна ненульова система ортопроекто-
рiв, тодi в цiй системi iснує ненульовий ортопроектор, позначимо його
Pi0 . Нехай xi0 ∈ H такий, що Pi0(xi0) = xi0 i ||xi0 || = 1. Для кожної
вершини j ∈ VΓ iснує єдиний найкоротший шлях з j в i0:

l(j, i0) = (i1 = j, i2, . . . , im = i0).
Покладемо
xj := (−1)m−1 1

τm−1Pi1Pi2 . . . Pimxi0 .
Тодi ||xj || = 1, j ∈ VΓ.
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Перевiримо, що замкнена лiнiйна оболонка системи векторiв {xj :
j ∈ V } є iнварiантною вiдносно дiї ортопроекторiв {Pi : i ∈ V }. Роз-
глянемо дiю Pi на

xj = (−1)m−1 1
τm−1PjPi2 . . . Pimxi0 .

Якщо (i, j) /∈ RΓ та i 6= j, то PiPj = 0, тому Pixj = 0;
якщо (i, j) /∈ RΓ та i = j, тодi Pixj = Pixi = xi.
Якщо (i, j) ∈ RΓ, то тодi або i = i2, або i 6= i2.
У першому випадку
Pixj = Pi2xj = (−1)m−1 1

τm−1Pi2PjPi2Pi3 . . . Pimxi0 =
(−1)m−1 1

τm−1 τ
2Pi2Pi3 . . . Pimxi0 = −τxi2 = −τxi.

У другому випадку i 6= i2 iснує ланцюг
l(i, i0) = (i, i1 = j, i2, . . . , im = i0),
а тодi аналогiчно Pixj = −τxi.
Отже, замкнена лiнiйна оболонка системи векторiв {xj : j ∈ VΓ} є

iнварiантним пiдпростором, а оскiльки система ортопроекторiв {Pi :
i ∈ VΓ} є незвiдною, то вона збiгається з H i образи ортопроекторiв Pi
породжуються векторами xi вiдповiдно.

Тепер перейдемо до доведення унiтарної еквiвалентностi зображень
π1 та π.

Якщо (i, j) /∈ RΓ, то 〈xi, xj〉H = 0. Якщо (i, j) ∈ RΓ тодi, або
l(i, i0) = (i1 = i, i2 = j, . . . , im = i0), або
l(j, i0) = (i1 = j, i2 = i, . . . , im = i0).
Нехай для визначеностi виконана перша рiвнiсть, тодi xi =

−1/τPixj i маємо

〈xi, xj〉 = −1

τ
〈Pixj , xj〉 = −1

τ
〈PiPjxj , Pjxj〉 = −1

τ
〈PjPiPjxj , xj〉 = −τ.

Таким чином, матриця BΓ,τ є матрицею Грама системи векторiв {xi :
i ∈ VΓ}, а тому зображення π1 унiтарно еквiвалентне зображенню π.
Лема повнiстю доведена.

Лема 3. При τ > 1/indΓ ненульових ∗-зображень алгебра TLΓ,τ,⊥
не має.

Доведення. Припустимо вiд супротивного, що алгебра TLΓ,⊥,τ має
ненульове ∗-зображення π у гiльбертовому просторi H при τ > 1/indΓ.
Тодi можна побудувати, як i попередньому доведеннi, iнварiантний
гiльбертiв пiдпростiр, що дорiвнює замкненiй лiнiйнiй оболонцi систе-
ми векторiв {xj , j ∈ V }. Але тодi матриця Грама цiєї системи векторiв
BΓ,τ = I − τAΓ при τ > 1/indΓ не є невiд’ємно визначеною. Отримали
протирiччя. Лема доведена.
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4. Приклади

Наведемо приклади застосування теореми до систем ортопроекторiв,
пов’язаних з рiзними злiченними деревами.

Позначимо через ΣΓ множину тих τ , для яких iснує незвiдний не-
нульовий набiр ортопроекторiв {Pk}.

а) Iндекси злiченних графiв A∞, AZ , D∞ дорiвнюють 2 (див. [9]),
тодi згiдно з теоремою маємо

ΣA∞ = ΣAZ
= ΣD∞ = (0; 1/2].

A∞ s s s s s q q q

AZ
q q q s s s s q q q

D∞

s

s

b
b
b
bb

"
"
"
""

s s s s q q q

б) Iндекси серiї графiв T1,k,∞ належать промiжку (2;
√√

5 + 2)
(див. [9]), тодi згiдно з теоремою маємо

ΣT1,k,∞ ⊃
(

0; 1/
√√

5 + 2
]
.

T1,k,∞
s s s s s sq q q q q q

s
k ≥ 2

в) Iндекси графiв T1,∞,∞ та T2,2,∞ дорiвнюють
√√

5 + 2 (див. [9]),
тодi згiдно з теоремою маємо
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ΣT1,∞,∞ = ΣT2,2,∞ =
(

0; 1/
√√

5 + 2
]
.

T1,∞,∞
q q q s s s s s q q q

s

T2,2,∞
s s s s s q q q

s
s

г) Iндекс графу–зiрочки з n нескiнченними променями K1,∞,...,∞
дорiвнює

√
n− 1 + 1/

√
n− 1 (див. [7]), тодi згiдно з теоремою маємо

ΣK1,∞,...,∞ =
(
0;
√
n− 1/n

]
.

д) Iндекс графа ядерної реакцiї Um+1 (степiнь кожної вершини до-
рiвнює m+ 1) дорiвнює 2

√
m (див. [7]), тодi згiдно з теоремою маємо

ΣUm+1 = (0; 1/2
√
m].
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е) Iндекс нескiнченної цiлочисельної гратки Z2 дорiвнює 4 (див.
[6]), тодi згiдно з теоремою маємо ΣZ2 = (0; 1/4].

5. Висновки

У статтi описанi зображення, їх структура та множина параметрiв,
за яких зображення iснують, для класiв алгебр типу Темперлi—Лiба,
пов’язаних зi злiченними деревами. Одержанi результати можуть бу-
ти застосованi при подальших дослiдженнях зображень алгебр, поро-
джених проекторами, та для опису наборiв пiдпросторiв гiльбертового
простору.
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