
Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2014, том 11, № 2, 200–224

УДК 517.946+511.37

А. М. Кузь, Б. Й. Пташник
(IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, Львiв)

Задача з iнтегральними умовами
для рiвнянь, не розв’язаних вiдносно
старшої похiдної за часом
kuz.anton87@gmail.com, ptashnyk@lms.lviv.ua

In a domain, which is Cartesian product of interval [0, T ] and space Rp,
p > 1, problem with integral conditions with respect to the time variable
for equations unsolved for highest time derivative with constant coefficients
in a class of functions, almost periodic for spatial variables is investigated.
The criterion of uniqueness and sufficient conditions of existence of the
solution to the problem in different functional spaces are established. To
solve the problem of small denominators that appear in the construction
of solution, the metric approach is used.

В областi, що є декартовим добутком вiдрiзка [0, T ] i простору Rp,
p > 1, для рiвнянь, не розв’язаних вiдносно старшої похiдної за часом
зi сталими коефiцiєнтами дослiджено задачу з iнтегральними умовами
за часовою координатою у класi майже перiодичних за просторови-
ми змiнними функцiй. Знайдено критерiй єдиностi та достатнi умови
iснування розв’язку задачi у рiзних функцiональних просторах. Для
розв’язання проблеми малих знаменникiв, якi виникли при побудовi
розв’язку задачi, використано метричний пiдхiд.

1. Вступ
Математичне моделювання багатьох задач гiдродинамiки (малi коли-
вання iдеальної рiдини в посудинi, що обертається [13], фiльтрацiя рi-
дини в трiщинуватих породах [1] та iн.), призводить до задач з крайо-
вими та нелокальними умовами для рiвнянь, не розв’язаних вiдносно
старшої похiдної за часом.
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Такi задачi дослiджувались багатьма авторами, зокрема, у працях
[2, 4, 5] вивчались багатоточковi задачi та задачi типу Дiрiхле для
рiвнянь та систем рiвнянь, не розв’язаних вiдносно старшої похiдної
за часом у класах функцiй, перiодичних за просторовими змiнними.
Однак задачi з iнтегральними умовами для таких рiвнянь практично
не дослiджувались.

Iнтегральнi умови зазвичай використовують у випадках, коли ме-
жа областi є недоступною для проведення вимiрювань або коли немо-
жливо безпосередньо знайти певнi фiзичнi величини, однак вiдомi їхнi
усереднення.

Задачi з iнтегральними умовами за часовою змiнною для еволюцiй-
них рiвнянь почали вивчати недавно (у 80-х роках ХХ-го столiття). Це
обумовлено тим, що такi задачi, взагалi, є некоректними, а їх розв’я-
знiсть у багатьох випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв
i не є стiйкою вiдносно малих змiн коефiцiєнтiв задачi та параметрiв
областi.

В останнi десятилiття було дослiджено задачi з iнтегральними умо-
вами (див. [7, 8, 9, 10, 12, 17, 19, 22, 23] та бiблiографiю там) для ши-
роких класiв лiнiйних гiперболiчних та параболiчних рiвнянь, а також
безтипних i псевдодиференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними.

У данiй працi в p-вимiрному шарi для рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами з елiптичним оператором при старшiй похiднiй по часу роз-
глядається задача з умовами, що мiстять iнтеграли у виглядi моментiв
вiд шуканої функцiї за часовою змiнною у класi майже перiодичних
за просторовими змiнними функцiй.

2. Основнi позначення

Використовуватимемо наступнi позначення: x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp,
dx = dx1 · · · dxp; ∂t = ∂/∂t, ∂xj

= ∂/∂xj , ∂x = −i(∂x1
, . . . , ∂xp

);
k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1| + · · · + |kp|, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+,
|s| = s1 + · · · + sp, ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |ŝ| = s0 + s1 + · · · + sp;
µk = (µk1 , . . . , µkp) ∈ Rp, |µk| = |µk1 |+ · · ·+ |µkp |, (µk, x) = µk1x1 + · · ·
+µkpxp; Dp = {(t, x) ∈ Rp+1 : t ∈ (0, T ), x ∈ Rp}, Πp

H = [0, H]p;
Sq – симетpична група всiх перестановок перших q натуральних
чисел; ρω – число iнверсiй у перестановцi ω = (i1, . . . , iq) ∈ Sq;
Crq – кiлькiсть усiх комбiнацiй з q елементiв по r; Cj , j = 1, 2, . . . ,
— додатнi величини, що не залежать вiд k та µk.
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3. Постановка задачi
В областi Dp розглядаємо рiвняння

N(∂t, ∂x)[u] :=

L(∂x)∂nt u(t, x) +

n−1∑
j=0

Aj(∂x)∂jt u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Dp,
(1)

в якому
L(∂x) =

∑
|s|=2d

as∂
s1
x1
· · · ∂spxp

, as ∈ R, d ∈ N, (2)

є елiптичним диференцiальним виразом,

Aj(∂x) =
∑
|s|6dj

bj,s∂
s1
x1
· · · ∂spxp

, bj,s ∈ R, dj ∈ Z+, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Для рiвняння (1) ставимо задачу про знаходження майже перiодично-
го [20] за x розв’язку, який задовольняє умови

Uj [u] := αj∂
ϑj

t u(0, x) + βjIrj [u] = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , ñ1},

Uj [u] := αj∂
ϑj

t u(T, x) + βjIrj [u] = ϕj(x), j ∈ {ñ1 + 1, . . . , n},

0 6 ñ1 6 n− 1,

(3)

де

Irj [u] =

T∫
0

trju(t, x)dt, rj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n}, r1 < . . . < rn;

αj , βj ∈ R, α2
j + β2

j 6= 0; ϑj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n},
0 6 ϑ1 < . . . < ϑñ1

6 n − 1, 0 6 ϑñ1+1 < . . . < ϑn 6 n − 1; кожна
з функцiй ϕj(x) є майже перiодичною iз заданим спектром

M := {µk ∈ Rp : µ−k = −µk, h1|k|σ1 6 |µk| 6 h2|k|σ2 , k ∈ Zp} , (4)

у якому 0 < h1 6 h2, 0 < σ1 6 σ2, та розвивається в ряд Фур’є вигляду

ϕj(x) =
∑
k∈Zp

ϕjk exp(iµk, x), (5)
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ϕjk = lim
H→∞

1

Hp

∫
Πp

H

ϕj(x) exp(−iµk, x)dx, k ∈ Zp.

Задача (1), (3) у випадку коли βj = 0, j ∈ {1, . . . , n}, дослiджува-
лась у роботi [3] у класi 2π-перiодичних за x функцiй.

Позначимо: ~α = (α1, . . . , αn), ~β = (β1, . . . , βn), ~r = (r1, . . . , rn),
r = r1 + · · ·+ rn.

При дослiдженнi розв’язностi задачi (1), (3) використовуватимемо
такi функцiональнi простори:

TM — простiр скiнченних тригонометричних полiномiв вигляду

v(x) =
∑
|k|6N

vk exp(iµk, x),

де µk ∈M, N ∈ N, з комплексними коефiцiєнтами;

H α
M, де α ∈ R, — простiр, отриманий шляхом поповнення про-

стору TM за нормою [18]

‖v;H α
M‖ =

(∑
k∈Zp

|vk|2 (1 + |µk|)2α

)1/2

;

W α, β
M,γ , де α, γ ∈ R, β > 0, — простiр, отриманий шляхом попов-

нення простору TM за нормою

∥∥∥v;Wα,β
M,γ

∥∥∥ =

(∑
k∈Zp

|vk|2 (1 + |µk|)2α
exp(2β|µk|γ)

)1/2

;

Ch
(

[0, T ],W α, β
M,γ

)
— простiр функцiй

u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t) exp (iµk, x) ,

де µk ∈M, uk(t) ∈ Ch([0, T ]), таких, що для довiльного фiксова-
ного t ∈ [0, T ] похiднi

d lu(t, ·)
dtl

=
∑
k∈Zp

u
(l)
k (t) exp (iµk, x) ,
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де l ∈ {0, 1, . . . , h}, належать простору W α, β
M,γ i є неперервними за

t у нормi цього простору,∥∥∥u;Ch
(

[0, T ],W α, β
M,γ

)∥∥∥ =

h∑
l=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥d ludtl ;W α, β
M,γ

∥∥∥∥ ; (6)

простiр Ch ([0, T ], H α
M) означається аналогiчно;

ChM(D̄p) — простiр функцiй u(t, x), якi є h разiв неперервно ди-
ференцiйовними в областi D̄p за всiма змiнними i майже перiо-
дичними за x зi спектромM рiвномiрно по t ∈ [0, T ], iз нормою

∥∥u;ChM(D̄p)
∥∥ =

∑
06|ŝ|6h

max
t∈[0,T ]

sup
x∈Rp

∣∣∣∣ ∂|ŝ|u(t, x)

∂ts0∂xs11 · · · ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ;
C h
M (Rp) — простiр функцiй iз C h

M(D̄p), якi не залежать вiд t.

Якщо α > p/(2σ1), то справедливi такi вкладення (див. [21] та бi-
блiографiю там):

H h+α
M ⊂ C h

M (Rp) , C h([0, T ], H h+α
M ) ⊂ C h

M(D̄p), h ∈ Z+. (7)

Нехай T ′M — простiр усiх антилiнiйних неперервних функцiоналiв
над TM зi слабкою збiжнiстю (див. [22]).

4. Єдинiсть розв’язку задачi.
Розв’язок задачi (1), (3) шукаємо в класi майже перiодичних за x зi
спектромM функцiй у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t) exp(iµk, x). (8)

Пiдставивши ряди (5), (8) у рiвняння (1) та умови (3), отримуємо для
знаходження кожного з коефiцiєнтiв uk(t), k ∈ Zp, вiдповiдно, таку
задачу:

N

(
d

dt
, µk

)
[uk] := L(µk)u

(n)
k (t) +

n−1∑
j=0

Aj(µk)u
(j)
k (t) = 0, (9)
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Uj [uk] := αju

(ϑj)
k (0) + βjIrj [uk] = ϕjk, j ∈ {1, . . . , ñ1},

Uj [uk] := αju
(ϑj)
k (T ) + βjIrj [uk] = ϕjk, j ∈ {ñ1 + 1, . . . , n}.

(10)

Розглянемо задачу (9), (10) при k = ~0 (µ~0 = ~0 ). У цьому випадку
рiвняння (9) має вигляд

N

(
d

dt
,~0

)
[u~0] :=

n−1∑
j=0

bj,~0 u
(j)
~0

(t) = 0, (11)

оскiльки L(~0) = 0, а Aj(~0) = bj,~0, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Нехай n0 ∈ N,
n0 6 n − 1, таке що bn0,~0

6= 0, а при j > n0 bj,~0 = 0. Тодi рiвняння
(11) має порядок n0. Розв’язок задачi (9), (10) при k = ~0 зображується
формулою

u~0(t) =

m0∑
l=1

κl−1∑
q=0

Clqt
q exp(λl,~0 t), (12)

де λl,~0, l ∈ {1, . . . ,m0}, – рiзнi коренi рiвняння
∑n−1
j=0 bj,~0 u

(j)
~0

(t) = 0 з
кратностями κl вiдповiдно,

∑m0

l=1 κl = n0, а сталi Clq, l ∈ {1, . . . ,m0},
q ∈ {0, 1, . . . , κl − 1}, визначаються iз системи n лiнiйних алгебричних
рiвнянь {

m0∑
l=1

κl−1∑
q=0

ClqBjq(λl,~0, T ) = ϕjk, j ∈ {1, . . . , n}, (13)

у якiй

Bjq(λ, T ) =

{
αjP

ϑj
q (λl,~0, 0) + βjI qrj (λl,~0, T ), 1 6 j 6 ñ1,

αjP
ϑj
q (λl,~0, T ) + βjI qrj (λl,~0, T ), ñ1 + 1 6 j 6 n,

(14)

Pϑj
q (λl,~0, t) = exp(λl,~0 t)

min{ϑj ,q}∑
h=0

Chϑj

q!

(q − h)!
λϑj−htq−h, (15)

I qrj (λl,~0, T ) = Irj [tq exp(λl,~0 t)] =

= Qrj+q(λl,~0, T ) exp(λl,~0 T )−Qrj+q(λl,~0, 0),
(16)

Qrj+q(λl,~0, t) =

rj+q+1∑
h=1

(−1)h+1(rj + q)!

(rj + q − h+ 1)!

trj+q−h+1

λh
l,~0

. (17)
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Позначимо через A матрицю системи (13), а через A – розширену
матрицю цiєї системи:

A =
∥∥∥Bjq(λl,~0, T )

∥∥∥j=1,...,n

q=0,...,κl−1, l=1,...,m0

,

A =
∥∥∥Bjq(λl,~0, T )

∣∣∣ϕjk∥∥∥j=1,...,n

q=0,...,κl−1, l=1,...,m0

.

При k = ~0 задача (9), (10) має не бiльше одного розв’язку тодi й тiльки
тодi, коли виконується умова

rangA = n0; (18)

для iснування розв’язку цiєї задачi необхiдно i достатньо, щоб викону-
валась умова

rangA = rangA. (19)

Розглянемо тепер задачу (9), (10), коли µk ∈M\{~0}. З елiптичностi
диференцiального виразу (2) випливає, що

∀µk ∈M \ {~0} L(µk) ≡
∑
|s|=2d

as(µk1)s1 · · · (µkp)sp 6= 0.

Характеристичне рiвняння, яке вiдповiдає рiвнянню (9) при µk 6= ~0,
має вигляд

N(λ, µk) := λn + L−1(µk)
(
An−1(µk)λn−1 + · · ·+A0(µk)

)
= 0. (20)

Нехай λlk := λl(µk), l ∈ {1, . . . ,m}, – рiзнi коренi рiвняння (20) iз
кратностями nl вiдповiдно, n1 + · · ·+nm = n (для спрощення викладок
вважаємо, що числа m та nl, l ∈ {1, . . . ,m}, не залежать вiд µk, а
також, що λlk 6= 0, l ∈ {1, . . . ,m}, µk ∈M \ {~0}).

Нехай
fqk(t) := fq(t, µk), q ∈ {1, . . . , n}, (21)

нормальна (в точцi t = 0) фундаментальна система розв’язкiв рiвнян-
ня (9). Позначимо через

∆(µk, T ) = det ‖Uj [fqk(t)]‖nj,q=1 (22)

характеристичний визначник задачi (9), (10) при µk ∈M \ {~0}.
Задача (9), (10) не може мати двох рiзних розв’язкiв тодi i лише

тодi, коли ∆(µk, T ) 6= 0 [14].



Задача з iнтегральними умовами ... 207

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (3) у просторi
Cn([0, T ], T ′M), необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова (18)
та умова

∀µk ∈M \ {~0} ∆(µk, T ) 6= 0. (23)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 2 з [22].

5. Iснування розв’язку задачi.

Надалi вважатимемо, що виконуються умови (18), (19) i (23). Тодi для
кожного µk ∈M iснує єдиний розв’язок задачi (9), (10), а формальний
розв’язок задачi (1), (3) зображується рядом

u(t, x) =

= u~0(t) +
∑

k∈Zp\{~0}

 n∑
q,j=1

∆jq(µk, T )

∆(µk, T )
ϕjkfqk(t)

 exp(iµk, x),
(24)

де ∆jq(µk, T ) — алгебричне доповнення у визначнику ∆(µk, T ) елемен-
та j-го рядка та q-го стовпця, а u~0(t) — зображується формулою (12).

Теорема 2. Нехай справджуються умови (18), (19) та (23). Якщо
ϕj(x) ∈ TM (T ′M), то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (3) iз простору
Cn([0, T ], TM) (Cn([0, T ], T ′M)), який зображується формулою (24).

Доведення базується на теоремi 1 iз [22].

Iснування розв’язку задачi (1), (3) у шкалi просторiв
Cn
(

[0, T ],W α, β
M,γ

)
чи Cn ([0, T ], Hα

M) пов’язане з проблемою ма-
лих знаменникiв [11], бо вираз |∆(µk, T )|, будучи вiдмiнним вiд нуля,
може набувати як завгодно малих значень для нескiнченної кiлькостi
векторiв µk ∈M.

При дослiдженнi розв’язностi задачi (1), (3) в цих просторах будемо
розрiзняти два випадки:

A) max
06j6n−1

{dj} > 2d,

B) max
06j6n−1

{dj} < 2d.
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Випадок А. Оскiльки L(µk) – однорiдний многочлен степеня 2d вiд-
носно змiнних µk1 , . . . , µkp , то для нього справедлива така оцiнка [5]:

|L(µk)| > CL|µk|2d, CL := p−d inf
‖ξ‖=1

L(ξ), ξ ∈ Rp. (25)

Для коренiв рiвняння (20), на пiдставi (25) та [15, стор. 101], справе-
дливi такi оцiнки:

|λlk| 6 C1|µk|χ1 , l ∈ {1, . . . ,m}, (26)

де

χ1 = max
06j6n−1

{
dj − 2d

n− j

}
,

C1 = 2 max
06j6n−1

{(
max|s|6dj{|bj,s|}

CL

) 1
n−j

}
.

Позначимо:

γj = 0, j ∈ {1, . . . , ñ1};

γj =

{
0, αj = 0,
ϑj , αj 6= 0,

j ∈ {ñ1 + 1, . . . , n};

γ = γ1 + · · ·+ γn;

η1(j, q) := χ1

(
n(n− 1)

2
+ q + γ − γj + 1

)
.

Лема 1. Для алгебричних доповнень ∆jq(µk, T ) елементiв визначни-
ка (22) справедливi оцiнки

|∆jq(µk, T )| 6 C2(1 + |µk|)η1(j,q) exp((n− 1)C1|µk|N−2dT )

за умови µk ∈M \ {~0}, де

C2 = (n− 1)!2nC1 max
16j6n

{
|αj |, |βj |T rj+1(rj + 1)−1

}
для всiх j, q ∈ {1, . . . , n}.
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Доведення. Елемент визначника (22), який стоїть на перетинi j-го
рядка та q-го стовпця має вигляд

δjq(µk, T ) =


αjf

(ϑj)
qk (0) + βjIrj [fqk], 1 6 j 6 ñ1,

αjf
(ϑj)
qk (T ) + βjIrj [fqk], ñ1 + 1 6 j 6 n.

(27)

Для функцiй (21), на пiдставi (26) та леми 12.7.7 з [16], отримуємо такi
оцiнки:

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣dj−1fqk(t)

dtj−1

∣∣∣∣ 6 2nC1(1 + |µk|)(n+j−q)χ1 exp(C1|µk|χ1T ), (28)

де q, j ∈ {1, . . . , n}. На пiдставi (28) отримуємо такi оцiнки:

T∫
0

trjfqk(t)dt 6 max
t∈[0,T ]

|fqk(t)|
T∫

0

trjdt =
T rj+1

rj + 1
max
t∈[0,T ]

|fqk(t)| 6

6 2nC1
T rj+1

rj + 1
(1 + |µk|)(n−q+1)χ1 exp(C1|µk|χ1T )

(29)

для всiх j, q ∈ {1, . . . , n}.
Оскiльки fqk(t), q ∈ {1, . . . , n}, – нормальна (в точцi t = 0) фунда-

ментальна система розв’язкiв рiвняння (9), то∣∣∣f (ϑj)
qk (0)

∣∣∣ = δϑj−1,q для всiх j ∈ {1, . . . , n1}, (30)

де δϑj−1,q — символ Кронекера.
На пiдставi (27) та (29)–(30) отримуємо такi оцiнки:

|δjq(µk, T )| 6 C3(1 + |µk|)(n+γj−q+1)χ1 exp(C1|µk|χ1T ), (31)

де j, q ∈ {1, . . . , n}, а

C3 = 2nC1 max
16j6n

{
|αj |, |βj |T rj+1(rj + 1)−1

}
.

Для алгебричних доповнень визначника ∆(µk, T ) справедливi фор-
мули [6]

∆jq(µk, T ) =
∑

ω∈Sn−1

(−1)ρω
2n∏
l=1

l 6=q,il 6=j

δil,l(µk, T ) (32)
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для усiх j, q ∈ {1, . . . , n}. На пiдставi (32) та оцiнок (31) отримуємо

|∆jq(µk, T )| 6
6 C2(1 + |µk|)χ1(q+γ−γj+

∑n
l=1(n+1−l)) exp((n− 1)C1|µk|χ1T ) =

= C2(1 + |µk|)η1(j,q) exp((n− 1)C1|µk|χ1T ).

З отриманої нерiвностi i випливає доведення леми.

Теорема 3. Нехай справджуються умови (19), (23) та iснують ста-
лi η > 0 i θ > 0 такi, що для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлько-
стi) векторiв µk ∈M виконується нерiвнiсть

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η exp(−θ|µk|χ1). (33)

Якщо

ϕj(x) ∈W q1+α, q2+β
M,χ1

,

q1 = η + χ1 ((n+ 1)(n+ 2)/2 + γ − γj) ,
q2 = θ + nC1T, j ∈ {1, . . . , n},

то iснує розв’язок задачi (1), (3) iз простору Cn
(

[0, T ],W α, β
M,χ1

)
, який

зображається формулою (24) i неперервно залежить вiд функцiй
ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. Безпосередньою перевiркою встановлюємо належнiсть
функцiї, що зображена рядом (24) до простору Cn

(
[0, T ],W α, β

M,χ1

)
. Пiд-

ставивши ряд (24) у (6), на пiдставi леми 1 та оцiнок (28), (33) отри-
муємо ∥∥∥u;Cn

(
[0, T ],W α, β

M,χ1

)∥∥∥ 6 C4

n∑
j=0

∥∥∥ϕj ;W q1+α, q2+β
M,χ1

∥∥∥ ,
де C4 = 2nn2C1C2. З отриманої нерiвностi випливає доведення теоре-
ми.

З’ясуємо можливiсть виконання нерiвностей (33). Для спрощен-
ня викладок припустимо, що всi коренi характеристичного много-
члена (20) є простими, тобто m = n, nl = 1, l ∈ {1, . . . ,m}.
Позначимо: Λ = (λ1k, . . . , λnk), (J,Λ) = j1λ1k + · · · + jnλnk,
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J ∈ Jn, де Jn – множина всiх векторiв J = (j1, . . . , jn), jl ∈ {0, 1},
l ∈ {1, . . . , n}; r = r1 + · · ·+ rn,

Функцiї

ulk := ulk(t) = exp(λlkt), l ∈ {1, . . . , n}, (34)

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (9) при
µk ∈M \ {~0}. Нехай

∆̃(µk, T ) := det ‖Uj [ulk]‖nq,l=1,

де µk ∈ M \ {~0}, — характеристичний визначник задачi (9), (10)
отриманий при використаннi фундаментальної системи (34). Елементи
gjl(µk, T ) визначника ∆̃(µk, T ) мають вигляд

gjl(µk, T ) = αjP
ϑj

l + βjI 0
rj (λlk, T ), j, l ∈ {1, . . . , n}, (35)

де

P
ϑj

l =

 λ
ϑj

lk , 1 6 j 6 ñ1,

λ
ϑj

lk exp(λlkT ), ñ1 + 1 < j 6 n,

l ∈ {1, . . . , n}, (36)

а I 0
r1(λlk, T ), де j ∈ {1, . . . , n}, визначаємо на основi формул (16).
Визначники ∆̃(µk, T ) i ∆(µk, T ) пов’язанi спiввiдношенням

∆̃(µk, T ) = W (µk)∆(µk, T ), (37)

де
W (µk) = det ‖λq−1

lk ‖
n
q,l=1 =

∏
n>j>l>1

(λjk − λlk)

є значення вронскiана системи функцiй (34) в точцi t = 0.
Як i в [22, п. 5] показуємо, що визначник ∆(µk, T ) є квазiмногочле-

ном вiдносно змiнної T i зображається формулою

∆(µk, T ) =
1

W (µk)

∑
J∈Jn

exp((J,Λ)T )FJ(T ), (38)

де FJ(T ), J ∈ Jn, — многочлени з комплексними коефiцiєнтами сте-
пеня NJ , NJ 6 r1 + · · · + rn, а кiлькiсть доданкiв iз рiзними екс-
понентами не перевищує 2n. Для кожного µk ∈ M \ {~0} розглянемо
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функцiю ∆(µk, τ), що визначена на iнтервалi (0,∞) формулою (38), в
якiй T треба замiнити на τ . З (38) випливає, що функцiя ∆(µk, τ) є
аналiтичною на iнтервалi τ ∈ (0,∞). Продовжимо її аналiтично на R
i отриману функцiю позначимо D := D(µk, τ). Аналогiчно, на основi
∆̃(µk, T ), побудуємо функцiю D̃(µk, τ). Через E(D, ε, [0, T0]), де T0 > 0,
позначимо множину тих τ ∈ [0, T0], для яких виконується нерiвнiсть
|D(µk, τ)| 6 ε. За теоремою 2.1 iз [8] для кожного µk ∈M \ {~0}

mesRE(D, ε, [0, T0]) 6 C5B(µk)

(
4εΨ(µk)

G(µk)

) 1
N−1

,

де C5 := C5(N,T0),

N :=
∑
J∈Jn

NJ 6 2n (1 + r1 + · · ·+ rn) , (39)

B(µk) := 1 + max
J∈Jn

|(J,Λ)|, (40)

Ψ(µk) := max
τ∈[0,T0]

exp

(
−
(

min
J∈Jn

Re(J,Λ)

)
τ

)
, (41)

G(µk) := max
16j62n

{∣∣∣∣∂j−1D(µk, τ)

∂τ j−1

∣∣∣∣
τ=0

·B−j(µk)

}
(42)

за умови µk ∈M \ {~0}.
З (40), враховуючи (26), отримyємо, що

B(µk) 6 1 +

n∑
l=1

|λlk| 6 C6(1 + |µk|)χ1 , (43)

за умови µk ∈ M \ {~0}, де C6 = nC1. Визначимо сталу Cλ наступним
чином:

Cλ = −min

{
0, inf
µk∈M\{~0}

min
l∈{1,...,n}

{
Reλlk
|µk|χ1

}}
,

яка, на пiдставi (26), iснує i є скiнченною. Тодi з (41) випливає оцiнка

Ψ(µk) 6 exp(nCλT0|µk|χ1) (44)

за умови µk ∈M \ {~0}.
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Для того, щоб оцiнити знизу G(µk) проведемо наступнi мiркування.
З формул (35) та (37) випливає, що

D(µk, τ) = W−1(µk)D̃(µk, τ) = W−1(µk) det ‖gjl(µk, τ)‖nj,l=1. (45)

Для кожного j, l ∈ {1, . . . , n}, справедливi такi розвинення:

exp(λlkτ) =

n−1∑
q=0

λqlk
q!
τ q + τn+1ν̃lk(τ), (46)

τ∫
0

trj exp(λlkt)dt =

n−1∑
q=0

λqlk
q!(rj + q + 1)

τ rj+q+1 + τ rj+n+1Vjlk(τ), (47)

де ν̃lk(τ),

Vjlk(τ) = (rj + n+ 1)−1

∫ τ

0

ν̃lk(t)dt

є аналiтичнi в околi точки τ = 0 функцiї.
Пiдставивши розвинення (46), (47) у формули (35), в яких T слiд

замiнити на τ , отримаємо

gjl(µk, τ) =



αjλ
ϑj

lk + βj
n−1∑
q=0

λq
lkτ

rj+q+1

q!(rj+q+1) +

+βjτ
rj+n+1Vjlk(τ), 1 6 j 6 ñ1,

αl
n−1∑
l=ϑj

λq
lkτ

q−ϑj

(q−ϑj)! + βj
n−1∑
q=0

λq
lkτ

rj+q+1

q!(rj+q+1)

+αjτ
nνlk(τ) + βjτ

rj+n+1Vlk(τ), ñ1 + 1 6 j 6 n,

(48)

де l ∈ {1, . . . , n}.
Згрупувавши у формулах (48) доданки за степенями λlk, перепи-

шемо (48) у виглядi

gjl(µk, τ) =

n−1∑
q=0

λqlk g̃jq(αj , βj , τ) + Ṽjlk(τ), j, l ∈ {1, . . . , n}, (49)

де

Ṽjlk(τ) =

{
βjτ

rj+n+1Vjlk(τ), 1 6 j 6 ñ1,
αjτ

nνlk(τ) + βjτ
rj+n+1Vjlk(τ), ñ1 + 1 6 j 6 n,

(50)
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При цьому для кожного q ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

g̃jq(αj , βj , τ) =


αj + βj

τ rj+q+1

q!(rj + q + 1)
, q = ϑj ,

βj
τ rj+q+1

q!(rj + q + 1)
, q 6= ϑj ,

(51)

якщо j ∈ {1, . . . , ñ1} i

g̃jq(αj , βj , τ) =



βj
τ rj+q+1

q!(rj + q + 1)
, 0 6 q < ϑj ,

αj
τ q−ϑj

(q − ϑj)!
+

+βj
τ rj+q+1

q!(rj + q + 1)
, ϑj 6 q 6 n

(52)

якщо j ∈ {ñ1 + 1, . . . , n}.
З (50)–(52) випливає, що функцiї Ṽjlk(τ), j, l ∈ {1, . . . , n}, мають в

точцi τ = 0 нуль вищого порядку нiж

n−1∑
q=0

λqlk g̃jq(αj , βj , τ),

де j, l ∈ {1, . . . , n}, вiдповiдно. З формули (45), враховуючи (49), отри-
муємо

D(µk, τ) = W−1(µk) det

∥∥∥∥∥
n−1∑
q=0

λqlkg̃jq(αj , βj , τ) + Ṽjlk(τ)

∥∥∥∥∥
n

j,l=1

. (53)

Використовуючи елементарнi властивостi визначникiв, розкриємо
у визначнику в формулi (53) суми по рядках i одержимо таке розви-
нення:

D(µk, τ) = W−1(µk)

det

∥∥∥∥∥
n−1∑
q=0

λqlkg̃jq(αj , βj , τ)

∥∥∥∥∥
n

j,l=1

+D(µk, τ)

 , (54)
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де D(µk, τ) – деяка аналiтична в околi точки τ = 0 функцiя, яка має в
цiй точцi нуль вищого порядку нiж

det

∥∥∥∥∥
n−1∑
q=0

λqlkg̃jq(αj , βj , τ)

∥∥∥∥∥
n

j,l=1

.

Легко бачити, що матриця∥∥∥∥∥
n−1∑
q=0

λqlkg̃jq(αj , βj , τ)

∥∥∥∥∥
n

j,l=1

є добутком матриць∥∥∥λq−1
lk

∥∥∥n
q,l=1

та ‖g̃j,q−1(αj , βj , τ)‖nj,q=1 ,

звiдки випливає, що

det

∥∥∥∥∥
n−1∑
q=0

λqlkg̃jq(αj , βj , τ)

∥∥∥∥∥
n

j,l=1

=

= det
∥∥∥λq−1

lk

∥∥∥n
q,l=1

× det ‖g̃j,q−1(αj , βj , τ)‖nj,q=1 .

(55)

Позначимо

∆0(~α, ~β, τ) := det ‖g̃j,q−1(αj , βj , τ)‖nj,q=1, (56)

Враховуючи (54)–(56), отримуємо таке розвинення:

D(µk, τ) = ∆0(~α, ~β, τ) +W−1(µk)D(µk, τ). (57)

Зауважимо, що визначник (56) є полiномом вiдносно змiнної τ степеня
не вище n(n + 1)/2 + r (це випливає з (51) та (52)), i є вiдмiнним вiд
нуля для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) точок τ . Позначимо через
η0(~α, ~β) найменший степiнь τ , що входить у вираз для (56), а через
Cη0 := Cη0(~α, ~β, ~r) коефiцiєнт при ньому. Тодi з (57) випливають такi
рiвностi для кожного µk ∈M \ {~0}:

∂qD(µk, τ)

∂τ q

∣∣∣∣
τ=0

=

{
0, q < η0(~α, ~β),

Cη0 , q = η0(~α, ~β).
(58)
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Тепер оцiнимо знизу величину G(µk). З (58), на пiдставi (42), (43),
випливає

G(µk) =
∂η0(~α,~β)D(µk, τ)

∂τη0(~α,~β)

∣∣∣∣∣
τ=0

(B(µk))−η0(~α,~β)

> C7(1 + |µk|)−η0(~α,~β)χ1 ,

(59)

де C7 = Cη0(C6)−η0(~α,~β).

Теорема 4. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
T ∈ (0, T0], T0 > 0, нерiвнiсть (33) виконується для всiх (крiм скiн-
ченної кiлькостi) векторiв µk ∈M, коли θ = nCλT0, а

η > χ1η0(~α, ~β) + (p/σ1 + χ1)(2n(1 + r)− 1).

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 5 у [22] з ура-
хуванням оцiнок (43), (44) та (59).

Зауваження 1. Для деяких значень параметрiв ~α, ~β величина η0(~α, ~β)
може бути легко обчислена. Нехай в умовах (3) αj = 0, j ∈ {1, . . . , n}.
Тодi

g̃j,q−1(0, βj , τ) = βj
τ rj+q

(q − 1)!(rj + q)

для усiх j, q ∈ {1, . . . , n}. Окрiм того,

∆0(~0, ~β, τ) = det

∥∥∥∥βj τ rj+q

(q − 1)!(rj + q)

∥∥∥∥n
j,q=1

=

= τ r+n(n+1)/2
n∏
j=1

βj
(j − 1)!

det

∥∥∥∥ 1

rj + q

∥∥∥∥n
j,q=1

=

= Cη0(~0, ~β, ~r)τ r+n(n+1)/2,

де

Cη0(~0, ~β, ~r) =

n∏
j=1

βj
(j − 1)!

∏
n≥j>l≥1

(rj − rl)(n− l)/
2n∏

j, l=1

(rj + l),

тобто η0(~0, ~β) = r + n(n+ 1)/2.
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Випадок B. У цьому випадку вдається показати iснування розв’язку
у шкалi просторiв Cn([0, T ], H α

M). Для коренiв рiвняння (20) на пiд-
ставi (25) та [15, стор. 101], справедливi такi оцiнки :

|λlk| 6 C1|µk|−χ2 , де

χ2 = min
06j6n−1

{
2d− dj
n− j

}
, l ∈ {1, . . . ,m}.

(60)

Позначимо

CA = max
06j6n−1

{
max
|s|6dj

{|bj,s|
}
.

Теорема 5. Нехай справджуються умови (19), (23) та iснує ста-
ла η̃ > 0 така, що для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi)
векторiв µk ∈M виконується нерiвнiсть

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η̃. (61)

Якщо ϕj(x) ∈ H η̃+α
M , j ∈ {1, . . . , n}, то iснує розв’язок задачi (1),

(3) iз простору Cn([0, T ], Hα
M), який зображається формулою (24) i

неперервно залежить вiд функцiй ϕj(x), де j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. На пiдставi формул (6) та (24) отримуємо оцiнку

‖u;Cn([0, T ], Hα
M)‖ =

=

n∑
l=0

max
t∈[0,T ]

(∣∣∣u(l)
~0

(t)
∣∣∣2 +

∑
k∈Zp\{~0}

∣∣∣u(l)
k (t)

∣∣∣2 (1 + |µk|)2α

1/2

6

6
n∑
l=0

(
max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(l)
~0

(t)
∣∣∣2 +

∑
k∈Zp\{~0}

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(l)
k (t)

∣∣∣2 (1 + |µk|)2α

1/2

, (62)

в якiй

uk(t) =

n∑
q,j=1

∆jq(µk, T )

∆(µk, T )
ϕjkfqk(t) (63)

для кожного k ∈ Zp \ {~0}.
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З формули (12) на пiдставi (14)–(17) випливають оцiнки

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(l)
~0

(t)
∣∣∣2 6 C8

n∑
j=1

∣∣∣ϕj,~0∣∣∣2 (64)

для кожного l ∈ {0, 1, . . . , n}. Тут стала C8 залежить вiд T та αj , βj i
rj , де j ∈ {1, . . . , n}.

Iз (63) отримуємо нерiвнiсть

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(l)
k (t)

∣∣∣ 6 n∑
j,q=1

|∆jq(µk, T )|
|∆(µk, T )|

|ϕjk| max
t∈[0,T ]

|f (l)
qk (t)|. (65)

На пiдставi нерiвностi (60) та теореми 2 у [3] отримуємо оцiнку

max
t∈[0,T ]

|f (l)
qk (t)| 6 C9 (66)

для кожного l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Тут

C9 = (1 + nCA/CL)(1 + C1)2n exp((1 + C1)T ).

Для алгебричних доповнень ∆jq(µk, T ) визначника (22), враховуючи
(66), можемо записати нерiвнiсть

|∆jq(µk, T )| 6 C10, (67)

де j, q ∈ {1, . . . , n} довiльнi, а число C10 := C10(~α, ~β, ~r, T, C9).
Враховуючи (61), (65)–(67), для кожного k ∈ Zp \ {~0} отримуємо

такi оцiнки:

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(l)
k (t)

∣∣∣ 6 nC9C10

n∑
j=1

|ϕjk| (1 + |µk|)η̃, (68)

де l ∈ {0, 1, . . . , n}. З (62), (64) та (68) випливає оцiнка

‖u;Cn([0, T ], Hα
M)‖ 6

6 C11

n∑
j=1

(∑
k∈Zp

|ϕjk|2(1 + |µk|)2(η̃+α)

)1/2

=

= C11

n∑
l=1

∥∥∥ϕj ;H η̃+α
M

∥∥∥ .
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де C11 = (n + 1) max{C8, nC9C10}. З отриманої нерiвностi випливає
твердження теореми.

Зауваження 2. Якщо в теоремi 4 α > n + p/(2σ1), то, згiдно з (7),
справедливе вкладення Cn ([0, T ], Hα

M) ⊂ C n
M
(
D̄p
)
, а розв’язок задачi

(1), (3) є класичним.

З’ясуємо питання про можливiсть виконання нерiвностi (61). Для
цього скористаємося методикою роботи [3] та наступними лемами, до-
веденими в [3].

Лема 2. Для довiльних комплексних квадратних матриць

A = ‖aij‖ni,j=1 i B = ‖bij‖ni,j=1

виконується нерiвнiсть

|detA− detB| 6 n · n! max
16i,j6n

|aij − bij |
(

max
16i,j6n

{|aij |, |bij |}
)n−1

.

Лема 3. Для довiльного t > 0 виконуються такi нерiвностi:

max
t∈[0,T ]

|f (j−1)
qk (t)− g(j−1)

q (t)| < C12|µk|−nχ2 ,

де j, q ∈ {1, . . . , n} довiльнi. Тут gq(t) = tq−1/((q − 1)!) i

C12 = nCLCA(1 + C1)2n−1 × exp((C1 + 1)T ).

Розглянемо множину

E := {T > 0 | ∆0(~α, ~β, T ) = 0},

де вираз ∆0(~α, ~β, T ) визначений формулою (56) при τ = T . Легко ба-
чити, що

∆0(~α, ~β, T ) = det ‖Uj [gq]‖nj,q=1, (69)

де gq := gq(t) є тi ж функцiї, що i в лемi 3. Визначник ∆0(~α, ~β, T ) є
многочленом за змiнною T степеня не вище нiж n(n+ 1)/2 + r, а най-
менший степiнь T , що входить у вираз для ∆0(~α, ~β, T ) ми позначали
через η0(~α, ~β).
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Теорема 6. Iснує число K := K(~α, ~β, T ) > 0 таке, що для всiх векто-
рiв µk ∈M таких, що |µk| > K, та для довiльного T /∈ E виконується
нерiвнiсть

|∆(µk, T )| >

{
D1T

n(n+1)
2 +r, T > 1,

D2T
η0(~α,~β), T < 1,

(70)

де D1, D2 — деякi додатнi сталi, якi залежать вiд αj , βj , rj, де j ∈
{1, . . . , n}, та T .

Доведення. На пiдставi (69) та леми 2 запишемо

|∆(µk, T )−∆(~α, ~β, T )| 6
6 n · n! max

16j,q6n
|Uj [fqk]− Uj [gq]|×

×
(

max
16j,q6n

{|Uj [fqk]|, |Uj [gq]|}
)n−1

.

(71)

Для довiльного T > 0 виконуються нерiвностi

|Uj [gq]| 6 max
16j6n

{|αj |Tn, |βj |T rj+1}, (72)

де j, q ∈ {1, . . . , n}. Враховуючи (66), отримуємо такi оцiнки:

|Uj [fqk]| 6 C9 max
16j6n

{|αj |, |βj |T rj+1}, (73)

де j, q ∈ {1, . . . , n}. На пiдставi оцiнок (72), (73) отримуємо нерiвнiсть

max
16j,q6n

{|Uj [fqk]|, |Uj [gq]|} 6 C9 max
16j6n

{|αj |, |αj |Tn, |βj |T rj+1}. (74)

З леми 3 випливає оцiнка

|Uj [fqk]− Uj [gq]| 6 C13|µk|−nχ2 , (75)

де j, q ∈ {1, . . . , n}, а

C13 = C9 max
16j6n

{|αj |, |βj |T rj+1}.

З формули (71) на пiдставi (74) i (75) отримуємо

|∆(µk, T )−∆0(~α, ~β, T )| 6 n · n!(C14)n−1C13|µk|−nχ2 ; (76)
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тут
C14 = C9 max

16j6n
{|αj |, |αj |Tn, |βj |T rj+1}.

Визначник (69) є многочленом за змiнною T степеня не вище нiж n(n+

1)/2 + r, а найменший степiнь T у виразi для (69) дорiвнює η0(~α, ~β).
Звiдси випливають такi оцiнки

|∆(~α, ~β, T )| 6

{
C15T

n(n+1)/2+r, T > 1, C15 := C15(~α, ~β, ~r),

C16T
η0(~α,~β), T < 1, C16 := C16(~α, ~β, ~r).

(77)

Позначимо

K(~α, ~β, T ) := max

{
2n · n!(C14)n−1C13

C15
,

2n · n!(C14)n−1C13

C16

}−nχ2

.

З нерiвностей (76), (77) випливає, що для всiх µk ∈ M таких, що
|µk| > K(~α, ~β, T ), та для всiх T /∈ E виконується нерiвнiсть

|∆(µk, T )−∆(~α, ~β, T )| 6 1

2
|∆(~α, ~β, T )| 6


C15

2
T

n(n+1)
2 +r, T > 1,

C16

2
T η0(~α,~β), T < 1,

а, отже й нерiвнiсть (70) при D1 = C15/2, D2 = C16/2.

6. Висновки
У данi роботi в p+1-вимiрному шарi для лiнiйних рiвнянь iз частинни-
ми похiдними зi сталими коефiцiєнтами, не розв’язаних вiдносно стар-
шої похiдної за часом дослiджено коректнiсть задачi з iнтегральними
умовами за часовою координатою у класi майже перiодичних за про-
сторовими змiнними функцiй. Знайдено критерiй єдиностi та достатнi
умови iснування розв’язку задачi у шкалах просторiв

Cn
(

[0, T ],W α, β
M,γ

)
i Cn ([0, T ], Hα

M) ,

а також у просторах

Cn([0, T ], TM) та Cn([0, T ], T ′M).
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Для розв’язання проблеми малих знаменникiв, якi виникли при по-
будовi розв’язку задачi, використано метричний пiдхiд. Показано, що
у випадку, коли у рiвняннi (1) порядок диференцiального виразу при
найстаршiй похiднiй за часом є найбiльшим, то проблема малих зна-
менникiв не виникає.

Результати можна поширити на системи вигляду (1).
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