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The detailed spectral analysis of a star graph with semibounded infini-
te chains is given. The spectrum of the self-adjoint operator generated
by the adjacency matrix of the graph is defined; the spectral measure is
constructed; the eigenvectors and spectral expansion in eigenvectors are
provided.

Проведено детальний спектральний аналiз зiркового графа з нескiн-
ченними променями. Охарактеризовано спектр самоспряженого опера-
тора, породженого матрицею сумiжностi цього графа, побудовано спе-
ктральну мiру, наведенi у явнiй формi власнi вектори та спектральний
розклад за власними векторами.

1. Вступ
Теорiя графiв виникла iз конкретних прикладних задач у теорiї iнфор-
мацiйних, комунiкацiйних, енергетичних, транспортних мереж, органi-
чнiй хiмiї, квантовiй механiцi та iн. Сучасна теорiя графiв є самостiй-
ним, актуальним роздiлом математики, яка розв’язує ряд теоретичних
та прикладних задач, використовуючи i збагачуючи аналiтичнi, алге-
браїчнi, топологiчнi методи та методи функцiонального аналiзу, лiнiй-
ної алгебри, теорiї чисел та теорiї функцiй.

Простим неорiєнтованим графом G називають пару (V,E), у якiй
V — деяка непорожня множина (множина вершин), а E — множина,

Робота виконана в рамках проекту 03-01-12 "Оберненi задачi в сучаснiй мате-
матичнiй фiзицi" спiльних проектiв НАН України та Сибiрського вiддiлення РАН.

c© В. О. Лебiдь, 2014



226 В. О. Лебiдь

що складається з невпорядкованих пар рiзних вершин V (множина
ребер). З графом G однозначно пов’язана матриця сумiжностi A(G) =
(aij)

∞
i,j=1, елементи якої aij рiвнi 1, якщо вершини з номерами i та j

з’єднуються ребром, або – 0, якщо таке ребро вiдсутнє.
У випадку злiченних графiв матриця A(G) породжує у гiльбер-

товому просторi l2(V ) самоспряжений оператор A, спектр якого має
дискретну σp(G) та неперервну компоненту σc(G), яка може бути абсо-
лютно неперервною σac(G) або навiть чисто сингулярною σcs(G) (див.
[3]). Пiд спектральним аналiзом графа G розумiють спектральний ана-
лiз оператора A.

За останнiй час одержанi чисельнi результати про спектр злiчен-
них графiв, якi знаходять застосування у теорiї невiд’ємних матриць,
гармонiчному аналiзi дискретних груп, аналiтичнiй теорiї ймовiрностi
тощо (див. [4], [5]).

2. Постановка задачi

Нехай S(n,∞) – зiрковий граф, у якого всi n променiв є нескiнченними
ланцюгами, з’єднаними в однiй вершинi – центрi зiркового графа (див.
[2]). Матриця сумiжностi такого графа породжує обмежений самоспря-
жений оператор A у гiльбертовому просторi l2(V ), де V – множина
вершин графа S(n,∞). Оператор A дiє на вектор x = (x0, x

j
i ) ∈ l2(V )

так

(Ax)0 =

n∑
j=1

xj1,

(Ax)ji = xji−1 + xji+1, x
j
0 ≡ x0, для кожного j = 1, n та i ∈ N

(1)

Тут компоненти векторiв x та Ax iз простору l2(V ), що вiдповiдають
центру зiркового графа, позначаємо нижнiм iндексом 0, а компоненти,
що вiдповiдають i-й вершинi на j-му променi – нижнiм iндексом i та
верхнiм iндексом j.

Спектральний аналiз графа S(n,∞) зводиться до дослiдження спе-
ктральних властивостей оператора A виду (1).
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3. Зведення до якобiєвих матриць
Теорема 1. Оператор A виду (1), що вiдповiдає зiрковому графу
S(n,∞), є обмеженим самоспряженим оператором у l2(V ). Iснує унi-
тарний оператор U такий, що

UAU−1 = J
√
n ⊕ J0 ⊕ . . .⊕ J0︸ ︷︷ ︸

n−1

,

де J
√
n, J0 – матрицi Якобi, визначенi на просторi l2 i мають вигляд

J
√
n =


0
√
n 0 0 0 . . .√

n 0 1 0 0 . . .
0 1 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


та

J0 =


0 1 0 0 0 . . .
1 0 1 0 0 . . .
0 1 0 1 0 . . .
...

...
...

...
...

. . .


Доведення. Нехай {e0, eji}nj=1,i∈N – стандартний базис у просторi
l2(V ), пов’язаний iз вказаною нумерацiєю вершин V зiркового графа
S(n,∞). Розглянемо дiйсну унiтарну матрицю U = ‖uij‖ni,j=1, у якої
перший рядок складається iз чисел 1√

n
, тобто u1j = 1√

n
, j = 1, . . . n.

Оскiльки матриця U – дiйсна i унiтарна, то
n∑
j=1

ukjumj = δkm,

де δkm – символ Кронекера. Звiдси випливає, що
n∑
j=1

uij = 0 при i = 2, . . . n.

Розглянемо у просторi l2(V ) новий базис {ê0, êji}nj=1,i∈N такий, що

ê0 = e0, êji =

n∑
k=1

ujke
k
i , i ∈ N, j = 1, 2, . . . n
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Згiдно з (1) оператор A дiє на вихiдний базис так:

Ae0 =

n∑
j=1

ej1,Ae
j
i = eji−1 + eji+1, ej0 ≡ e0,

для кожного j = 1, n та i ∈ N.
Враховуючи зв’язок мiж новим та вихiдним базисами, маємо

Aê0 =
√
nê11, Aê11 =

√
nê0 + ê12, Aê1i = ê1i−1 + ê1i+1,

Aêj1 = êj2, Aê
j
i = êji−1 + êji+1

для кожного j = 2, n та i ≥ 2.
Таким чином, пiдпростiр H1 ⊂ l2(V ) iзоморфний l2(N0), у якому

вектори {ê0, ê11, . . . , ê1k, . . .} утворюють стандартний базис, є iнварiан-
тним для оператора A, i A дiє в H1 як матриця J

√
n. Пiдпростори Hj з

базисом {êj1, . . . , ê
j
k, . . .} при кожному j = 2, n, iзоморфнi l2(N), є iнва-

рiантними для оператора A, який в Hj зводиться до матриць Якобi J0.
Оператор U у просторi l2(V ), який переводить базис {e0, eji}nj=1,i∈N у
базис {ê0, êji}nj=1,i∈N, є унiтарним, i задовольняє твердження теореми.

Теорема доведена.

4. Власне спектральний аналiз

Таким чином, спектральний аналiз зiркового графа S(n,∞) зводиться
до дослiдження спектральних властивостей матриць Якобi J

√
n, J0.

Спектральний аналiз матрицi J0 добре вiдомий (див., наприклад [1]).
Повний спектральний аналiз матрицi J

√
n можна одержати за алгори-

тмом, наведеним у роботах [6], [7].

Теорема 2. Матриця Якобi J
√
n породжує у просторi l2 обмеже-

ний самоспряжений оператор, спектр якого складається iз абсолю-
тно неперервної компоненти, що збiгається iз iнтервалом [−2, 2], та
при n ≥ 3 ще iз двох простих власних значень λ± = µ± + µ−1± , де
µ± = ±1/

√
n− 1, яким вiдповiдають нормованi власнi вектори ви-

гляду

e± =

√
n(n− 2)

2(n− 1)

(
1√
n
, µ±, (µ±)

2, . . . , (µ±)
k−1, . . .

)
. (2)
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При цьому кожному λ ∈ [−2, 2] вiдповiдає узагальнений власний
вектор

ϕλ = (
√
nP0(λ), P1(λ), P2(λ)− (n− 1)P0(λ), . . .

. . . , Pk−1(λ)− (n− 1)Pk−3(λ), . . .),
(3)

де полiноми Pk(λ) є полiномами степеня k вiд λ, що виражаються у
виглядi Pk(λ) = Uk(λ/2) через полiноми Чебишева другого роду, де

Uk(z) =
sin((k + 1) arccos z)

sin(arccos z)
.

Для полiномiв Pk(λ) вiрне рекурентне спiввiдношення

Pj+1(λ) = λPj(λ)− Pj−1(λ)

з початковими умовами P−1(λ) = 0, P0(λ) = 1, P1(λ) = λ.
Справедливi розклад за приведеними власними векторами (3) та

рiвнiсть Парсеваля зi спектральною щiльнiстю

ρ(λ) =

√
4− λ2

2π(n2 − (n− 1)λ2)

неперервного спектру. Тобто, кожному вектору x ∈ l2 вiдповiдає йо-
го перетворення Фур’є x̃ = Fx за власними векторами e±, ϕλ вигляду
x̃ = (x+, x−, x̃(λ)), де x± = (x, e±)l2 та x̃(λ) = (x, ϕλ)l2 . Вектор x̃ на-
лежить гiльбертовому простору H = E2⊕L2([−2, 2], ρ(λ)dλ), де E2 –
двовимiрний евклiдiв простiр, а L2([−2, 2], ρ(λ)dλ) – простiр функцiй,
квадратично iнтегрованих на вiдрiзку [−2, 2] за мiрою ρ(λ)dλ.

Вiрне обернене перетворення Фур’є, визначене на всьому H :

x = F−1x̃(λ) ≡ x+e+ + x−e− +

2∫
−2

x̃(λ)ϕλρ(λ)dλ (4)

Для довiльних x, y ∈ l2 справедлива рiвнiсть Парсеваля:

(x, y)l2 = (x̃, ỹ)H ≡ x+y+ + x−y− +

2∫
−2

x̃(λ)ỹ(λ)ρ(λ)dλ (5)
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Доведення. Матриця Якобi J
√
n породжує у просторi l2(N0) обмеже-

ний самоспряжений оператор, який будемо позначати тiєю ж лiтерою
J
√
n. Оператор J

√
n дiє на вектор x = (x0, x1, . . .) ∈ l2(N0) так

J
√
nx = (

√
nx1,

√
nx0 + x2, x1 + x3, . . . , xk−1 + xk+1, . . .) (6)

Iз вигляду оператора J
√
n випливає, що вектори e±, що вiдповiда-

ють власним значенням λ±, є його власними векторами, i для кожного
λ ∈ [−2, 2] функцiя ϕλ задовольняє рiнiсть J

√
nϕλ = λϕλ.

Легко перевiрити, що (e±, ϕλ)l2 = 0. Вектор x ∈ l2(N0) буде ортого-
нальним до e± тодi й тiльки тодi, коли

1√
n
x0 +

∞∑
k=1

(µ±)
kxk = 0 (7)

Розглянемо перетворення Фур’є за власними векторами e±, ϕλ.
Враховуючи явний вигляд узагальненої власної функцiї ϕλ, для x ∈
l2(N0) маємо

x̃(λ) = (x, ϕλ)l2 =

= (
√
nx0 − (n− 1)x2)P0(λ) +

∞∑
k=1

(xk − (n− 1)xk+2)Pk(λ)
(8)

Рiвнiсть (8) можна розглядати як розклад вектора x̃(λ)
за ортонормованою системою полiномiв {Pk(λ)}∞k=0 у просторi
L2([−2, 2], ρ0(λ)d(λ)), де ρ0(λ) = (2π)−1

√
4− λ2. Тому

2∫
−2

x̃(λ)Pk(λ)ρ0(λ)dλ =

{√
nx0 − (n− 1)x2, якщо k = 0

xk − (n− 1)xk+2, якщо k ≥ 1
(9)

Домножимо вираз (9) на µk± i просумуємо за k. У випадку, коли x⊥e±
i виконуються рiвностi (7), аналогiчно, як у [6], iз врахуванням факту,
що функцiя

1

1− µλ+ µ2
=

∞∑
k=0

µkPk(λ)

є твiрною для системи полiномiв {Pk(λ)}∞k=0, отримуємо
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xk =

2∫
−2

x̃(λ)ϕλ,kρ(λ)dλ, k = 0, 1, 2 . . . (10)

Таким чином, кожний вектор x ∈ l2(N0), ортогональний до e±, роз-
кладається за узагальненими власними векторами ϕλ зi спектральною
мiрою ρ(λ)dλ, що є абсолютно неперервною вiдносно мiри Лебега на
iнтервалi [−2, 2]. Тому спектр оператора J

√
n мiстить однократну аб-

солютно неперервну компоненту, що збiгається з iнтервалом [−2, 2], та
при n ≥ 3 простi власнi значення

λ± = ± n√
n− 1

.

Оскiльки e±⊥ϕλ, тодi для довiльного x ∈ l2(N0) вектор y = x−x+e+−
x−e− ортогональний e± та

ỹ(λ) = (x− x+e+ − x−e−, ϕλ) = x̃(λ).

Iз вигляду виразу (10) маємо

y =

2∫
−2

x̃(λ)ϕλρ(λ)dλ,

що еквiвалентно (4).
Рiвнiсть Парсеваля (5) отримуємо iз рiвностi Парсеваля для ве-

кторiв x⊥e± за узагальненими власними функцiями ϕλ, оскiльки си-
стема полiномiв {ϕλ,k}∞k=0 утворює ортонормований базис у просторi
L2([−2, 2], ρ(λ)d(λ)).

Теорема доведена.

5. Висновок
Iз теорем 1,2 випливає, що спектр зiркового графа S(n,∞) складає-
ться iз n-кратної абсолютно неперервної компоненти, що збiгається iз
iнтервалом [−2, 2], а при n ≥ 3 ще iз двох простих власних значень

λ± = ± n√
n− 1

.
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Робота виконана в рамках проекту 03-01-12 "Оберненi задачi в су-
часнiй математичнiй фiзицi"спiльних проектiв НАН України та Си-
бiрського вiддiлення РАН.

Автор висловлює щиру подяку Л.П.Нижнику та Ю.С.Самойленку
за конструктивнi зауваження.
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