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We investigate an elliptic boundary–value problem with additional
unknown functions on the boundary of a Euclidean domain. We prove
that the operator corresponding to this problem is bounded and Fredholm
in appropriate pairs of Hilbert function spaces of generalized smoothness.
These spaces are parametrized with the help of a real number and an arbi-
trary radial function that varies slowly at ∞ in the sense of Karamata. For
the solutions to the problem, we prove theorems on increase in global and
local generalized smoothness.

Дослiджено елiптичну крайову задачу з додатковими невiдомими фун-
кцiями на межi евклiдової областi. Доведено, що оператор, вiдповiдний
цiй задачi, є обмеженим i нетеровим у пiдходящих парах гiльбертових
функцiональних просторiв узагальненої гладкостi. Цi простори пара-
метризованi за допомогою дiйсного числа i довiльної радiальної фун-
кцiї, повiльно змiнної на ∞ за Караматою. Для розв’язкiв задачi до-
ведено теореми про пiдвищення глобальної i локальної узагальненої
гладкостi.

1. Вступ
Ця робота присвячена важливому класу крайових задач для елiпти-
чних диференцiальних рiвнянь — елiптичнi крайовi задачi з додатко-
вими невiдомими функцiями на межi областi. Цей клас був видiлений
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Б. Лораком [1–3] у 1963 роцi, як такий, що природно утворюється при
переходi вiд загальної елiптичної крайової задачi до формально спря-
женої задачi (у випадку нерегулярних крайових умов). Бiльше того,
вiн є замкненим вiдносно такого переходу. Згодом з’ясувалося, що до
цього класу належать рiзнi задачi теорiї пружностi i гiдродинамiки
[4–6].

Для вказаного класу задач були доведенi теореми про характер їх
розв’язностi у просторах Соболєва Hs. Серед них — теореми про нете-
ровiсть задачi, породженi нею iзоморфiзми, апрiорнi оцiнки її розв’яз-
кiв, теореми про пiдвищення гладкостi розв’язкiв (див. згаданi роботи
Б. Лорака та монографiї В. А. Козлова, В. Г. Мазьи, Й. Россмана [7,
гл. 3] i Я. А. Ройтберга [8, гл. 2]).

Мета цiєї роботи – довести версiї цих теорем для гiльбертових фун-
кцiональних просторiв Hs,ϕ узагальненої гладкостi. Вона характери-
зується не лише числом s ∈ R, а i додатковим функцiональним пара-
метром ϕ : [1,∞) → (0,∞), що повiльно змiнюється на нескiнченно-
стi за Й. Караматою. Цi простори утворюють уточнену соболєвську
шкалу, яка була видiлена i дослiджена В. А. Михайлецем i О. О. Му-
рачем [9–12]. Вона має важливу iнтерполяцiйну властивiсть: кожний
простiр Hs,ϕ отримується в результатi iнтерполяцiї з пiдходящим фун-
кцiональним параметром пари гiльбертових просторiв Соболєва Hs−ε

i Hs+δ, де ε, δ > 0.
Ця властивiсть була систематично використана у роботах [9–12] для

побудови теорiї розв’язностi елiптичних крайових задач в уточненiй со-
болєвськiй шкалi. Втiм, клас елiптичних крайових задач з додаткови-
ми невiдомими функцiями на межi областi не був охоплений вказаною
теорiєю.

Ця робота складається з семи пунктiв. Пункт 1 служить вступом.
У п. 2 дана постановка елiптичної крайової задачi, що дослiджується.
Там же розглянута формально спряжена крайова задача. У п. 3 дано
означення функцiональних просторiв, якi утворюють уточнену собо-
лєвську шкалу. Основнi результати роботи сформульованi у п. 4. Це —
теореми про характер розв’язности дослiджуваної задачi у вказанiй
шкалi i властивостi її розв’язкiв. Пункт 5 присвячений методу iнтерпо-
ляцiї з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв. Там
же сформульована iнтерполяцiйна властивiсть уточненої соболєвської
шкали. Результати роботи доведенi у п. 6. Заключний п. 7 мiстить
висновки до роботи.
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2. Постановка задачi

Нехай Ω — довiльна обмежена область в евклiдовому просторi Rn, де
n ≥ 2, з межею Γ класу C∞. Як зазвичай, Ω = Ω∪Γ. Позначимо через
ν(x) орт внутрiшньої нормалi до межi Γ у точцi x ∈ Γ.

Розглянемо в областi Ω (лiнiйну) елiптичну крайову задачу iз κ ≥ 1
додатковими невiдомими функцiями на межi Γ:

Au = f в Ω, (1)

Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk = gj на Γ, j = 1, ..., q + κ. (2)

Тут
A := A(x,D) :=

∑
|µ|≤2q

aµ(x)Dµ

є лiнiйний диференцiальний оператор на Ω довiльного парного поряд-
ку 2q ≥ 2, кожне

Bj(x,D) =
∑
|µ|≤mj

bj,µ(x)Dµ

є граничний диференцiальний оператор на Γ порядку mj ≤ 2q − 1, а
кожне Cj,k = Cj,k(x,Dτ ) є (дотичний) диференцiальний оператор на
Γ порядку ordCj,k ≤ mj + rk, де r1, . . . , rκ — фiксованi цiлi числа. Усi
коефiцiєнти цих диференцiальних операторiв є нескiнченно гладкими
комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i Γ вiдповiдно.

Тут використовуються стандартнi позначення: µ := (µ1, . . . , µn) —
мультиiндекс, |µ| := µ1 + . . . + µn, Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , Dl := i∂/∂xl,

де i — уявна одиниця, а x = (x1, . . . , xn) — довiльна точка простору
Rn. Окрiм того, покладаємо Dν := i∂/∂ν(x) та ξµ := ξµ1

1 . . . ξµnn для
вектора ξ = (ξ1, . . . ξn) ∈ Cn.

В задачi (1), (2) є невiдомими функцiя u, задана в областi Ω, i κ
функцiй v1, . . . , vκ , заданих на межi Γ цiєї областi. В роботi усi функцiї
та розподiли вважаємо комплекснозначними.

Надалi припускаємо, що крайова задача (1), (2) є елiптичною в
областi Ω (див., наприклад, [7, п. 3.1.3]). Наведемо вiдповiдне означе-
ння.

Позначимо через A(0)(x, ξ), B(0)
j (x, ξ) i C(0)

j,k (x, τ) головнi символи
диференцiальних операторiв A(x,D), Bj(x,D) i Cj,k(x,Dτ ) вiдповiдно.
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Нагадаємо, що для кожного фiксованого x ∈ Ω вираз

A(0)(x, ξ) :=
∑
|µ|=2q

aµ(x)ξµ

є однорiдним полiномом порядку 2q змiнної ξ ∈ Cn; для кожного фi-
ксованого x ∈ Γ вираз

B
(0)
j (x, ξ) :=

∑
|µ|=mj

bj,µ(x)ξµ

є однорiдним полiномом порядкуmj змiнної ξ ∈ Cn, а вираз Cj,k(x,Dτ )
є однорiдним полiномом порядку mj + rk змiнної τ , яка є дотичним
вектором до межi Γ у точцi x.

Крайова задача (1), (2) з додатковими невiдомими функцiями на
межi Γ називається елiптичною в областi Ω, якщо виконуються такi
три умови:

(i) Диференцiальний оператор A(x,D) є елiптичним в кожнiй точцi
x ∈ Ω, тобто A(0)(x, ξ) 6= 0 для довiльного вектора ξ ∈ Rn \ {0}.

(ii) Диференцiальний оператор A(x,D) є правильно елiптичним в ко-
жнiй точцi x ∈ Γ, тобто для довiльного вектора τ 6= 0, дотичного
до межi Γ у точцi x, многочлен A(0)(x, τ + ην(x)) комплексної
змiнної η має q коренiв з додатною уявною частиною i стiльки ж
коренiв з вiд’ємною уявною частиною (пiдрахованих з урахуван-
ням їх кратностi).

(iii) Система крайових умов (2) накриває рiвняння (1) в кожнiй точцi
x ∈ Γ. Це значить, що для кожного вектора τ 6= 0, дотичного до
межi Γ у точцi x, крайова задача

A(0)(x, τ +Dt ν(x))θ(t) = 0 при t > 0,

B
(0)
j (x, τ +Dt ν(x))θ(t)

∣∣
t=0

+

κ∑
k=1

C
(0)
j,k (x, τ)λk = 0,

j = 1, ..., q + κ,

має лише тривiальний (нульовий) розв’язок. Ця задача розгля-
дається вiдносно невiдомої функцiї θ ∈ C∞([0,∞)), що задоволь-
няє умову θ(t) → 0 при t → ∞, i невiдомих комплексних чисел
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λ1, . . . , λκ . Тут A(0)(x, τ+Dt ν(x)) i B(0)
j (x, τ+Dt ν(x)) є диферен-

цiальнi оператори вiдносно Dt := i∂/∂t, якi отримуємо, поклав-
ши η := Dt у многочленах A(0)(x, τ + ην(x)) i B(0)

j (x, τ + ην(x))
змiнної η, вiдповiдно.

Вiдмiтимо, що умова (ii) є наслiдком умови (i) у випадку, коли
n ≥ 3.

Простим прикладом елiптичної крайової задачi (1), (2) служить
така задача при n = 2 i κ = 1:

∆u = f в Ω,

u+ v = g1 на Γ,

Dνu+Dτv на Γ.

Тут ∆ — оператор Лапласа, а Dτ := i∂/∂τ , де ∂/∂τ є похiдна вздовж
кривої Γ. Iншi приклади наведенi у монографiї [7, п. 3.1.5].

Пов’яжемо iз задачею (1), (2) лiнiйне вiдображення

Λ : (u, v1, ..., vκ)→

→
(
Au, B1u+

κ∑
k=1

C1,kvk, ..., Bq+κu+

κ∑
k=1

Cq+κ,kvk

)
,

де u ∈ C∞(Ω), v1, . . . , vκ ∈ C∞(Γ).

(3)

В роботi будуть дослiдженi властивостi продовження за неперервнiстю
цього вiдображення у пiдходящих парах гiльбертових функцiональних
просторiв узагальненої гладкостi.

Для опису областi значень цього продовження нам знадобиться та-
ка формула Грiна [7, теорема 3.1.2]:

(Au,w)Ω +

q+κ∑
j=1

(
Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk, hj

)
Γ

=

= (u,A+w)Ω +

2q∑
j=1

(
Dj−1
ν u,Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk

)
Γ

+

+

κ∑
j=1

(
vj ,

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk

)
Γ

,
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де u,w ∈ C∞(Ω), v ∈ (C∞(Γ))κ , h ∈ (C∞(Γ))q+κ , а (·, ·)Ω i (·, ·)Γ є ска-
лярнi добутки у гiльбертових просторах L2(Ω) i L2(Γ) функцiй ква-
дратично iнтегровних на Ω i Γ вiдповiдно. Тут

A+w := A+(x,D)w(x) :=
∑
|µ|≤2q

Dµ(aµ(x)w(x)),

тобто A+ є формально спряжений диференцiальний оператор до A вiд-
носно скалярного добутку в L2(Ω). Окрiм того, C+

k,j i Q
+
k,j є формально

спряженi (дотичнi) диференцiальнi оператори до вiдповiдно Ck,j i Qk,j
вiдносно скалярного добутку в L2(Γ), причому дотичнi диференцiальнi
оператори Qk,j узятi iз зображення граничних операторiв Bj у виглядi

Bj(x,D) =

2q∑
k=1

Qj,k(x,Dτ )Dk−1
ν .

(Звiсно, якщо k > mj , то Qj,k = 0). Нарештi,

Kj := Kj(x,D) :=

j∑
k=1

Tj,k(x,Dτ )Dk−1
ν ,

де кожне Tj,k(Dτ ) — деякий дотичний диференцiальний оператор на Γ
порядку ordTj,k ≤ 2q+1−j−k (якщо 2q+1−j−k < 0, то Tj,k(Dτ ) = 0).

З огляду на формулу Грiна розглянемо в областi Ω таку крайову
задачу iз q + κ додатковими невiдомими функцiями на межi Γ:

A+w = ω в Ω, (4)

Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk = χj на Γ, j = 1, ..., 2q, (5)

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk = χ2q+j на Γ, j = 1, ...,κ. (6)

Ця задача формально спряжена до задачi (1), (2) вiдносно наведеної
формули Грiна. Вiдмiтимо [7, теорема 3.1.2], що елiптичнiсть зада-
чi (1), (2) рiвносильна елiптичностi формально спряженої задачi (4),
(5), (6).
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3. Уточнена соболєвська шкала
Розглянемо гiльбертовi функцiональнi простори узагальненої гладко-
стi, в яких буде дослiджена крайова задача (1), (2). Вони утворюють
уточнену соболєвську шкалу {Hs,ϕ : s ∈ R, ϕ ∈ M}, дослiджену в
[11, 12]. Тут i надалiM — множина всiх вимiрних за Борелем функцiй
ϕ : [1,∞) → (0,∞), якi обмеженi i вiдокремленi вiд нуля на кожно-
му компактi i повiльно змiнюються на нескiнченностi за Й. Карама-
тою [13]. Остання властивiсть значить, що ϕ(λt) → 1 при t → ∞ для
кожного λ > 0. Повiльно змiннi функцiї добре вивченi i мають рi-
зноманiтнi застосування [14, 15]. Їх характерним прикладом служить
функцiя

ϕ(t) := (log t)r1(log log t)r2 . . . (log . . . log︸ ︷︷ ︸
k разiв

t)rk , t� 1,

де параметри k ∈ N i r1, . . . , rk ∈ R.
Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Означимо простiр Hs,ϕ спочатку на Rn, а

потiм на Ω i Γ. Будемо слiдувати за монографiєю [11, пп. 1.3, 2.1, 3.2].
За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hs,ϕ(Rn) складає-

ться з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w на Rn таких, що їх пере-
творення Фур’є ŵ є функцiєю, локально сумовною на Rn за Лебегом,
i виконується умова ∫

Rn

〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉)|ŵ(ξ)|2dξ <∞.

Тут 〈ξ〉 := (1+|ξ|2)1/2 є згладжений модуль вектора ξ ∈ Rn. У просторi
Hs,ϕ(Rn) введений скалярний добуток розподiлiв w1 i w2 за формулою

(w1, w2)Hs,ϕ(Rn) :=

∫
Rn

〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉)ŵ1(ξ)ŵ2(ξ)dξ.

Вiн породжує норму

‖w‖Hs,ϕ(Rn) := (w,w)
1/2
Hs,ϕ(Rn).

Простiр Hs,ϕ(Rn) є iзотропний випадок гiльбертових просторiв
B2,µ = Hµ, введених i дослiджених Л. Хермандером [16, п. 2.2] i
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Л. Р. Волевичем, Б. П. Панеяхом [17, § 2]. Для цих просторiв пока-
зником гладкостi служить вагова функцiя µ : Rn → (0,∞). У нас
µ(ξ) = 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) є радiальною функцiєю аргументу ξ ∈ Rn.

У важливому окремому випадку ϕ ≡ 1 простiр Hs,ϕ(Rn) стає гiль-
бертовим простором Соболєва Hs(Rn) порядку s. У загальнiй ситуацiї
виконуються неперервнi та щiльнi вкладення

Hs+ε(Rn) ↪→ Hs,ϕ(Rn) ↪→ Hs−ε(Rn) для кожного ε > 0. (7)

З них видно, що у класi функцiональних просторiв

{Hs,ϕ(Rn) : s ∈ R, ϕ ∈M}

числовий параметр s задає основну (степеневу) гладкiсть, а функцiо-
нальний параметр ϕ визначає додаткову (узагальнену) гладкiсть, пiд-
порядковану основнiй. В залежностi вiд того, чи ϕ(t)→∞ або ϕ(t)→ 0
при t → ∞, параметр ϕ задає додаткову додатну або вiд’ємну глад-
кiсть. Iншими словами, параметр ϕ уточнює основну s-гладкiсть. Тому
цей клас природно називати уточненою соболєвською шкалою на Rn.

Її аналоги для евклiдової областi Ω i замкненого компактного мно-
говиду Γ вводяться у стандартний спосiб. Наведемо вiдповiднi означе-
ння.

Лiнiйний простiр Hs,ϕ(Ω) складається зi звужень в область Ω усiх
розподiлiв w ∈ Hs,ϕ(Rn). Норма у ньому означена за формулою

‖u‖Hs,ϕ(Ω) := inf
{
‖w‖Hs,ϕ(Rn) : w ∈ Hs,ϕ(Rn), w = u в Ω

}
,

де u ∈ Hs,ϕ(Ω). Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний вiдносно вка-
заної норми. Множина C∞(Ω) щiльна у ньому.

Лiнiйний простiр Hs,ϕ(Γ) складається з усiх розподiлiв на Γ, якi в
локальних координатах належать до простору Hs,ϕ(Rn−1). Дамо до-
кладне означення. Нехай довiльним чином вибрано скiнченний атлас
iз C∞-структури на многовидi Γ, утворений локальними картами
αj : Rn−1 ↔ Γj , де j = 1, . . . , λ. Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γλ скла-
дають скiнченне покриття многовиду Γ. Нехай, окрiм того, вибранi
функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, якi утворюють розбиття одиницi
на Γ, що задовольняє умову suppχj ⊂ Γj . Тодi, за означенням,

Hs,ϕ(Γ) :=

:=
{
h ∈ D′(Γ) : (χjh) ◦ αj ∈ Hs,ϕ(Rn−1) для усiх j = 1, . . . , λ

}
.
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Тут через D′(Γ) позначено лiнiйний топологiчний простiр усiх розподi-
лiв на многовидi Γ, а (χjh)◦αj є представлення розподiлу h в локальнiй
картi αj . У просторi Hs,ϕ(Γ) введений скалярний добуток розподiлiв
h1 i h2 за формулою

(h1, h2)Hs,ϕ(Γ) :=

λ∑
j=1

((χjh1) ◦ αj , (χj h2) ◦ αj)Hs,ϕ(Rn−1).

Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний. Важливо, що вiн з точнiстю
до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору атласу i
розбиття одиницi [11, теорема 2.3]. Множина C∞(Γ) щiльна у просторi
Hs,ϕ(Γ).

Введенi гiльбертовi функцiональнi простори утворюють уточненi
соболєвськi шкали

{Hs,ϕ(Ω) : s ∈ R, ϕ ∈M} i {Hs,ϕ(Γ) : s ∈ R, ϕ ∈M} (8)

на Ω i Γ вiдповiдно. Вони мiстять гiльбертовi соболєвськi шкали: якщо
ϕ(t) ≡ 1, то Hs,ϕ(Ω) =: Hs(Ω) i Hs,ϕ(Γ) =: Hs(Γ) є простори Соболєва
порядку s ∈ R.

Для шкал (8) виконуються компактнi i щiльнi вкладення (7), якщо
у формулi (7) замiнити Rn на Ω або Γ вiдповiдно.

4. Основнi результати

Сформулюємо основнi результати статтi про властивостi елiптичної
крайової задачi (1), (2) в уточненiй соболєвськiй шкалi.

Пов’яжемо з крайовою задачею (1), (2) у однорiдному випадку лi-
нiйний простiр

N :=

{
(u, v1, . . . , vκ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ : Au = 0 в Ω,

Bju+

κ∑
k=1

Cj,kvk = 0 на Γ при j = 1, ..., q + κ
}
.

Аналогiчно, пов’яжемо з формально спряженою крайовою задачею
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(4), (5), (6) у однорiдному випадку лiнiйний простiр

N+ :=

{
(w, h1, . . . , hq+κ) ∈ C∞(Ω)× (C∞(Γ))q+κ : A+w = 0 в Ω,

Kjw +

q+κ∑
k=1

Q+
k,jhk = 0 на Γ при j = 1, ..., 2q,

q+κ∑
k=1

C+
k,jhk = 0 на Γ при j = 1, ...,κ

}
.

Оскiльки цi крайовi задачi елiптичнi в Ω, то простори N i N+ скiнчен-
номiрнi [7, лемма 3.4.2].

Теорема 1. Нехай s > 2q та ϕ ∈ M. Тодi вiдображення (3) продов-
жується єдиним чином (за неперервнiстю) до обмеженого оператора

Λ : Ds,ϕ(Ω,Γ) := Hs,ϕ(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ)→

→ Hs−2q,ϕ(Ω)⊕
q+κ⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

(9)

Цей оператор нетерiв. Його ядро збiгається з простором N , а
область значення складається з усiх векторiв

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) (10)

таких, що

(f, w)Ω +

q+κ∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0 для всiх (w, h1, . . . , hq+κ) ∈ N+. (11)

Iндекс оператора (9) дорiвнює dimN − dimN+ i не залежить вiд s
та ϕ.

Нагадаємо, що лiнiйний обмежений оператор T : X → Y , де X,Y
є банаховi простори, називають нетеровим, якщо його ядро kerT i ко-
ядро Y/T (X) скiнченномiрнi. Нетерiв оператор має замкнену область
значень T (X) i скiнченний iндекс indT := dim kerT − dim(Y/T (X)).
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Якщо N = {0} i N+ = {0}, то оператор (9) здiйснює iзоморфiзм мiж
просторами Ds,ϕ(Ω,Γ) i Es−2q,ϕ(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї цей опера-
тор породжує iзоморфiзм мiж їх пiдпросторами, що мають скiнченну
ковимiрнiсть. Видiлимо цi пiдпростори у такий спосiб.

Зобразимо простори, в яких дiє оператор (9) у виглядi прямих сум
(замкнених) пiдпросторiв

Ds,ϕ(Ω,Γ) = N u

{
(u0, v0,1, . . . , v0,κ) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ) :

(u0, u)Ω +

κ∑
k=1

(v0,k, vk)Γ для всiх (u, v1, . . . , vκ) ∈ N
} (12)

та
Es−2q,ϕ(Ω,Γ) = N+ u Λ

(
Es−2q,ϕ(Ω,Γ)

)
. (13)

Такi зображення iснують, оскiльки вони є звуженнями на Ds,ϕ(Ω,Γ) i
Es−2q,ϕ(Ω,Γ) розкладiв в ортогональнi суми просторiв L2(Ω)⊕(L2(Γ))κ

i L2(Ω) ⊕ (L2(Γ))q+κ вiдповiдно. Позначимо через P i P+ вiдповiдно
проектори просторiв Ds,ϕ(Ω,Γ) i Es−2q,ϕ на другий доданок в сумах
(12) i (13) паралельно першому доданку. Цi проектори не залежать
(як вiдображення) вiд s i ϕ.

Теорема 2. Для довiльних параметрiв s > 2q та ϕ ∈ M звуження
вiдображення (9) на пiдпростiр P (Ds,ϕ(Ω,Γ)) є iзоморфiзмом

Λ : P (Ds,ϕ(Ω,Γ))↔ P+(Es−2q,ϕ(Ω,Γ)). (14)

Дослiдимо далi властивостi узагальнених розв’язкiв елiптичної кра-
йової задачi (1), (2). Попередньо дамо означення такого розв’язку. За-
уважимо, що теорема 1 є вiрною у соболєвському випадку ϕ ≡ 1 для
граничного значення s = 2q (див., наприклад, монографiю [7, теоре-
ма 3.4.1]). Згiдно з цим результатом, для кожного вектора

(u, v) := (u, v1, . . . , vκ) ∈ D2q(Ω,Γ)

коректно означений вектор

(f, g) := (f, g1, . . . , gq+κ) := Λ(u, v) ∈ E0(Ω,Γ).

Тут i далi ми опускаємо iндекс ϕ в позначеннях просторiв Ds,ϕ(Ω,Γ)
i Es−2q,ϕ(Ω,Γ) у соболєвському випадку ϕ ≡ 1 (цi простори щойно ви-
користанi для s = 2q). Вектор u називаємо (сильним) узагальненим
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розв’язком крайової задачi (1), (2) з правої частиною (f, g). Вiн задо-
вольняє таку апрiорну оцiнку.

Теорема 3. Нехай s > 2q i ϕ ∈M. Тодi iснує число c > 0 таке, що

‖(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤
≤ c

(
‖Λ(u, v)‖Es−2q,ϕ(Ω,Γ) + ‖u‖L2(Ω) + ‖v‖(L2(Γ))κ

) (15)

для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ). Тут c = c(s, ϕ) не зале-
жить вiд (u, v).

Припустимо, що права частина (f, g) елiптичної крайової задачi (1),
(2) має на вiдкритiй в Ω множинi деяку гладкiсть в уточненiй соболєв-
ськiй шкалi. Дослiдимо гладкiсть узагальненого розв’зку (u, v) задачi
на цiй множинi. Розглянемо спочатку випадок глобальної гладкостi на
всiй замкненiй областi Ω.

Теорема 4. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q(Ω,Γ) є узагальненим розв’яз-
ком крайової задачi (1), (2), права частина якої задовольняє умову
(f, g) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) для деяких параметрiв s > 2q та ϕ ∈ M. Тодi
розв’язок (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ).

Як бачимо, основна гладкiсть розв’язку збiльшується на число
s− 2q > 0, а додаткова гладкiсть ϕ успадковується вiд правої частини
задачi.

Сформулюємо локальний аналог цiєї теореми. Нехай V — довiльна
вiдкрита пiдмножина простору Rn. Позначимо Ω0 := Ω∩V 6= ∅ i Γ0 :=
Γ ∩ V (можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Для довiльних параметрiв
σ ∈ R i ϕ ∈M введемо локальнi аналоги просторiв Hσ,ϕ(Ω) i Hσ,ϕ(Γ).
А саме, покладемо

Hσ,ϕ
loc (Ω0,Γ0) :=

{
u ∈ D′(Ω) : χu ∈ Hσ,ϕ(Ω)

для всiх χ ∈ C∞(Ω) таких, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
.

Тут D′(Ω) — лiнiйний топологiйний простiр усiх розподiлiв, заданих
в областi Ω. Топологiя у лiнiйному просторi Hσ,ϕ

loc (Ω0,Γ0) задається
напiвнормами u 7→ ‖χu‖Hσ,ϕ(Ω), де χ — довiльна функцiя з означення
цього простору. Аналогiчно

Hσ,ϕ
loc (Γ0) :=

{
u ∈ D′(Γ) : χu ∈ Hσ,ϕ(Γ)

для всiх χ ∈ C∞(Γ) таких, що suppχ ⊂ Γ0

}
.
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Топологiя у лiнiйному просторi Hσ,ϕ
loc (Γ0) задається напiвнормами h 7→

‖χh‖Hσ,ϕ(Ω), де χ — довiльна функцiя з означення цього простору.

Теорема 5. Нехай вектор (u, v) ∈ D2q(Ω,Γ) є узагальненим розв’яз-
ком крайової задачi (1), (2), права частина якої задовольняє умову

(f, g) ∈ Hs−2q,ϕ
loc (Ω0,Γ0)×

q+κ∏
j=1

H
s−mj−1/2,ϕ
loc (Γ0) =: Es−2q,ϕ

loc (Ω0,Γ0) (16)

для деяких параметрiв s > 2q та ϕ ∈M. Тодi розв’язок

(u, v) ∈ Hs,ϕ
loc (Ω0,Γ0)×

κ∏
k=1

H
s+rk−1/2,ϕ
loc (Γ0) =: Ds,ϕloc (Ω0,Γ0).

Якщо Γ0 = ∅, то ця теорема стверджує, що локальна гладкiсть
компоненти u розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок обла-
стi Ω.

У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ 1 i s ≥ 2q, теореми 1–5 до-
веденi у монографiях [7, пп. 3.2, 3.4] (для цiлих s) i [8, п. 2.4] (для
дiйсних s i загальних елiптичних систем).

5. Iнтерполяцiя з функцiональним параме-
тром гiльбертових просторiв

Уточнена соболєвська шкала має важливу iнтерполяцiйну властивiсть,
яка зiграє основну роль у доведеннi ключової теореми 1. Виявляється
кожний простiрHs,ϕ(G), деG ∈ {Rn,Ω,Γ}, s ∈ R i ϕ ∈M, можна отри-
мати iнтерполяцiєю з пiдходящим функцiональним параметром пари
соболєвських просторiв Hs−ε(G) i Hs+δ(G), де ε, δ > 0. У цьому зв’яз-
ку нагадаємо означення iнтерполяцiї з функцiональним параметром у
випадку загальних гiльбертових просторiв та деякi її властивостi. Цей
метод iнтерполяцiї уперше з’явився в роботi К. Фояша i Ж.-Л. Лiонса
[18]. У викладi його будемо слiдувати [11, 12, п. 1.1]. Для наших цiлей
достатньо обмежитися сепарабельними гiльбертовими просторами.

Нехай задана упорядкована пара X := [X0, X1] сепарабельних ком-
плексних гiльбертових просторiв X0 i X1 така, що виконується непе-
рервне i щiльне вкладення X1 ↪→ X0. Пару X називаємо припустимою.
Для неї iснує iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X 0 такий, що J є са-
моспряженим додатно визначеним оператором у просторiX0 з областю
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визначення X1. Оператор J визначається за парою X однозначно; вiн
називається породжуючим для X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй
ψ : (0,∞)→ (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокрем-
ленi вiд нуля на кожнiй множинi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. За допомогою спектральної теореми, у просторi X0

означений оператор ψ(J) як функцiя вiд самоспряженого (взагалi ка-
жучи, необмеженого) оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ або, ко-
ротше, Xψ область визначення оператора ψ(J), надiлену скалярним
добутком

(w1, w2)Xψ := (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдною нормою ‖w‖Xψ = (w,w)
1/2
Xψ

. Простiр Xψ гiльбертiв i се-
парабельний; виконується неперервне i щiльне вкладення Xψ ↪→ X0.

Функцiю ψ ∈ B називаємо iнтерполяцiйним параметром, якщо для
довiльних припустимих пар X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] гiльбертових
просторiв та для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на
X0, виконується наступне. Якщо при кожному j ∈ {0, 1} звуження
вiдображення T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj ,
то i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором
T : Xψ → Yψ. Тодi будемо казати, що простiр Xψ отриманий iнтерпо-
ляцiєю з функцiональним параметром ψ пари X.

Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi,
коли вона псевдоугнута в околi нескiнченностi, тобто ψ(t) � ψ1(t) при
t� 1 для деякої додатної угнутої функцiї ψ1(t). (Тут ψ � ψ1 значить
обмеженiсть обох вiдношень ψ/ψ1 i ψ1/ψ на вказанiй множинi). Цей
важливий факт випливає з теореми Ж. Петре [19, 20] про опис усiх
iнтерполяцiйних функцiй додатного степеня (див. також монографiю
[21, п. 5.4]).

Сформулюємо згадану вище iнтерполяцiйну властивiсть уточненої
соболєвської шкали [11, 12, теореми 1.14, 2.2, 3.2].

Твердження 1. Нехай довiльно задано функцiю ϕ ∈ M i додатнi
числа ε та δ. Покладемо

ψ(t) =

{
tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)) при t ≥ 1

ϕ(1) при 0 < t < 1.

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром i для довiльного
s ∈ R виконується така рiвнiсть гiльбертових просторiв з точнiстю
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до еквiвалентностi норм у них:[
Hs−ε(G), Hs+δ(G)

]
ψ

= Hs,ϕ(G),

де G ∈ {Rn,Ω,Γ}. Якщо G = Rn, то буде навiть рiвнiсть норм.

На завершення цього пункту наведемо двi загальнi властивостi iн-
терполяцiї просторiв, якi будуть використанi у доведеннi теореми 1.
Сформулюємо їх стосовно розглянутого методу iнтерполяцiї.

Твердження 2. Нехай X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] є припустимi
пари гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 задане лiнiйне
вiдображення T таке, що його звуження на простори Xj, де j = 0, 1,
є обмеженими i нетеровими операторами T : Xj → Yj, якi мають
спiльне ядро i однаковий iндекс. Тодi для довiльного iнтерполяцiйного
параметра ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ → Yψ нетерiв з тим
же ядром i iндексом, а його область значень рiвна Yψ ∩ T (X0).

Твердження 3. Нехай задане скiнченне число припустимих пар
[X

(k)
0 , X

(k)
1 ] гiльбертових просторiв, де k = 1, . . . , p. Тодi для довiль-

ного ψ ∈ B вiрно[ p⊕
k=1

X
(k)
0 ,

p⊕
k=1

X
(k)
1

]
ψ

=

p⊕
k=1

[
X

(k)
0 , X

(k)
1

]
ψ

з рiвнiстю норм у просторах.

Доведення цих властивостей наведено, наприклад, у монографiях
[11, 12, пп. 1.1.5, 1.1.7].

6. Доведення

Дамо послiдовно доведення теорем 1–5, сформульованих у п. 4.

Доведення теореми 1. У випадку просторiв Соболєва, коли
ϕ(t) ≡ 1 i s ≥ 2q, ця теорема доведена в монографiї [7, теорема 3.4.1]
(для цiлих s) i в книзi [8, теорема 2.4.1] (для дiйсних s i загальних
елiптичних систем). Виведемо теорему 1 iз соболєвського випадку за
допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром.
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Нехай довiльним чином вибрано дiйсне число s > 2q i функцi-
ональний параметр ϕ ∈ M. Покладемо ε := δ := s − 2q > 0. Вiдобра-
ження (3) продовжується за неперервнiстю до обмежених i нетерових
операторiв

Λ : Ds∓ε(Ω,Γ)→ Es∓ε−2q(Ω,Γ), (17)

що дiють у парах просторiв Соболєва. Цi оператори мають спiльне
ядро N i однаковий iндекс, рiвний dimN − dimN+. Область значень
кожного з операторiв (17) має вигляд

Λ(Ds∓ε(Ω,Γ)) =
{

(f, g) ∈ Es∓ε−2q(Ω,Γ) : вiрно (11)
}
. (18)

Застосуємо до (17) iнтерполяцiю з функцiональним параметром ψ з
твердження 1, у якому беремо ε = δ. На пiдставi твердження 2 отри-
маємо обмежений i нетерiв оператор

Λs : [Ds−ε(Ω,Γ),Ds+ε(Ω,Γ)]ψ →
→ [Es−ε−2q(Ω,Γ), Es+ε−2q,ϕ(Ω,Γ)]ψ.

(19)

Вiн є продовженням за неперервнiстю вiдображення (3).
Зiнтерполюємо простори, в яких дiє цей оператор. На пiдставi твер-

джень 3 i 1 маємо такi рiвностi просторiв з точнiстю до еквiвалентностi
норм в них:

[Ds−ε(Ω,Γ),Ds+ε(Ω,Γ)]ψ =

= [Hs−ε(Ω), Hs+ε(Ω)]ψ ⊕
κ⊕
k=1

[Hs+rk−1/2−ε(Γ), Hs+rk−1/2+ε(Γ)]ψ =

= Hs,ϕ(Ω)⊕
κ⊕
k=1

Hs+rk−1/2,ϕ(Γ) = Ds,ϕ(Ω,Γ).

Аналогiчно

[Es−2q−ε(Ω,Γ), Es−2q+ε(Ω,Γ)]ψ = Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

Отже, обмежений нетерiв оператор (19) є оператор (9) з теореми 1.
На пiдставi твердження 2 ядро оператора (9) та його iндекс збiга-

ються вiдповiдно зi спiльним ядром N та однаковим iндексом dimN −
dimN+ операторiв (17). Окрiм того, область значень цього оператора
дорiвнює

Es−2q,ϕ(Ω,Γ) ∩ Λ(Ds−ε(Ω,Γ)) =
{

(f, g) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ) : вiрно (11)
}
,
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якщо взяти до уваги (18).
Теорема 1 доведена.

Доведення теореми 2. За теоремою 1 звуження оператора (9) на
P (Ds,ϕ(Ω,Γ)) є неперервним i взаємно однозначним вiдображенням
пiдпростору P (Ds,ϕ(Ω,Γ)) на пiдпростiр P+(Es−2q,ϕ(Ω,Γ)). Тому в си-
лу теореми Банаха про обернений оператор це вiдображення є iзомор-
фiзмом (14). Теорема 2 доведена.

Доведення теореми 3. Для довiльного вектора (u, v) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ)
маємо в силу теореми 2 таке:

‖(u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤
≤ ‖P (u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) + ‖(u, v)− P (u, v)‖Ds,ϕ(Ω,Γ) ≤

≤ c1‖ΛP (u, v)‖Ds−2q,ϕ(Ω,Γ) + c2‖(u, v)− P (u, v)‖L2(Ω)⊕(L2(Γ))κ .

Тут c1 є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (14), а c2 є деяке
додатне число, не залежне вiд (u, v). Це число iснує, оскiльки вектор
(u, v) − P (u, v) належить до скiнченномiрного простору N , а в ньо-
му еквiвалентнi всi норми, зокрема, норми у просторах Ds,ϕ(Ω,Γ) i
L2(Ω)⊕ (L2(Γ))κ . Звiдси з урахуванням формул

ΛP (u, v) = Λ(u, v),

‖(u, v)− P (u, v)‖L2(Ω)⊕(L2(Γ))κ ≤ ‖(u, v)‖L2(Ω)⊕(L2(Γ))κ

маємо потрiбну оцiнку (15). Теорема 3 доведена.

Доведення теореми 4. Згiдно з теоремою 1, вiрною у соболєвському
випадку s = 2q i ϕ ≡ 1, вектор (f, g) := Λ(u, v) ∈ E0(Ω,Γ) задовольняє
умову (11). Звiдси, на пiдставi тiєї ж теореми, (f, g) ∈ Λ(Ds,ϕ(Ω,Γ)).
Тому разом з рiвнiстю Λ(u, v) = (f, g) виконується ще одна рiвнiсть
Λ(u′, v′) = (f, g) для деякого вектора (u′, v′) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ). Отже,
Λ(u − u′, v − v′) = 0, що з урахуванням теореми 1 тягне за собою
включення

(u− u′, v − v′) ∈ N ⊂ C∞(Ω)× (C∞(Γ))κ .

Таким чином,

(u, v) = (u′, v′) + (u− u′, v − v′) ∈ Ds,ϕ(Ω,Γ).

Теорема 4 доведена.
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Доведення теореми 5. Попередньо доведемо, що за умови теореми 5
виконується така iмплiкацiя для кожного числа σ ≥ 2q:

(u, f) ∈ Dσ,ϕloc (Ω0,Γ0) ⇒ (u, f) ∈ Dmin{σ+1,s},ϕ
loc (Ω0,Γ0). (20)

Припустимо, що виконується посилка цiєї iмплiкацiї для деякого
σ ≥ 2q. Виберемо довiльним чином функцiю χ ∈ C∞(Ω) таку, що
suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Виберемо також деяку функцiю η ∈ C∞(Ω), яка
задовольняє умови supp η ⊂ Ω0 ∪ Γ0 i η = 1 в околi suppχ. Переста-
вивши оператор множення на функцiю χ з усiма диференцiальними
операторами A, Bj i Cj,k можемо записати такi рiвностi:

A(χu) = A(χηu) = χA(ηu) +A′(ηu) = χAu+A′(ηu), (21)
Bj(χu) = Bj(χηu) = χBj(ηu) +B′j(ηu) = χBju+B′j(ηu), (22)

Cj,k(χvk) = Cj,k(χηvk) = χCj,k(ηvk) + C ′j,k(ηvk) =

χCj,kvk + C ′j,k(ηvk).
(23)

Тут A′ — деякий лiнiйний диференцiальний вираз на Ω, B′j — деякий
граничний диференцiальний вираз на Γ, а C ′j,k — деякий (дотичний)
диференцiальний вираз на Γ. Коефiцiєнти цих виразiв нескiнченно
гладкi, а порядки задовольняють умовам

ordA′ ≤ 2q − 1, ordB′j ≤ mj − 1, ordC ′j,k ≤ mj + rk − 1. (24)

Покладемо

Λ′(u, v) :=

(
A′u, B′1u+

κ∑
k=1

C ′1,kvk, ..., B
′
q+κu+

κ∑
k=1

C ′q+κ,kvk

)
.

З рiвностей (21)–(23) випливає, що

Λ(χu, χv) = χΛ(u, v) + Λ′(ηu, ηv) = (χf, χg) + Λ′(ηu, ηv).

Тут, за умовою теореми,

(χf, χg) ∈ Es−2q,ϕ(Ω,Γ).

Окрiм того, в силу нерiвностей (24) i посилки iмплiкацiї (20), викону-
ється включення

Λ′(ηu, ηv) ∈ Eσ+1−2q,ϕ(Ω,Γ).
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Отже,
Λ(χu, χv) ∈ Emin{σ+1,s}−2q,ϕ(Ω,Γ).

Звiдси на пiдставi теореми 4 маємо включення

(χu, χv) ∈ Dmin{σ+1,s},ϕ(Ω,Γ).

Воно, з огляду на довiльнiсть зазначеного вибору функцiї χ, означає,
що висновок iмплiкацiї (20) є вiрним.

Таким чином, ця iмплiкацiя доведена. Звiсно, вона є iстинною i у
соболєвському випадку ϕ(t) ≡ 1.

За умовою теореми,

(u, v) ∈ D2q(Ω,Γ) ⊂ D2q
loc(Ω0,Γ0).

Скориставшись iмплiкацiєю (20) у випадку σ = 2q i ϕ(t) ≡ 1, отрима-
ємо включення

(u, v) ∈ Dmin{2q+1,s}
loc (Ω0,Γ0) ⊂ D2q,ϕ

loc (Ω0,Γ0).

Тепер, застосувавши цю iмплiкацiю [s − 2q] + 1 разiв послiдовно для
значень σ = 2q, σ = 2q + 1, ..., σ = 2q + [s− 2q], отримаємо, що

(u, v) ∈ D2q,ϕ
loc (Ω0,Γ0)⇒ (u, v) ∈ Dmin{2q+1,s},ϕ

loc (Ω0,Γ0)⇒ . . .

⇒ (u, v) ∈ Dmin{2q+[s−2q]+1,s},ϕ
loc (Ω0,Γ0) = Ds,ϕloc (Ω0,Γ0).

Теорема 5 доведена.

7. Висновки
У статтi дослiджено елiптичну крайову задачу (1), (2) з додатковими
невiдомими функцiями на межi евклiдової областi в уточненiй соболєв-
ськiй шкалi. Доведено, що цiй задачi вiдповiдає обмежений i нетерiв
оператор (9) (теорема 1), який породжує iзоморфiзми мiж пiдпросто-
рами скiнченної ковимiрностi (теорема 2). Встановленi новi апрiорнi
оцiнки узагальнених розв’язкiв задачi (теорема 3). Доведено твердже-
ння про пiдвищення глобальної i локальної гладкостi розв’язкiв в уто-
чненiй соболєвськiй шкалi (теореми 4 i 5).

Авторка дякує О. О. Мурачу за керiвництво роботою.
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