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In Hörmander inner product spaces, we investigate an elliptic-boundary
value problem for a system of linear differential equations given in a
bounded Euclidean C∞-domain. We prove that the operator correspondi-
ng to this problem is bounded and Fredholm in appropriate pairs of these
spaces. We establish an a priori estimate for the solutions to the problem
and investigate their regularity. We find new sufficient conditions under
which given generalized partial derivatives of the solutions should be conti-
nuous.

У гiльбертових просторах Хермандера дослiджена елiптична крайо-
ва задача для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь, заданих в
обмеженiй евклiдовiй областi класу C∞. Доведено, що оператор, вiд-
повiдний такiй задачi, є обмежений i нетерiв у пiдходящих парах цих
просторiв. Отримана апрiорна оцiнка розв’язкiв задачi i дослiджена
їх регулярнiсть. Знайдено новi достатнi умови неперервностi заданих
узагальнених частинних похiдних розв’язкiв.

1. Вступ

У теорiї елiптичних диференцiальних рiвнянь важлива роль належить
просторам Соболєва. Елiптичнi крайовi задачi мають фундаментальнi
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властивостi в соболєвськiй шкалi: нетеровiсть (тобто скiнченнiсть iнде-
ксу задачi), апрiорнi оцiнки розв’язкiв, локальне пiдвищення регуляр-
ностi розв’язкiв та iншi (див, наприклад, монографiї [1–8], довiдник
[9] i огляд [10]). З точки зору застосувань цих властивостей, зокрема,
в спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв, найбiльш корисна
гiльбертова шкала просторiв Соболєва (див., наприклад, [2, 3, 6]).

Втiм для низки важливих задач теорiї диференцiальних рiвнянь i
математичного аналiзу соболєвська шкала не є достатньо тонко граду-
йованою [4, 11–16]. Тому виникає потреба у використаннi бiльш тонко
градуйованих шкал, що утворенi функцiональними просторами уза-
гальненої гладкостi. Для останнiх показником гладкостi функцiй або
розподiлiв служить не число, а досить загальний функцiональний па-
раметр, залежний вiд частотних змiнних (дуальних до просторових
змiнних вiдносно перетворення Фур’є). Систематичне вивчення таких
просторiв було започатковано Л. Хермандером [4, гл. II] i Л. Р. Волеви-
чем, Б. П. Панеяхом [17]. В останнi десятилiття простори узагальненої
гладкостi є предметом рiзнобiчних дослiджень (див., наприклад, робо-
ти [18–20] i наведену там лiтературу). Цi простори знайшли важливi
застосування до рiвнянь з частинними похiдними [4, 11, 12, 14, 15, 16],
у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв [15, 16, 21], до iнте-
гральних рiвнянь [22], у теорiї випадкових процесiв [13].

Так, недавно В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем була побудована
теорiя розв’язностi елiптичних рiвнянь i елiптичних крайових задач у
класах гiльбертових просторiв Хермандера, що утворюють уточнену
соболєвську шкалу (див. статтi [23–31], огляд [32] i монографiї [15, 16]).
Для цих просторiв показником гладкостi розподiлiв служить довiльна
радiальна функцiя, правильно змiнна за Й. Караматою на нескiнчен-
ностi. В основi цiєї теорiї лежить метод iнтерполяцiї з функцiональ-
ним параметром пар гiльбертових просторiв, зокрема, соболєвських.
Вiн дозволив цiлком перенести класичну „соболєвську” теорiю елiпти-
чних рiвнянь i елiптичних крайових задач на уточнену соболєвську
шкалу. Остання має низку цiкавих застосувань при дослiдженнi глад-
костi розв’язкiв елiптичних рiвнянь i в спектральнiй теорiї елiптичних
операторiв.

Використовуючи цей метод iнтерполяцiї, можна поширити низку
теорем про характер розв’язностi елiптичних рiвнянь на клас усiх гiль-
бертових просторiв, iнтерполяцiйних вiдносно пар гiльбертових про-
сторiв Соболєва. Цей клас був конструктивно описаний в [33, 34, 35]
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i названий розширеною соболєвською шкалою (див. також [15, 16,
п. 2.4]). Вiн складається (з точнiстю до еквiвалентностi норм) з усiх
гiльбертових просторiв Хермандера Hϕ, для яких показник гладкостi
ϕ : [1,∞)→ (0,∞) є RO-змiнною функцiєю за В. Г. Авакумовичем на
нескiнченностi. Цей клас мiстить у собi уточнену соболєвську шкалу.

Мета роботи — дослiдити характер розв’язностi загальних елiпти-
чних крайових задач для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь
(однорiдних за порядком) в розширенiй соболєвськiй шкалi. Серед
основних результатiв, що будуть доведенi, теорема про нетеровiсть
оператора, вiдповiдного такiй задачi, та теорема про локальну регу-
лярнiсть її розв’язкiв у гiльбертових просторах Хермандера.

Вiдмiтимо, що елiптичнi крайовi для одного елiптичного рiвняння
дослiдженi авторкою в розширенiй соболєвськiй шкалi в роботах [36,
37]. У статтях Т. М. Зiнченко i О. О. Мурача [38–42] дослiдженi у цiй
шкалi рiзнi класи елiптичних систем на многовидах без краю.

Ця робота складається з восьми пунктiв. Пункт 1 є вступ. У
п. 2 наведено означення загальної елiптичної крайової задачi для елi-
птичної системи диференцiальних рiвнянь, однорiдних за порядком.
Пункт 3 присвячений функцiональним просторам узагальненої глад-
костi, якi утворюють розширену соболєвську шкалу. У п. 4 сформу-
льовано основнi результати роботи про властивостi розглянутої задачi
в розширенiй соболєвськiй шкалi. У наступному п. 5 розглянуто за-
стосування цiєї шкали до дослiдження узагальнених розв’язкiв задачi
на їх неперервну диференцiйовнiсть заданого порядку. Пункт 6 при-
свячений ключовому методу дослiдження — iнтерполяцiї з функцiо-
нальним параметром пар гiльбертових просторiв та iнтерполяцiйним
властивостям розширеної соболєвської шкали. У п. 7 доведено усi те-
ореми, сформульованi в пп. 4 i 5. Заключний п. 8 мiстить висновки до
роботи.

2. Постановка задачi

Нехай Ω — обмежена (вiдкрита) область у евклiдовому просторi Rn,
де n ≥ 2. Припускаємо, що її межа Γ := ∂Ω є нескiнченно гладким
компактним многовидом розмiрностi n− 1 без краю. Як завжди, Ω :=
Ω ∪ Γ.

В областi Ω розглядається система p лiнiйних диференцiальних рiв-
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нянь заданого порядку m:

p∑
k=1

Aj,k uk = fj в Ω, j = 1, . . . , p. (1)

Тут кожне
Aj,k ≡ Aj,k(x,D) ≡

∑
|µ|≤m

aµj,k(x)Dµ

є скалярний лiнiйний диференцiальний вираз порядку ≤ m, зада-
ний в замкнутiй областi Ω. Усi його коефiцiєнти aµj,k(x) є компле-
кснозначнi функцiї класу C∞(Ω). У формулi (1) i далi використову-
ються такi стандартнi позначення: µ := (µ1, . . . , µn) — мультиiндекс,
|µ| := µ1 + . . . + µn, Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , де Dl := i∂/∂xl. Окрiм того,

ξµ := ξµ1

1 . . . ξµnn для вектора ξ ∈ Cn.
Пов’яжемо з системою (1) квадратну матрицю

A0(x, ξ) :=
(
A

(0)
j,k(x, ξ)

)p
j,k=1

,

залежну вiд x ∈ Ω i ξ ∈ Cn. Тут

A
(0)
j,k(x, ξ) :=

∑
|µ|=m

aµj,k(x)ξµ

є головний символ диференцiального виразу Aj,k у випадку, коли
ordAj,k = m, або A(0)

j,k(x, ξ) ≡ 0 у випадку, коли ordAj,k < m.
Припускаємо, що система (1) є елiптичною в замкнутiй областi Ω,

тобто detA0(x, ξ) 6= 0 для кожної точки x ∈ Ω i довiльного вектора
ξ ∈ Rn \ {0}.

Якщо n ≥ 3, то з елiптичностi цiєї системи випливає [10, с. 53], що
однорiдний полiном detA0(x, ξ) аргументу ξ ∈ Rn має парний порядок,
тобто mp = 2q для деякого q ∈ N. Припускаємо, що ця властивiсть
порядку виконується i у випадку n = 2.

Серед розв’язкiв системи (1) розглядаємо тi, що задовольняють q
крайовим умовам

p∑
k=1

Bj,k uk = gj на Γ, j = 1, . . . , q. (2)
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Тут кожне
Bj,k ≡ Bj,k(x,D) ≡

∑
|µ|≤mj

bµj,k(x)Dµ

є скалярний лiнiйний граничний диференцiальний вираз порядку
≤ mj , заданий на межi Γ областi Ω. Усi його коефiцiєнти bµj,k(x) є
комплекснозначнi функцiї класу C∞(Γ). Припускаємо, що усi числа
mj цiлi i задовольняють умову 0 ≤ mj ≤ m− 1.

Пов’яжемо з набором крайових умов (2) прямокутну матрицю

B0(x, ξ) :=
(
B

(0)
j,k (x, ξ)

)
j=1,...,q
k=1,...,p

,

залежну вiд x ∈ Γ i ξ ∈ Cn. Тут

B
(0)
j,k (x, ξ) :=

∑
|µ|=mj

bµj,k(x)ξµ

є головний символ граничного диференцiального виразу Bj,k у випад-
ку, коли ordBj,k = mj , або B

(0)
j,k (x, ξ) ≡ 0 у випадку, коли ordBj,k < mj .

Надалi припускаємо, що крайова задача (1), (2) є елiптичною в
областi Ω. Це значить, що виконуються такi двi умови [9, с. 175]:

(i) Система (1) є правильно елiптичною на Ω, тобто для кожної то-
чки x ∈ Γ i для довiльних лiнiйно незалежних векторiв ξ′, ξ′′ ∈ Rn
многочлен detA0(x, ξ′ + ηξ′′) комплексної змiнної η має точно q
коренiв η+

j (x; ξ′, ξ′′), j = 1, . . . , q, з додатною уявною частиною i
стiльки же коренiв з вiд’ємною уявною частиною (записаних з
урахуванням їх кратностi).

(ii) Крайовi умови (2) накривають систему (1) на Γ (задовольняють
умовi Я. Б. Лопатинського), тобто для кожної точки x ∈ Γ i для
довiльного вектора τ 6= 0, дотичного до межi Γ в точцi x, рядки
матрицi

B0(x, τ + ην(x)) ·Ac
0(x, τ + ην(x)),

елементи якої розглядаються як многочлени комплексної змiнної
η, лiнiйно незалежнi за модулем многочлена

q∏
j=1

(
η − η+

j (x; τ, ν(x))
)
.
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Тут Ac
0(x, ξ) — транспонована матриця алгебраїчних доповнень

елементiв матрицi A0(x, ξ), а ν(x) — орт внутрiшньої нормалi до
межi Γ у точцi x ∈ Γ.

Вiдмiтимо, що з умови (i) випливає елiптичнiсть системи (1) на Ω.
Обернене є вiрним, якщо n ≥ 3 [10, с. 53].

Мета роботи — дослiдити властивостi елiптичної крайової задачi
(1), (2) у функцiональних просторах узагальненої гладкостi, якi утво-
рюють розширену соболєвську шкалу.

3. Розширена cоболєвська шкала
Ця шкала складається з гiльбертових iзотропних просторiв Херманде-
ра Hϕ, для яких показником гладкостi розподiлiв служить довiльний
функцiональний параметр ϕ ∈ RO. Наведемо означення класу RO i
просторiв Hϕ.

Множина RO складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй
ϕ : [1,∞) → (0,∞), для кожної з яких iснують числа a > 1 i c ≥ 1
такi, що

c−1 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c для довiльних t ≥ 1, λ ∈ [1, a]

(сталi a i c можуть залежати вiд ϕ). Такi функцiї називають RO (або
OR)-змiнними на нескiнченностi. Клас RO введений В. Г. Авакумови-
чем [43] у 1936 р. i достатньо вивчений (див. монографiї [44, додаток 1]
i [45, пп. 2.0 – 2.2]).

Цей клас припускає такий опис [44, с. 87]:

ϕ ∈ RO ⇔ ϕ(t) = exp

(
β(t) +

t∫
1

γ(τ)

τ
dτ

)
для t ≥ 1,

де функцiї β, γ : [1,∞)→ R вимiрнi за Борелем i обмеженi.
Нам знадобиться наступна властивiсть класу RO [44, с. 88]. Для

кожної функцiї ϕ ∈ RO iснують числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c0, c1 > 0
такi, що

c0λ
s0 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c1λs1 для всiх t ≥ 1, λ ≥ 1. (3)
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Покладемо

σ0(ϕ) := sup {s0 ∈ R : виконується лiва нерiвнiсть в (3)},
σ1(ϕ) := inf {s1 ∈ R : виконується права нерiвнiсть в (3)};

тут −∞ < σ0(ϕ) ≤ σ1(ϕ) <∞. Числа σ0(ϕ) i σ1(ϕ) є вiдповiдно нижнiм
i верхнiм iндексами Матушевської функцiї ϕ ∈ RO [46] (див. також [45,
п. 2.1.2]).

Нехай ϕ ∈ RO. Введемо спочатку простiр Hϕ на Rn, де n ∈ N. За
означенням, комплексний лiнiйний простiр Hϕ(Rn) складається з усiх
розподiлiв w ∈ S ′(Rn) таких, що їх перетворення Фур’є ŵ локально
iнтегровне за Лебегом на Rn i задовольняє умовi∫

Rn

ϕ2(〈ξ〉) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞.

Тут S ′(Rn) — лiнiйний топологiчний простiр Л. Шварца повiльно зро-
стаючих розподiлiв, заданих в Rn, а 〈ξ〉 := (1+|ξ|2)1/2 є згладжений мо-
дуль вектора ξ ∈ Rn. Нам зручно трактувати розподiли як антилiнiйнi
функцiонали на вiдповiдному просторi основних функцiй. При цьому
всi розподiли i функцiї припускаються комплекснозначними.

У просторi Hϕ(Rn) означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hϕ(Rn) :=

∫
Rn

ϕ2(〈ξ〉) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ,

де w1, w2 ∈ Hϕ(Rn). Вiн задає на Hϕ(Rn) структуру гiльбертового
простору i норму

‖w‖Hϕ(Rn) := (w,w)
1/2
Hϕ(Rn).

Цей простiр сепарабельний; множина C∞0 (Rn) щiльна в ньому.
Простiр Hϕ(Rn) є гiльбертiв iзотропний випадок просторiв Bp,k,

введених i дослiджених Л. Хермандером в [4, п. 2.2] (див також йо-
го монографiю [11, п. 10.1]). А саме, Hϕ(Rn) = Bp,k, якщо p = 2 i
k(ξ) = ϕ(〈ξ〉) при ξ ∈ Rn. Зауважимо, що у гiльбертовому випадку
p = 2 простори Хермандера збiгаються з просторами, введеними i до-
слiдженими Л. Р. Волевичем i Б. П. Панеяхом [17, § 2].

Якщо функцiя ϕ степенева: ϕ(t) ≡ ts, то Hϕ(Rn) =: H(s)(Rn) є
(гiльбертiв) простiр Соболєва порядку s ∈ R. Узагалi,

s0 < σ0(ϕ) ≤ σ1(ϕ) < s1 ⇒ H(s1)(Rn) ↪→ Hϕ(Rn) ↪→ H(s0)(Rn), (4)
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причому обидва вкладення неперервнi й щiльнi.
Згiдно з [35], клас функцiональних просторiв{

Hϕ(Rn) : ϕ ∈ RO
}

(5)

називаємо розширеною соболєвською шкалою на Rn. Вiн видiлений i
дослiджений В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем в [33] (див. також їх
монографiї [15, 16, п. 2.4.2]).

Нам потрiбнi її аналоги для евклiдової областi Ω i замкненого ком-
пактного многовиду Γ. Цi аналоги будуються стандартним чином на
основi класу (5) (див. [47, с. 4] i [34, с. 30]). Наведемо вiдповiднi озна-
чення. Тепер n ≥ 2.

Лiнiйний простiр Hϕ(Ω) складається зi звужень в область Ω всiх
розподiлiв w ∈ Hϕ(Rn). Норма у ньому означена за формулою

‖v‖Hϕ(Ω) := inf
{
‖w‖Hϕ(Rn) : w ∈ Hϕ(Rn), w = v в Ω

}
,

де v ∈ Hϕ(Ω). Простiр Hϕ(Ω) гiльбертiв i сепарабельний вiдносно цiєї
норми, оскiльки вiн є факторпростiр простору Hϕ(Rn) за пiдпросто-
ром {

w ∈ Hϕ(Rn) : suppw ⊆ Rn \ Ω
}
.

Множина C∞(Ω) щiльна в Hϕ(Ω).
Лiнiйний простiрHϕ(Γ) складається з усiх розподiлiв на Γ, якi в ло-

кальних координатах належать до Hϕ(Rn−1). Це означає таке. Нехай
довiльним чином вибрано скiнченний атлас iз C∞-структури на много-
видi Γ, утворений локальними картами αj : Rn−1 ↔ Γj , де j = 1, . . . ,κ.
Тут вiдкритi множини Γ1, . . . ,Γκ складають покриття многовиду Γ.
Нехай також функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . ,κ, утворюють розбит-
тя одиницi на Γ, яке задовольняє умову suppχj ⊂ Γj . Тодi

Hϕ(Γ) :=
{
h ∈ D′(Γ) : (χjh) ◦ αj ∈ Hϕ(Rn−1) для усiх j = 1, . . . ,κ

}
.

Тут D′(Γ) є лiнiйний топологiчний простiр усiх розподiлiв на много-
видi Γ, а (χjh) ◦ αj є представлення розподiлу h в локальнiй картi αj .
У просторi Hϕ(Γ) означений скалярний добуток за формулою

(h1, h2)Hϕ(Γ) :=

κ∑
j=1

((χjh1) ◦ αj , (χj h2) ◦ αj)Hϕ(Rn−1),
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де h1, h2 ∈ Hϕ(Γ). Цей простiр гiльбертiв i сепарабельний та з точнiстю
до еквiвалентностi норм не залежить вiд зазначеного вибору атласу i
розбиття одиницi [34, с. 32]. Множина C∞(Γ) щiльна в Hϕ(Γ).

Означенi щойно функцiональнi простори утворюють розширенi со-
болєвськi шкали

{Hϕ(Ω) : ϕ ∈ RO} i {Hϕ(Γ) : ϕ ∈ RO} (6)

на Ω i Γ вiдповiдно. Вони мiстять шкали гiльбертових просторiв Со-
болєва: якщо ϕ(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, то Hϕ(Ω) =: H(s)(Ω) i
Hϕ(Γ) =: H(s)(Γ) є простори Соболєва порядку s.

Вiдмiтимо потрiбнi у подальшому властивостi шкал (6), пов’язанi
з вкладеннями просторiв.

Нехай ϕ1, ϕ2 ∈ RO. Вiдношення функцiй ϕ1/ϕ2 обмежене в околi
нескiнченностi тодi i тiльки тодi, коли Hϕ2(Ω) ↪→ Hϕ1(Ω). Це вкла-
дення щiльне i неперервне. Воно компактне тодi i тiльки тодi, коли
ϕ1(t)/ϕ2(t) → 0 при t → ∞. Ця властивiсть зберiгає силу, якщо в нiй
замiнити Ω на Γ. Вона є прямим наслiдком теорем 2.2.2 i 2.2.3 з моно-
графiї Л. Хермандера [4, сс. 55, 56].

Окремим i важливим її випадком є такi аналоги вкладень (4): якщо
ϕ ∈ RO та s0 < σ0(ϕ) i s1 > σ1(ϕ), то

H(s1)(Ω) ↪→ Hϕ(Ω) ↪→ H(s0)(Ω), (7)

H(s1)(Γ) ↪→ Hϕ(Γ) ↪→ H(s0)(Γ).

Цi вкладення неперервнi, щiльнi i компактнi.
Наступна властивiсть пов’язує простори Хермандера з просторами

неперервно диференцiйовних функцiй. Нехай задано функцiю α ∈ RO
i цiле число r ≥ 0. Тодi

∞∫
1

t2r+n−1α−2(t) dt <∞ ⇔ Hα(Ω) ↪→ Cr(Ω). (8)

Це вкладення неперервне. Наведена властивiсть є наслiдком теореми
2.2.7 з монографiї Л. Хермандера [4, с. 59]. Також вiрний її аналог для
просторiв, заданих на Γ (див. [39, лема 2]).
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4. Основнi результати
Запишемо елiптичну крайову задачу (1), (2) в матричнiй формi:

Au = f в Ω, Bu = g на Γ.

Тут

A := A(x,D) :=
(
Aj,k(x,D)

)p
j,k=1

, x ∈ Ω,

B := B(x,D) :=
(
Bj,k(x,D)

)
j=1,...,q
k=1,...,p

, x ∈ Γ,

є матричнi диференцiальнi вирази, а

u = col(u1, . . . , up), f = col(f1, . . . , fp), g = col(g1, . . . , gq)

є функцiональнi стовпцi.
Сформулюємо основнi результати статтi про властивостi цiєї задачi

в розширенiй соболєвськiй шкалi.
Позначимо через (·, ·)Ω та (·, ·)Γ скалярнi добутки у просторах L2(Ω)

та L2(Γ) вiдповiдно, а також розширення за неперервнiстю цих скаляр-
них добуткiв.

Покладемо ρ(t) := t при t ≥ 1 (це робимо для того, щоб не за-
значати аргумент t в iндексi, який служить показником гладкостi для
просторiв Хермандера). Зауважимо, що для довiльних ϕ ∈ RO i s ∈ R
виконується така очевидна властивiсть: ϕρs ∈ RO i σj(ϕρs) = σj(ϕ)+s
для кожного j ∈ {0, 1}.
Теорема 1. Нехай ϕ ∈ RO та σ0(ϕ) > −1/2. Тодi вiдображення
u → (Au,Bu), де u ∈ (C∞(Ω))p, продовжується єдиним чином (за
неперервнiстю) до обмеженого i нетеревого оператора

(A,B) :
(
Hϕρm(Ω)

)p → Hϕ(Ω,Γ) := (9)

:= (Hϕ(Ω))p ⊕
q⊕
j=1

Hϕρm−mj−1/2

(Γ).

Ядро N оператора (9) задовольняє умову N ⊂ (C∞(Ω))p i не зале-
жить вiд ϕ. Область значень цього оператора складається з усiх
вектор-функцiй (f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ) таких, що

p∑
j=1

(fj , wj)Ω +

q∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0



Елiптичнi крайовi задачi ... у просторах узагальненої гладкостi 17

для довiльної вектор-функцiї

(w, h) := (w1, . . . , wp, h1, . . . , hq) ∈W.

Тут W — деякий не залежний вiд ϕ скiнченномiрний пiдпростiр про-
стору

(C∞( Ω))p × (C∞(Γ))q.

Iндекс оператора (9) дорiвнює числу dimN − dimW та не залежить
вiд ϕ.

Нагадаємо, що лiнiйний обмежений оператор T : X → Y , де X,Y
є банаховi простори, називається нетеровим, якщо його ядро kerT i
коядро cokerT := E2/T (X) скiнченномiрнi. Нетерiв оператор T має
замкнену область значень i скiнченний iндекс

indT := dim kerT − dim(Y/T (X)).

Вiдмiтимо, що простiр W є ядром оператора, спряженого до опе-
ратора (9), якщо дуальнiсть вiдповiдних функцiональних просторiв
розглядати вiдносно пiвторалiнiйних форм (·, ·)Ω i (·, ·)Γ.

У випадку, коли N = {0} i N∗ = {0}, оператор (9) здiйснює iзо-
морфiзм мiж просторами (Hϕρm(Ω))p i Hϕ(Ω,Γ). У загальнiй ситуацiї
вiн породжує iзоморфiзм мiж їх пiдпросторами, якi мають скiнченну
ковимiрнiсть. Цi пiдпростори зручно видiляти у такий спосiб.

Зобразимо простори, в яких дiє оператор (9) у виглядi прямих сум
(замкнених) пiдпросторiв(

Hϕρm(Ω)
)p

= N u

{
u ∈ (Hϕρm(Ω))p :

p∑
k=1

(uk, vk)Ω = 0 для усiх (v1, . . . , vp) ∈ N
}
,

Hϕ(Ω,Γ) = W u (A,B)
(
(Hϕρm(Ω)

)p
).

Позначимо через P i Q косi проектори просторiв (Hϕρm(Ω))p iHϕ(Ω,Γ)
вiдповiдно на другi доданки в цих сумах паралельно першим додан-
кам. Цi проектори (як вiдображення) не залежать вiд ϕ.

Теорема 2. Для довiльного ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > −1/2, зву-
ження оператора (9) на пiдпростiр P ((Hϕρm(Ω))p) є iзоморфiзмом

(A,B) : P
(
(Hϕρm(Ω))p

)
↔ Q

(
Hϕ(Ω,Γ)

)
. (10)
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Дослiдимо властивостi розв’язкiв елiптичної крайової задачi (1), (2)
в розширенiй соболєвськiй шкалi.

Попередньо зауважимо таке. Позначимо

Hm−1/2+(Ω) :=
⋃

s>m−1/2

H(s)(Ω) =
⋃

α∈RO:
σ0(α)>m−1/2

Hα(Ω)

(остання рiвнiсть виконується з огляду на вкладення (7)). У лiнiйному
просторi Hm−1/2+(Ω) введена топологiя iндуктивної границi. Згiдно з
теоремою 1, для кожної вектор-функцiї u ∈ (Hm−1/2+(Ω))p коректно
означений вектор

(f, g) := (A,B)u ∈ (D′(Ω))p × (D′(Γ))q.

Тут D′(Ω) — лiнiйний топологiчний простiр усiх розподiлiв, заданих
в областi Ω. Вектор-функцiю u називаємо (сильним) узагальненим
розв’язком крайової задачi (1), (2) з правої частиною (f, g). Вiн за-
довольняє наступну апрiорну оцiнку.

Теорема 3. Нехай ϕ ∈ RO та σ0(ϕ) > −1/2. Тодi iснує число c =
c(ϕ) > 0 таке, що:

‖u‖(Hϕρm (Ω))p ≤ c
(
‖(A,B)u‖Hϕ(Ω,Γ) + ‖u‖(L2(Ω))p

)
(11)

для довiльної функцiї u ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p. Тут c не залежить вiд u.

Дослiдимо регулярнiсть узагальненого розв’язку u в розширенiй
соболєвськiй шкалi.

Теорема 4. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈ (Hm−1/2+(Ω))p є
узагальненим розв’язком крайової задачi (1), (2), правi частини якої
задовольняють умову (f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ) для деякого параметра ϕ ∈ RO
такого, що σ0(ϕ) > −1/2. Тодi розв’язок u ∈ (Hϕρm(Ω))p.

Сформулюємо локальну версiю цiєї теореми. Нехай U— довiльна
вiдкрита множина в Rn. Покладемо Ω0 := U ∩ Ω 6= ∅ та Γ0 := U ∩ Γ
(можливий випадок, коли Γ0 = ∅). Введемо локальнi аналоги просто-
рiв Хермандера на Ω i на Γ. Нехай α ∈ RO. Покладемо

Hα
loc(Ω0,Γ0) :=

{
v ∈ D′(Ω) : χ v ∈ Hα(Ω)

для всiх χ ∈ C∞(Ω) таких, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
,
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Топологiя у лiнiйному просторi Hα
loc(Ω0,Γ0) задається напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hα(Ω), де χ — довiльна функцiя з означення цього простору.
Аналогiчно покладаємо

Hα
loc(Γ0) :=

{
h ∈ D′(Γ) : χh ∈ Hα(Γ)

для всiх χ ∈ C∞(Γ) таких, що suppχ ⊂ Γ0

}
.

Топологiя у лiнiйному просторi Hα
loc(Γ0) задається напiвнормами h 7→

‖χh‖Hα(Γ), де χ є довiльна функцiя з означення цього простору.

Теорема 5. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈ (Hm−1/2+(Ω))p є
узагальненим розв’язком крайової задачi (1), (2), правi частини якої
задовольняють умови

f ∈
(
Hϕ

loc(Ω0,Γ0)
)p
, (12)

g ∈
q∏
j=1

Hϕρm−mj−1/2

loc (Γ0) (13)

для деякого параметра ϕ ∈ RO такого, що σ0(ϕ) > −1/2. Тодi розв’я-
зок

u ∈
(
Hϕρm

loc (Ω0,Γ0)
)p
. (14)

Вiдмiтимо, що у випадку, коли Γ0 = ∅, ця теорема говорить про
локальну регулярнiсть розв’язку в околах внутрiшнiх точок областi Ω.

Наведенi у цьому пунктi теореми добре вiдомi у випадку соболєв-
ських просторiв, коли ϕ(t) ≡ ts i s ≥ 0 (див., наприклад, монографiї
[5, п. 20.1] i [8, п. 14.4] та огляд [10, п. 6.3]). У бiльш загальному ви-
падку, коли ϕ(t) ≡ ts i s > −1/2, цi теореми мiстяться у вiдповiдних
результатах, наведених у монографiї [7, пп. 10.1, 10.5]. В роботi [28] цi
теореми встановленi для уточненої соболєвської шкали, яка складає-
ться з просторiв Хермандера Hϕ, для яких функцiональний параметр
ϕ ∈ RO правильно змiнюється на нескiнченностi за Й. Караматою.

5. Застосування

Як застосування розширеної соболєвської шкали наведемо достатню
умову неперервностi узагальнених частинних похiдних узагальненого
розв’язку u елiптичної крайової задачi (1), (2).
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Теорема 6. Нехай виконується умова теореми 5. Окрiм того, при-
пустимо, що

∞∫
1

t2r−2m+n−1ϕ−2(t)dt <∞ (15)

для деякого цiлого r ≥ 0. Тодi u ∈ (Cr(Ω0 ∪ Γ0))p.

Як окремий i важливий результат, наведемо достатню умову кла-
сичностi узагальненого розв’язку u. Покладемо λ := max{m1, . . . ,mq}.

Теорема 7. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈ Hm−1/2+(Ω) є уза-
гальненим розв’язком елiптичної крайової задачi (1), (2), правi ча-
стини якої задовольняють умови

f ∈
(
Hϕ1

loc(Ω,∅)
)p ∩ (Hϕ2(Ω)

)p
, (16)

g ∈
q⊕
j=1

Hϕ2%
m−mj−1/2

(Γ) (17)

для деяких функцiональних параметрiв ϕ1, ϕ2 ∈ RO таких, що
σ0(ϕ1), σ0(ϕ2) > −1/2 i

∞∫
1

tn−1ϕ−2
1 (t)dt <∞, (18)

∞∫
1

t2λ−2m+n−1ϕ−2
2 (t)dt <∞. (19)

Тодi розв’язок u є класичним, тобто u ∈ (Cm(Ω))p ∩ (Cλ(Ω))p.

6. Iнтерполяцiя з функцiональним параме-
тром i простори Хермандера

Розширену соболєвську шкалу можна отримати методом iнтерполяцiї
з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва.
Ця фундаментальна властивiсть зiграє ключову роль у доведеннi тео-
реми 1. У цьому зв’язку нагадаємо означення iнтерполяцiї з функцiо-
нальним параметром у випадку загальних гiльбертових просторiв та
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деякi її властивостi. Для наших цiлей достатньо обмежитися сепара-
бельними гiльбертовими просторами. Будемо слiдувати [15, 16, п. 1.1].

Нехай задана впорядкована пара X := [X0, X1] сепарабельних ком-
плексних гiльбертових просторiв X0 i X1 така, що виконується непе-
рервне i щiльне вкладення X1 ↪→ X0. Пару X називаємо припустимою.
Для неї iснує iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X 0 такий, що J є са-
моспряжений додатно визначений оператор у просторi X0 з областю
визначення X1. Оператор J визначається єдиним чином за парою X;
вiн називається породжуючим оператором для X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй
ψ : (0,∞)→ (0,∞), якi обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b] i вiдокрем-
ленi вiд нуля на кожному промiнi [r,∞), де 0 < a < b <∞ i r > 0.

Нехай ψ ∈ B. Згiдно зi спектральною теоремою, у просторi X0 озна-
чений (взагалi, необмежений) оператор ψ(J) як борелiвська функцiя
вiд самоспряженого оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ або, ко-
ротше, через Xψ область визначення оператора ψ(J), надiлену скаляр-
ним добутком

(w1, w2)Xψ := (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдною нормою ‖w‖Xψ = (w,w)
1/2
Xψ

. Простiр Xψ є гiльбертiв i
сепарабельний, причому виконується неперервне i щiльне вкладення
Xψ ↪→ X0.

Функцiю ψ ∈ B називаємо iнтерполяцiйним параметром, якщо для
довiльних припустимих пар X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] гiльбертових
просторiв та для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на
X0, виконується таке. Якщо при кожному j ∈ {0, 1} звуження вiд-
ображення T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj , то
i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим оператором
T : Xψ → Yψ. Тодi будемо казати, що простiр Xψ отриманий iнтерпо-
ляцiєю з функцiональним параметром ψ пари X.

Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi,
коли вона псевдоугнута в околi нескiнченностi, тобто ψ(t) � ψ1(t) при
t� 1 для деякої додатної угнутої функцiї ψ1(t). (Тут ψ � ψ1 значить
обмеженiсть обох вiдношень ψ/ψ1 i ψ1/ψ на вказанiй множинi). Це
випливає з теореми Ж. Пiтре [48, 49] про опис усiх iнтерполяцiйних
функцiй додатного порядку (див. також монографiю [50, с. 153]).

Сформулюємо згадану вище iнтерполяцiйну властивiсть розшире-
ної соболєвської шкали.
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Твердження 1. Нехай заданi функцiя α ∈ RO i дiйснi числа s0, s1

такi, що s0 < σ0(α) i s1 > σ1(α). Покладемо

ψ(t) =

{
t−s0/(s1−s0) α

(
t1/(s1−s0)

)
при t ≥ 1,

α(1) при 0 < t < 1.
(20)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром i виконуються
наступнi рiвностi просторiв з еквiвалентнiстю норм в них:[

H(s0)(Ω), H(s1)(Ω)
]
ψ

= Hα(Ω), (21)[
H(s0)(Γ), H(s1)(Γ)

]
ψ

= Hα(Γ) (22)

Формула (15) доведена в [47, теорема 5.1], а (16) — в [15, теорема
2.21]. Зауважимо, що за умови твердження 3[

H(s0)(Rn), H(s1)(Rn)
]
ψ

= Hα(Rn)

з рiвнiстю норм [15, теорема 2.19].
Вiдмiтимо також ще двi важливi iнтерполяцiйнi властивостi розши-

реної соболєвської шкали {Hα(G) : α ∈ RO}, де G ∈ {Rn,Ω,Γ}. Вона
замкнена вiдносно розглянутого методу iнтерполяцiї з функцiональ-
ним параметром i збiгається (з точнiстю до еквiвалентностi норм) з
класом усiх гiльбертових просторiв, iнтерполяцiйних для пар соболєв-
ських просторiв [H(s0)(G), H(s1)(G)], де s0, s1 ∈ R i s0 < s1 (див. [15,
п. 2.4.2] та [47].) Останнiй факт випливає з фундаментальної теореми
В. I. Овчинникова [51, с. 511] про опис усiх iнтерполяцiйних гiльбер-
тових просторiв для заданої пари гiльбертових просторiв. Нагадаємо,
що властивiсть (гiльбертового) простору H бути iнтерполяцiйним для
припустимої пари X = [X0, X1] означає наступне: а) виконуються не-
перервнi вкладення X1 ↪→ H ↪→ X0, б) будь-який лiнiйний оператор
T : X0 → X0, обмежений на кожному з просторiв X0 и X1, є також
обмеженим i на просторi H.

Наприкiнцi цього пункту наведемо двi загальнi властивостi iнтер-
поляцiї просторiв, якi будуть використанi в доведеннях. Сформулюємо
їх стосовно розглянутого методу iнтерполяцiї.

Твердження 2. Нехай X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] є припустимi
пари гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 задане лiнiйне
вiдображення T таке, що його звуження на простори Xj, де j = 0, 1,
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є обмеженими i нетеровими операторами T : Xj → Yj, якi мають
спiльне ядро i однаковий iндекс. Тодi для довiльного iнтерполяцiйного
параметра ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ → Yψ нетерiв з тим
же ядром i iндексом, а його область значень рiвна Yψ ∩ T (X0).

Твердження 3. Нехай задане скiнченне число припустимих пар
[X

(k)
0 , X

(k)
1 ] гiльбертових просторiв, де k = 1, . . . , p. Тодi для довiль-

ного ψ ∈ B вiрно[ p⊕
k=1

X
(k)
0 ,

p⊕
k=1

X
(k)
1

]
ψ

=

p⊕
k=1

[
X

(k)
0 , X

(k)
1

]
ψ

з рiвнiстю норм.

Доведення цих властивостей наведено, наприклад, у монографiї [15,
пп. 1.1.5, 1.1.7].

7. Доведення
Дамо послiдовно доведення теорем 1–7.

Доведення теореми 1. У соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ ts i
дiйсне s ≥ 0, ця теорема добре вiдома: див., наприклад, монографiї [5,
теореми 20.1.2, 20.1.8], [8, теорема 14.29] i огляд [10, Sec. 6.3]. У бiльш
загальнiй ситуацiї, коли ϕ(t) ≡ ts i дiйсне s > −1/2 ця теорема мiсти-
ться в результатi, доведеному у монографiї [7, теорема 10.1.1]. Вiн i
буде використаний у доведеннi.

Виберемо довiльним чином функцiональний параметр ϕ ∈ RO та-
кий, що σ0(ϕ) > −1/2. Виведемо теорему 1 iз соболєвського випадку
за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром. Виберемо
дiйснi числа l0 i l1 такi, що −1/2 < l0 < σ0(ϕ) i σ1(ϕ) < l1. Вiдображе-
ння u 7→ (Au,Bu), де u ∈ C∞(Ω), продовжується за неперервнiстю до
обмежених i нетерових операторiв

(A,B) :
(
H(li+m)(Ω)

)p → H(li)(Ω,Γ) при i = 0, 1, (23)

що дiють у парах просторiв Соболєва. Тут позначено

H(li)(Ω,Γ) :=
(
H(li)(Ω)

)p ⊕ q⊕
j=1

H(li+m−mj−1/2)(Γ).
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Оператори (23) мають спiльне ядро N та однаковий iндекс, рiвний
dimN − dimW . Окрiм того, їх область значень

(A,B)
((
H(li+m)(Ω)

)p)
=

{
(f, g) ∈ H(li)(Ω,Γ) :

p∑
j=1

(fj , wj)Ω +

q∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0 для всiх (w, h) ∈W
}
.

(24)

Тут N i W є скiнченновимiрнi простори з формулювання теореми 1,
яка вiрна у соболєвському випадку.

Означимо функцiю ψ за формулою (20), в якiй покладаємо α := ϕ
та s0 := l0 i s1 := l1. Згiдно з твердженням 1 функцiя ψ є iнтерполя-
цiйним параметром. Тому на пiдставi твердженням 2 з обмеженостi i
нетеровостi обох операторiв (23) випливає обмеженiсть i нетеровiсть
оператора

(A,B) :
[(
H(l0+m)(Ω)

)p
,
(
H(l1+m)(Ω)

)p ]
ψ
→

→
[
H(l0)(Ω,Γ),H(l1)(Ω,Γ)

]
ψ
.

(25)

Вiн є звуженням оператора (23), де i = 0. Покажемо, що (25) є опера-
тор (9) з теореми 1.

На пiдставi твердження 1 маємо наступнi рiвностi просторiв з то-
чнiстю до еквiвалентностi норм в них:[

H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)
]
ψ

= Hϕ(Ω), (26)[
H(l0+m)(Ω), H(l1+m)(Ω)

]
ψ

= Hϕ%m(Ω) (27)

та [
H(l0+m−mj−1/2)(Γ), H(l1+m−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

= Hϕρm−mj−1/2

(Γ) (28)

для кожного номера j ∈ {1, . . . , q}. Щодо останнiх двох рiвностей за-
уважимо таке. Формулу (27) отримуємо, поклавши

α := ϕ%m, s0 := l0 +m, s1 := l1 +m

у твердженнi 1, а формулу (28) дiстаємо, поклавши у тому ж твер-
дженнi

α := ϕρm−mj−1/2, s0 := l0 +m−mj − 1/2, s1 := l1 +m−mj − 1/2.
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При цьому в обох випадках функцiя ψ задовольняє (20).
З формули (27) випливає на пiдставi твердження 3 рiвнiсть[(

H(l0+m)(Ω)
)p
,
(
H(l1+m)(Ω)

)p ]
ψ

=
(
Hϕρm(Ω)

)p
. (29)

Окрiм того, з формул (26) i (28) випливає в силу цього ж твердження,
що [

H(l0)(Ω,Γ),H(l1)(Ω,Γ)
]
ψ

=
([
H(l0)(Ω), H(l1)(Ω)

]
ψ

)p⊕
⊕

q⊕
j=1

[
H(l0+m−mj−1/2)(Γ), H(l1+m−mj−1/2)(Γ)

]
ψ

= Hϕ(Ω,Γ).
(30)

Тепер на пiдставi (29) i (30) робимо висновок, що обмежений i не-
терiв оператор (25) дiє у парi просторiв (9). В силу твердження 2 ядро
цього оператора та його iндекс збiгаються вiдповiдно зi спiльним ядром
N та однаковим iндексом dimN − dimN∗ операторiв (23). Окрiм того,
область значень цього оператора має такий опис:

(A,B)
(
(Hϕ%m(Ω))p

)
= Hϕ(Ω,Γ) ∩ (A,B)

(
(H(l0+m)(Ω))p

)
=

=

{
(f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ) :

p∑
j=1

(fj , wj)Ω +

q∑
j=1

(gj , hj)Γ = 0

для всiх (w, h) ∈W
}
.

Тут також скористалися рiвнiстю (24) i вкладенням

Hϕ(Ω,Γ) ↪→ H(l0)(Ω,Γ).

Залишається зауважити, що цей оператор є продовженням за непе-
рервнiстю вiдображення u 7→ (Au,Bu), де u ∈ (C∞(Ω))p.

Теорема 1 доведена.

Доведення теореми 2. За теоремою 1 звуження оператора (9) на
пiдпростiр P ((Hϕρm(Ω))p) є неперервним i взаємно однозначним вiд-
ображенням цього пiдпростору на пiдпростiр Q(Hϕ(Ω,Γ)). Тому в силу
теореми Банаха про обернений оператор це вiдображення є iзоморфi-
змом. Теорема 2 доведена.
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Доведення теореми 3. Для довiльної вектор-функцiї u ∈ (Hϕρm(Ω))
в силу теореми 2 маємо таке:

‖u‖(Hϕρm (Ω))p ≤ ‖Pu‖(Hϕρm (Ω))p + ‖u− Pu‖(Hϕρm (Ω))p ≤
≤ c1‖(A,B)Pu‖Hϕ(Ω,Γ) + c2‖u− Pu‖(L2(Ω))p .

Тут c1 є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (10), а c2 є де-
яке додатне число, не залежне вiд u. Це число iснує, оскiльки вектор-
функцiя u − Pu належить скiнченновимiрному простору N , а в ньо-
му еквiвалентнi всi норми, зокрема, норми у просторах (Hϕρm(Ω))p i
(L2(Ω))p. Звiдси з урахуванням формул

(A,B)Pu = (A,B)u i ‖u− Pu‖(L2(Ω))p ≤ ‖u‖(L2(Ω))p

маємо потрiбну апрiорну оцiнку. (Зауважимо, що P є ортопроектором
у гiльбертовому просторi (L2(Ω))p). Теорема 3 доведена.

Доведення теореми 4. За умовою, u ∈ (H(l+m)(Ω))p для деякого чи-
сла l > −1/2, а (f, g) := (A,B)u ∈ Hϕ(Ω,Γ). Тому на пiдставi теореми 1
маємо таке:

(f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ) ∩ (A,B)
(
(H(l+m)(Ω))p

)
⊂ (A,B)

(
(Hϕ%m(Ω))p

)
.

Отже, поряд з умовою (A,B)u = (f, g) виконується рiвнiсть (A,B)v =
(f, g) для деякої функцiї v ∈ (Hϕρm(Ω))p. Тому (A,B)(u − v) = 0, де
u− v ∈ Hm−1/2+(Ω). Звiдси на пiдставi теореми 2 маємо включення

w := u− v ∈ N ⊂
(
C∞(Ω)

)p та u = v + w ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p
.

Теорема 4 доведена.

Доведення теореми 5. За умовою, u ∈ (H(l+m)(Ω))p для деякого
числа l > −1/2. Позначимо

Υ :=
{
χ ∈ C∞(Ω) : suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0

}
.

Попередньо доведемо, що за умови теореми 5 виконується така iмплi-
кацiя для кожного номера i ≥ 1:(

χu ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p
+
(
H(l+i−1+m)(Ω)

)p для всiх χ ∈ Υ
)
⇒

⇒
(
χu ∈

(
Hϕρm(Ω)

)p
+
(
H(l+i+m)(Ω)

)p для всiх χ ∈ Υ
)
.

(31)
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Тут i далi у доведеннi використовуємо алгебраїчнi суми просторiв.
Виберемо довiльним чином номер i ≥ 1 та припустимо, що посилка

iмплiкацiї (31) iстинна. Розглянемо довiльну функцiю χ ∈ Υ та фун-
кцiю η ∈ Υ таку, що η = 1 в околi suppχ. За умовою, (f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ),
де (f, g) := (A,B)u.

Переставивши оператор множення на функцiю χ з матричним ди-
ференцiальним оператором (A,B), можемо записати таке:

χ(f, g) = χ(A,B)(ηu) = (A,B)(χηu)− (A′, B′)(ηu),

(A,B)(χu) = χ(f, g) + (A′, B′)(ηu). (32)

Тут (A′, B′) — деякий диференцiальний оператор вигляду (A,B), по-
рядки компонент якого меншi принаймнi на одиницю, нiж порядки
вiдповiдних компонент оператора (A,B). За умовою iмплiкацiї (32) ма-
ємо: ηu = u1 + u2 для деяких вектор-функцiй

u1 ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p i u2 ∈
(
H(l+i−1+m)(Ω)

)p
.

Звiдси та в силу (32) можемо записати (A,B)(χu) = F1 + F2, де

F1 := χ(f, g) + (A′, B′)u1 ∈ Hϕ(Ω,Γ), (33)

F2 := (A′, B′)u2 ∈ H(l+i)(Ω,Γ). (34)

Пояснимо останнi два включення. Тут H(s)(Ω,Γ) позначає про-
стiр Hα(Ω,Γ) у соболєвському випадку, коли α(t) ≡ ts i s ∈ R.
Оскiльки компонентами ord (A′, B′) ≤ ord (A,B) − 1, то вiдображен-
ня v 7→ (A′v,B′v), де v ∈ (C∞(Ω))p, продовжується за неперервнiстю
до обмеженого оператора

(A′, B′) :
(
H(s+m)(Ω)

)p → H(s+1)(Ω,Γ) для кожного s ≥ 0.

Звiдси, де беремо s := l + i− 1, та з включення u2 ∈ (H(l+i−1+m)(Ω))p

випливає (34).
Далi, з обмеженостi операторiв

(A′, B′) : (H(li+m)(Ω))p → H(li+1)(Ω,Γ) ↪→ H(li)(Ω,Γ) при i = 0, 1,

випливає в силу iнтерполяцiйних формул (29) i (30) обмеженiсть опе-
ратора

(A′, B′) :
(
Hϕρm(Ω)

)p
=
[(
H(l0+m)(Ω)

)p
,
(
H(l1+m)(Ω)

)p ]
ψ
→

→
[
H(l0)(Ω,Γ),H(l1)(Ω,Γ)

]
ψ

= Hϕ(Ω,Γ).
(35)
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Тут числа l0 i l1 та iнтерполяцiйний параметр ψ такi, як у доведеннi
теореми 1. Тепер формула (33) є наслiдком (35) та включень

χ(f, g) ∈ Hϕ(Ω,Γ) i u1 ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p
.

Скористаємося проектором Q i теоремою 2 (у соболєвському ви-
падку також). З рiвностi (A,B)(χu) = F1 + F2 та включень (33) i (34)
випливає, що

(A,B)(χu) = Q(A,B)(χu) = QF1 +QF2 = (A,B)v1 + (A,B)v2.

Тут функцiї

v1 ∈ P
(
(Hϕρm(Ω))p

)
i v2 ∈ P

(
(H(l+i+m)(Ω))p

)
(36)

є розв’язки (єдинi) задач

(A,B)v1 = QF1 ∈ Q(Hϕ(Ω,Γ)),

(A,B)v2 = QF2 ∈ Q(H(l+i)(Ω,Γ)).

Тепер з рiвностi
(A,B)(χu) = (A,B)(v1 + v2)

випливає, що

χu = v1 + (v2 + w) для деякого w ∈ N ⊂ C∞(Ω).

Ця формула з урахуванням включень (36) та довiльностi функцiї
χ ∈ Υ значить iстиннiсть висновку iмплiкацiї (31).

Таким чином, доведено, що ця iмплiкацiя iстинна для кожного но-
мера i ≥ 1. За умовою u ∈ (H(l+m)(Ω))p; тому посилка iмплiкацiї (31)
iстинна для i = 1. Виберемо число λ ∈ N таке, що λ > σ1(ϕ)+1/2; тодi
в силу (7) (

H(l+λ+m)(Ω)
)p ⊂ (Hϕρm(Ω)

)p
.

Скориставшись iмплiкацiєю (31) послiдовно для значень i = 1, 2, . . . , λ
робимо висновок, що

χu ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p
+
(
H(l+λ+m)(Ω)

)p
=
(
Hϕρm(Ω)

)p
для кожної функцiї χ ∈ Υ. Отже, u ∈ (Hϕρm

loc (Ω0,Γ0))p.
Теорема 5 доведена.
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Доведення теореми 6. Виберемо довiльно точку x ∈ Ω0 ∪ Γ0 та
функцiю χ ∈ C∞(Ω) таку, що suppχ ⊂ Ω0 ∪Γ0 i χ = 1 в деякому околi
точки x. На пiдставi теореми 5, умови (15) i властивостi (8), в якiй
беремо α(t) ≡ ϕ(t)tm, маємо включення

χu ∈
(
Hϕρm(Ω)

)p ⊂ (Cr(Ω)
)p
.

Звiдси з урахуванням вибору x та χ випливає, що

u ∈
(
Cr(Ω0 ∪ Γ0)

)p
.

Теорема 6 доведена.

Доведення теореми 7. З умов (16) (включення f ∈ (Hϕ1

loc(Ω,∅))p)
i (18) випливає на пiдставi теореми 6, що u ∈ (Cm(Ω))p. Окрiм того,
з умов (16) (включення f ∈ (Hϕ2(Ω))p), (17) i (19) випливає згiдно з
тiєю ж теоремою, що u ∈ (Cλ(Ω))p. Теорема 7 доведена.

8. Висновки
У статтi дослiджено загальну елiптичну крайову задачу (1), (2) для
системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь однорiдних за порядком у
гiльбертових просторах Хермандера, що утворюють розширенi собо-
лєвськi шкали (6). Доведено, що оператор, вiдповiдний цiй задачi, є
обмеженим i нетеровим у пiдходящих просторах Хермандера (теоре-
ма 1) i породжує iзоморфiзм мiж їх пiдпросторами скiнченної ковимiр-
ностi (теорема 2). Встановлено апрiорну оцiнку узагальнених розв’яз-
кiв цiєї задачi у просторах Хермандера (теорема 3). Доведено теоре-
ми про глобальну i локальну регулярнiсть розв’язкiв в розширенiй
соболєвськiй шкалi (теореми 4 i 5). У термiнах просторiв Херманде-
ра знайдено новi достатнi умови, за якими компоненти узагальненого
розв’язку задачi мають неперервнi частиннi похiднi заданого порядку
(теорема 6). Отримано нову достатню умову класичностi узагальнено-
го розв’язку (теорема 7).

Авторка вдячна О. О. Мурачу за керiвництво роботою.
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Berlin: Wiley–VCH, 2000. – 348 p.



Елiптичнi крайовi задачi ... у просторах узагальненої гладкостi 31

[13] Jacob N. Pseudodifferential Operators and Markov Processes: In
3 volumes. – London: Imperial College Press, 2001, 2002, 2005. –
xxii+493 p., xxii+453 p., xxviii+474 p.

[14] Nicola F., Rodino L. Global Pseudodifferential Calculas on Euclidean
Spaces. – Basel: Birkhäser, 2010. – x+306 p.
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