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We define maximal and minimal relations generated by a system of
integral equations with operators measures. This system transforms to a
quasidifferential equation whenever operators measures are absolutely con-
tinuous. We investigate properties the maximal and minimal relations and
prove that each generalized resolvent of the minimal relation is an integral
operator.

Определяются максимальное и минимальное отношения, порожденные
системой интегральных уравнений с операторными мерами. Если опе-
раторные меры абсолютно непрерывны, то эта система переходит в
квазидифференциальное уравнение. Изучаются свойства максималь-
ного и минимального отношений и устанавливается, что всякая обоб-
щенная резольвента минимального отношения является интегральным
оператором.

1. Введение
В работе А. В. Штрауса [1] получена формула обобщенных резольвент
минимального оператора, порожденного обыкновенным формально
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самосопряженным дифференциальным выражением четного порядка.
Эти результаты А. В. Штрауса были обобщены на случай дифферен-
циальных выражений с операторными коэффициентами и неотрица-
тельным операторным весом [2], [3]. В статье [4] установлен аналог
формулы А. В. Штрауса для дифференциального выражения с опера-
торной неванлинновской функцией.

В данной работе получена формула обобщенных резольвент ми-
нимального отношения, порожденного на конечном или бесконечном
интервале (a, b) системой, состоящей из r > 2 уравнений

yj−1(t) = cj +

j+1∑
k=1

t∫
t0

(dpj,k)yk−1(s), j = 1, ..., r − 1,

yr−1(t)=cr +

r∑
k=1

t∫
t0

(dpr,k)yk−1(s) + λi−r

t∫
t0

(dm)y0(s) + i−r

t∫
t0

(dm)f(s),

(1)
где

∫ t

t0
обозначает

∫
[t0,t)

, если t0 < t; −
∫
[t,t0)

, если t0 > t; и 0, если
t0 = t. Здесь pj,k, m – операторные меры, определенные на борелев-
ских множествах ∆ ⊂ ∆ ⊂ (a, b), значения которых – линейные огра-
ниченные операторы в сепарабельном гильбертовом пространстве H,
причем мера m неотрицательна; cj ∈H (j=1, ..., r); y = y0, y1,...,yr−1

– неизвестные функции, λ ∈ C, f ∈ H = L2(H, dm; a, b) (H определе-
но ниже). Меры pj,k, m удовлетворяют условиям: (а) они имеют ло-
кально ограниченную вариацию на (a, b); (b) pj,k = 0 при k > j + 1;
(c) существуют такие операторные функции t → pj,j+1(t) с нормами
t→ ∥pj,j+1(t)∥ ∈ L1,loc(a, b), что pj,j+1(∆) =

∫
∆
pj,j+1(t)dt для любого

борелевского множества ∆ (т.е. меры pj,j+1 абсолютно непрерывны)
и операторы pj,j+1(t) имеют ограниченные обратные при всех t; (d)
(JP)∗ = −JP, где P – матрица с элементами pj,k, J = ir+1Λ, Λ – мат-
рица порядка r, у которой на побочной диагонали последовательно
(сверху вниз) стоят −E, E,...,(−1)rE (E – тождественный оператор),
остальные элементы Λ равны нулю (условие (d) означает, что система
(1) формально самосопряженная).

В случае, если все меры абсолютно непрерывны, система (1) пе-
реходит в квазидифференциальное уравнение, где квазипроизводные
понимаются в смысле работ [5], [6]. В статьях [7] – [9] изучались опера-
торы, порожденные такими квазидифференциальными уравнениями в
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скалярном случае, и, в частности, в терминах граничных значений да-
но описание обобщенных резольвент.

2. Вспомогательные утверждения
Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство со скалярным про-
изведением (·, ·) и нормой ∥·∥. Рассмотрим функцию ∆→p(∆), опре-
деленную на таких борелевских множествах ∆, что ∆ ⊂ (a, b), и при-
нимающую значения в множестве ограниченных линейных операто-
ров, действующих в H. Функция p называется операторной мерой на
(a, b) (см., например, [10, гл. 5, с. 324]), если p равна нулю на пустом
множестве и для любых непересекающихся борелевских множеств ∆n

справедливо равенство

p

( ∞∪
n=1

∆n

)
=

∞∑
n=1

p(∆n)

со слабо сходящимся рядом. Через V∆(p) обозначим

V∆(p) = ρ(∆) = sup
∑
j

∥p(∆j)∥ ,

где sup распространяется на конечные суммы непересекающихся боре-
левских множеств ∆j ⊂ ∆. Число V∆(p) называется вариацией меры
p на борелевском множестве ∆. Если V[a1,b1](p) < ∞ на любом от-
резке [a1, b1] ⊂ (a, b), то говорят, что p имеет локально ограниченную
вариацию на (a, b).

Если мера p имеет локально ограниченную вариацию на (a, b), то
для ρ-почти всех ξ ∈ (a, b) существует такая операторная функция ξ→
Ψ(ξ) со значениями в множестве линейных ограниченных операторов
в H, ∥Ψ(ξ)∥=1, что для любого борелевского множества ∆, ∆⊂(a, b),
справедливо равенство

p(∆) =

∫
∆

Ψ(ξ)dρ. (2)

Функция Ψ определяется однозначно с точностью до значений на мно-
жестве нулевой ρ-меры. Интеграл (2) сходится в смысле обычной нор-
мы операторов ([10, гл. 5, с. 325]). Из (2) следует, что измеримые по
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Борелю ограниченные функции со значениями в H локально интегри-
руемы по мере m.

Конец a назовем регулярным, если a > −∞, меры pj,k, m опре-
делены на борелевских множествах ∆ ⊂ ∆ ⊂ [a, b) и имеют огра-
ниченную вариацию на отрезке [a, b1] для любого b1 < b. Конец a
назовем сингулярным, если он не является регулярным. Аналогич-
но определяются регулярность и сингулярность конца b. Если ко-
нец a сингулярный, полагаем a0 = a. В случае регулярного конца a
фиксируем конечное a0 < a и расширяем меры pj,k, m на интервал
[a0, b), полагая pj,k(∆)=m(∆)=0 для любого борелевского множества
∆⊂ [a0, b)\[a, b). Аналогично определяется число b0 для конца b.

Сведем систему (1) к интегральному уравнению в пространстве Hr.
С этой целью введем следующие обозначения: Pλ – матрица, получа-
ющаяся из P заменой pr,1 на pr,1+λi−rm; Pλ = iJPλ; ŷ, C, h̆ столбцы:
ŷ=col(y0, ..., yr−1), C = col(c1, ....cr), h̆ = col(h, 0, ..., 0) (столбец длины
r), где h – функция со значениями в H. Тогда система (1) запишется
в виде

ŷ(t) = C − iJ

t∫
t0

(dPλ)ŷ(s)− iJ

t∫
t0

(dm)f̆(s). (3)

В [11] установлено, что уравнение (3) имеет единственное решение
для любой локально интегрируемой по мере m функции f и любого
элемента C ∈ Hr. Решение ŷ непрерывно слева и C = ŷ(t0). Пусть
система функций ŷ=col(y0, ..., yr−1) является решением (1) с локально
интегрируемой по мере m функцией f . Тогда функции yj непрерывны
слева и связаны равенствами

t∫
t0

pj,j+1(s)yj(s)ds = yj−1(t)− yj−1(t0)−
j∑

k=1

t∫
t0

(dpj,k)yk−1(s). (4)

Левая (и, следовательно, правая) часть (4) является абсолютно непре-
рывной функцией. Следовательно,

yj(t) = p−1
j,j+1(t)

d

dt

yj−1(t)− yj−1(t0)−
j∑

k=1

t∫
t0

(dpj,k)yk−1(s)

 ,

j = 1, ..., r − 1.

(5)
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Из формулы (5) вытекает, что функции yj (j = 1, ..., r−1) однознач-
но определяются по y0. Поэтому говорим, что функция y = y0 яв-
ляется решением системы (1). Функцию yj называем квазипроизвод-
ной порядка j от y, обозначаем yj = y[j], ŷ= col(y[0], ..., y[r−1]). Пусть
(u1, ..., uα) – какая-либо система функций, имеющих квазипроизвод-
ные до порядка r − 1 включительно. Тогда û – матрица со столбцами
ûk (k = 1, ..., α). Аналогичные обозначения вводятся для операторных
функций. Отметим, что если все меры pjk абсолютно непрерывны, то
равенства (5) определяют квазипроизводные в смысле работ [5], [6].

Пусть Wm(t, λ) – операторное решение (1) при f = 0, удовлетво-
ряющее условию W

[j−1]
m (t0, λ) = δjmE (j,m = 1, ..., r). Через W (t, λ)

обозначим операторную однострочную матрицу (W1(t, λ), ...,Wr(t, λ)).
Следующие леммы 1, 2 и формула (8) следуют из [11].

Лемма 1. Пусть функции y, f связаны равенством (3), а функции
z, g – тем же равенством с заменой y на z, f на g, λ на λ̄, где f ,
g – локально интегрируемые по мере m функции. Тогда справедлива
формула (аналог формулы Лагранжа)

β∫
α

((dm)f(t), z(t))−
β∫

α

(y(t), (dm)g(t)) =

= (iJŷ(β), ẑ(β))− (iJŷ(α), ẑ(α)),

(6)

где a0 < α 6 β < b0.

Замечание 1. Если конец a регулярен, то в равенстве (6) можно взять
α = a0. Аналогичное утверждение справедливо для конца b.

В лемме 1 возьмем y(t)=W (t, λ)c, z(t)=W (t, λ̄)d, где c, d∈Hr. Тогда
f=g=0. Из (6) следует (JŴ (β, λ)c, Ŵ (β, λ̄)d)=(JŴ (α, λ)c, Ŵ (α, λ̄)d).
Полагая здесь β = t, α = t0 и учитывая произвольность c, d ∈ Hr,
получим

Ŵ ∗(t, λ̄)JŴ (t, λ) = J, Ŵ (t, λ)JŴ ∗(t, λ̄) = J.

Лемма 2. Функция y тогда и только тогда является решением си-
стемы (1) с локально интегрируемой по мере m функцией f , когда

y(t) = W (t, λ)c−W (t, λ) iJ

t∫
t0

W ∗(s, λ̄)(dm)f(s), (7)
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где c = ŷ(t0) ∈ Hr.

Если y имеет вид (7), то

ŷ(t) = Ŵ (t, λ)c− Ŵ (t, λ) iJ

t∫
t0

W ∗(s, λ̄)(dm)f(s). (8)

3. Основные результаты

Далее под линейным отношением T понимается любое линейное мно-
гообразие T⊂B1× B2, где B1, B2 – банаховы пространства. Терми-
нология, связанная с линейными отношениями, имеется, например, в
[12]. Далее используем обозначения: {x1, x2} – упорядоченная пара,
составленная из элементов x1, x2; kerT – ядро T, т.е. множество таких
элементов x ∈ B1, что пара {x, 0} ∈ T. Пусть B1 = B2 = H – гильбер-
тово пространство. Отношение T∗, сопряженное к T⊂H×H, опреде-
ляется как отношение, состоящее из таких пар {z1, z2} ∈H × H, что
равенство (x2, z1)H = (x1, z2)H выполняется для всех пар {x1, x2} ∈ T.
Отношение T называется симметрическим, если T ⊂ T∗, и самосопря-
женным, если T = T∗. Линейные операторы считаются линейными
отношениями. Все отношения, встречающиеся в дальнейшем, являют-
ся линейными, поэтому слово "линейное" часто будет опускаться.

На множестве финитных ступенчатых на (a0, b0) функций введем
квазискалярное произведение

(x, y)m =

b0∫
a0

((dm)x(t), y(t)).

Отождествляя с нулем функции y, для которых (y, y)m=0, и произво-
дя пополнение, получим гильбертово пространство H = L2(H, dm; a, b).
Элементы H – это классы функций, отождествленных между собой по
норме ∥y∥m = (y, y)

1/2
m . Чтобы излишне не усложнять терминологию,

класс функций с представителем y обозначаем тем же символом и
пишем y ∈H. Равенства между функциями из H понимаются как ра-
венства соответствующих классов эквивалентности. Отметим, что про-
странство H не изменится, если интервал (a0, b0) заменить на (a′0, b

′
0),

где точки a′0, b′0 вводятся так же, как a0, b0.
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Пусть L′
0 – отношение, состоящее из пар {ỹ, f̃}∈H×H, для каждой

из которых существует такая пара {y, f}, отождествленная в H × H с
{ỹ, f̃}, что функция y финитна на (a0, b0) и y является решением (1)
на (a0, b0) при λ=0. Замыкание L0 отношения L′

0 назовем минималь-
ным отношением, порожденным системой (1). Отношение L∗

0 назовем
максимальным. Введенные отношения, вообще говоря, не являются
операторами, так как может случиться, что функция y отождествлена
с нулем в H, а f отлична от нуля. Отношения L0, L∗

0 не изменятся, если
точки a0, b0 заменить на a′0, b′0, где a′0, b′0 определяются так же, как
a0, b0.

В случае, когда оба конца интервала (a, b) регулярны, опреде-
лим отношение L как замыкание отношения L′, состоящего из пар
{ỹ, f̃} ∈ H× H, для каждой из которых существует такая пара {y, f},
что пары {ỹ, f̃}, {y, f} отождествлены между собой в H×H и y явля-
ется решением (1) на (a0, b0) при λ=0.

Для описания ядра максимального отношения недостаточно функ-
ций t→W (t, λ)c при c ∈ Hr. Поэтому с целью изучения введенных от-
ношений определим функции t→W (t, λ)c для элементов c, принадле-
жащих некоторому более широкому пространству, чем Hr. Обозначим
через Q0 множество таких элементов c∈Hr, что функция t→W (t, µ)c
(µ∈C) отождествлена с нулем в H. Из леммы 2 получаем равенство

W (t, µ)c = W (t, λ)c− (µ− λ)W (t, λ) iJ

t∫
t0

W ∗(s, λ̄)(dm)W (s, µ)c, (9)

из которого следует, что Q0 не зависит от замены µ на λ (λ ∈ C).
Положим Q = Hr ⊖ Q0. Пусть последовательность интервалов

[αn, βn] обладает свойствами: a0<αn+1<αn<βn<βn+1<b0 и αn→a0,
βn→b0 при n→∞. Введем в Q систему полунорм

pn(x) =

 ∫
[αn,βn]

((dm)W (s, µ)c,W (s, µ)c)


1/2

, µ ∈ C, c ∈ Q. (10)

Пополнение Q по этой системе обозначим Q−. Пространство Q− явля-
ется пространством Фреше, так как оно порождается счетной систе-
мой полунорм [13, гл. 2, с. 66]. Из (9) следует, что замена в (10) µ на



42 В. М. Брук

λ ∈ C0 приводит к изоморфному пространству. Отметим, что в слу-
чае регулярных концов пространство Q− гильбертово. Оно является
пополнением Q по норме

∥c∥− = ∥W (·, µ)c∥m =

 b0∫
a0

((dm)W (s, µ)c,W (s, µ)c)

1/2

,

где µ ∈ C, c ∈ Q.
Определим функцию t→W (t, λ)c для любого c ∈ Q−. Предполо-

жим сначала, что оба конца интервала (a, b) регулярны. Пусть после-
довательность элементов cn ∈ Q сходится в Q− к c ∈ Q−. Тогда после-
довательность функций t→W (t, λ)cn фундаментальна в H и, следова-
тельно, сходится к некоторому элементу из H. Этот элемент обознача-
ем t→W (t, λ)c. В регулярном случае через W(λ) обозначим оператор
c→W (t, λ)c, где c ∈ Q−. Пространство Q− можно рассматривать как
пространство с негативной нормой относительно Q. Соответствующее
пространство с позитивной нормой обозначим Q+ [10, гл. 1, с. 46]. Опе-
ратор W(λ) непрерывно и взаимно однозначно отображает Q− в H и
имеет замкнутую область значений. Поэтому сопряженный оператор
W∗(λ) непрерывно отображает H на Q+. Найдем вид W∗(λ).

Для любых x ∈ Q, f ∈ H имеем

(f,W(λ)x)m =

b0∫
a0

((dm)f(s),W (s, λ)x) =

=

b0∫
a0

(W ∗(s, λ)(dm)f(s), x) = (W∗(λ)f, x).

Отсюда, учитывая плотность Q в Q−, получим

W∗(λ)f =

b0∫
a0

W ∗(s, λ)(dm)f(s). (11)

Таким образом, установлена

Лемма 3. Оператор W∗(λ) непрерывно отображает H на Q+ и дей-
ствует по формуле (11).
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Предположим теперь, что хотя бы один из концов интервала (a, b)
является сингулярным. Обозначим Hn = L2(H, dm; [αn, βn]). Пусть
Q0(n) – множество таких элементов c ∈ Q, что функция t→W (t, λ)c
отождествлена с нулем в пространстве Hn, и пусть Q(n) = Q⊖Q0(n).
Очевидно, Q(n)⊃Q(m) при n > m. Если c ∈ Q(n), то pn(c) > 0. Сле-
довательно, pn является нормой на Q(n). Обозначим ее ∥·∥(n)− . Пусть
Q−(n) – пополнение Q(n) по норме ∥·∥(n)− . Определим линейные отоб-
ражения hmn :Q−(n)→Q−(m) (n > m) следующим образом. Положим
hmnc1 = c1, hmnc0 =0, если c1 ∈ Q(m), c0 ∈ Q(n) ⊖ Q(m). Используя
равенство pm(c0) = 0, получим

∥hmn(c1 + c0)∥(m)
− = ∥c1∥(m)

− = pm(c1) = pm(c1 + c0) 6 ∥c1 + c0∥(n)− .

Отсюда следует, что отображения hmn можно расширить по непрерыв-
ности на все пространство Q−(n).

Практически дословным повторением соответствующих рассужде-
ний из [13, гл. 2, п. 5.4, с. 71] доказывается, что пространство Q−
изоморфно проективному пределу lim(pr)hmnQ−(n) семейства про-
странств {Q−(n);n ∈ N} относительно отображений hmn (m,n ∈
N,m 6 n). Из определения проективного предела [13, гл. 2, с. 70] сле-
дует, что Q− является подпространством произведения

∏
n Q−(n) и

Q− состоит из таких элементов c = {cn}, что cm = hmncn для всех
m, n, где m 6 n. Поэтому при m 6 n сужение функции t→W (t, λ)cn
на [αm, βm] совпадает с функцией t→W (t, λ)cm в пространстве Hm.
Далее t → W (t, λ)c обозначает функцию, совпадающую с функцией
t→W (t, λ)cn при любом n ∈ N.

Пространство Q−(n) рассматриваем как пространство с нега-
тивной нормой относительно Q(n) [10, гл. 1, с. 46]. Через Q+(n)
обозначим соответствующее пространство с позитивной нормой.
Тогда Q+(m) ⊂ Q+(n) при m 6 n и вложение Q+(m) в Q+(n)
непрерывно. Это вложение совпадает с сопряженным к hmn отоб-
ражением h+

mn : Q+(m) → Q+(n). Обозначим через Q+ индуктивный
предел lim(ind)h+

mnQ+(n) [13, гл. 2, с. 76] семейства пространств
{Q+(n);n ∈ N} относительно отображений h+

mn. Согласно [13, гл. 4,
с. 178], Q+ является сопряженным пространством к Q−. Пространство
Q+ можно рассматривать как объединение Q+ =∪nQ+(n) с сильней-
шей топологией, при которой все вложения Q+(n) в Q+ непрерывны
[13, гл. 2, с. 76].

Оператор cn→W (t, λ)cn непрерывно и взаимно однозначно отобра-
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жает Q−(n) в Hn и имеет замкнутую область значений. Этот оператор
обозначим Wn(λ). Из леммы 3 следует, что сопряженный оператор
W∗

n(λ) непрерывно отображает Hn на Q+(n) и

W∗
n(λ)f =

∫
[αn,βn]

W ∗(s, λ)(dm)f(s).

Следовательно, для всех f ∈ H и всех α, β ∈ (a0, b0)∫
[α,β]

W ∗(s, λ)(dm)f(s) ∈ Q+. (12)

Теорема 1. Пусть оба конца интервала (a, b) регулярны. Пара
{ỹ, f̃}∈H×H тогда и только тогда принадлежит отношению L−λE,
когда существует такая пара {y, f}, отождествленная в H × H с
{ỹ, f̃}, что справедливо равенство

y(t) = W (t, λ)cλ −W (t, λ) iJ

t∫
a0

W ∗(s, λ̄)(dm)f(s), (13)

где cλ ∈ Q−.

Доказательство. Из определения пространства Q− и леммы 2 сле-
дует, что пара {y, f}, удовлетворяющая (13), принадлежит L − λE.
Обратно, пусть пара {y, f} ∈ L − λE. Тогда существует такая после-
довательность пар {yn, fn} ∈ L′ − λE, сходящаяся в H × H к {y, f},
что

yn(t) = W (t, λ)cλ,n −W (t, λ) iJ

t∫
a0

W ∗(s, λ̄)(dm)fn(s), (14)

где cλ,n ∈ Q. Из (14) и (2) (где p заменено на m) следует, что по-
следовательность функций t→W (t, λ)cλ,n сходится в H к некоторой
функции t→W (t, λ)cλ, где cλ ∈ Q−. Теорема доказана.

Следствие 1. Оператор W(λ) непрерывно и взаимно однозначно
отображает пространство Q− на ker(L− λE).

Замечание 2. Если в равенстве (13) cλ ∈ Q, то пара {y, f} ∈ L′ − λE.
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Теорема 2. Пусть оба конца интервала (a, b) регулярны. Отношение
L0 совпадает с сужением отношения L′ на множество таких пар
{y, f}, что y является решением системы (1) на (a0, b0) при λ=0 и

ŷ(a0) = ŷ(b0) = 0. (15)

Доказательство. Пусть пара {y, f} ∈ L′ − λE. Из (8) вытекает, что
равенства (15) выполняются тогда и только тогда, когда в (13)

cλ = 0,

b0∫
a0

W ∗(s, λ̄)(dm)f(s) = 0. (16)

Отсюда следует, что сужение L′ на множество пар {y, f} со свойством
(15) замкнуто, и равенства (15) одновременно выполняются для всех
точек a′0, b′0, построенных по тому же правилу, что и a0, b0. Поэтому в
регулярном случае L0 = L′

0. Отсюда следует требуемое утверждение.

Замечание 3. Из доказательства теоремы 2 и способа построения
точек a0, b0 вытекает, что равенства (15) равносильны следующим
lim

t→a−0
ŷ(t)= lim

t→b+0
ŷ(t)=0.

Следствие 2. В случае регулярных концов интервала (a, b) область
значений отношения L0−λE состоит из функций f ∈ H, удовлетво-
ряющих второму равенству (16).

Теорема 3. Отношение L0 симметрическое. В случае регулярных
концов интервала (a, b) выполняется равенство L = L∗

0.

Доказательство. Из леммы 1 вытекает, что отношение L′
0 (и, сле-

довательно, L0) симметрическое. Предположим, что концы интерва-
ла (a, b) регулярны. Из той же леммы 1 получаем L′ ⊂ L∗

0. Поэтому
L ⊂ L∗

0. Докажем обратное включение. Из следствий 1, 2 вытекает,
что Nλ = ker(L−λ̄E), где Nλ – дефектное подпространство отношения
L0, т.е ортогональное дополнение в H к области значений отношения
L0 − λE. Обозначим через N̂λ множество пар вида {z, λ̄z}, где z ∈ Nλ

(Imλ ̸= 0). Из теоремы 1 и равенства L∗
0 = L0 u N̂λ u N̂λ̄ (Imλ ̸= 0)

следует, что L∗
0 ⊂ L. Теорема доказана.

В следующей лемме рассматривается случай произвольных концов
(не обязательно, регулярных).
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Лемма 4. Для любой пары {ỹ, f̃}∈L∗
0 − λE существует такая пара

{y, f}, отождествленная в H×H с {ỹ, f̃}, что справедливо равенство
(7), в котором c ∈ Q−, t0, t ∈ (a0, b0).

Доказательство. Рассмотрим введенную выше (перед формулой
(10)) последовательность интервалов [αn, βn] ⊂ (a0, b0). Пусть L0,n –
минимальное отношение, порожденное системой (1) в пространстве
Hn = L2(H, dm; [αn, βn]) и пусть пара {z, g} ∈ L0,n. Продолжим функ-
ции z, g нулем на интервал (a0, b0). Тогда из замечания 3 следует, что
пара, составленная из продолженных функций, принадлежит L′

0. Из
теорем 1, 3 получаем, что для каждой пары {ỹ, f̃}∈L∗

0 − λE найдет-
ся пара {y, f}, отождествленная в H × H с {ỹ, f̃} и представимая на
каждом отрезке [αn, βn] в виде

y(t) = W (t, λ)cn −W (t, λ) iJ

t∫
t0

W ∗(s, λ̄)(dm)f(s), (17)

где cn ∈ Q−(n). Из (12), (17) следует, что при m 6 n (т.е. при
[αm, βm]⊂ [αn, βn]) сужение функции t→W (t,λ)cn на [αm,βm] совпа-
дает с функцией t→W (t,λ)cm в пространстве Hm. Отсюда получается
(7), где c ∈ Q−. Лемма доказана.

Напомним определение обобщенной резольвенты. Пусть H – гиль-
бертово пространство, T0 – замкнутое симметрическое линейное отно-
шение, T0⊂H×H. Операторная функция λ→R(λ) (Imλ ̸=0) называ-
ется обобщенной резольвентой отношения T0, если существуют такое
гильбертово пространство H̃⊃H и такое самосопряженное отношение
T ⊃ T0, T ⊂ H̃×H̃, что R(λ) =P (T−λE)−1|H для всех λ, Imλ ̸=0, где
P – ортопроектор H̃ на H.

Теорема 4. Всякая обобщенная резольвента R(λ) (Imλ ̸= 0) отно-
шения L0 является интегральным оператором

(R(λ)f)(t) =

b0∫
a0

K(t, s, λ)dm(s)f(s) (18)

с ядром

K(t, s, λ) = W (t, λ)

(
M(λ) +

1

2
sgn(s− t)iJ

)
W ∗(s, λ̄),
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где M(λ) :Q+→Q− – непрерывный оператор при каждом λ (Imλ ̸= 0)
такой, что M∗(λ) = M(λ̄) и (Imλ)−1Im(M(λ)x, x) > 0 при всяком
x ∈ Q+. Операторная функция λ → M(λ)x голоморфна для любого
x ∈ Q+ при Imλ ̸=0. Интеграл в (18) сходится по крайней мере слабо
в пространстве H.

Доказательство с учетом леммы 4 и построений, приведенных перед
теоремой 1, не отличается от доказательства аналогичной теоремы из
[2], где изучались линейные отношения, порожденные дифференци-
альным выражением и неотрицательной операторной функцией.
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