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Analogs of set-theoretic inclusion relation and set-theoretic operation of
union for basic changeable sets are introduced, and their properties are
studied.

Введено аналоги теоретико-множинного вiдношення включення та
теоретико-множинної операцiї об’єднання для базових мiнливих мно-
жин та дослiджено їхнi властивостi.

1. Вступ
Досягнення сучасної теоретичної фiзики широко вiдомi, але проблема
математично строгого обґрунтування її основ, тобто шоста проблема
Гiльберта, залишається вiдкритою i по сьогоднi [1–3]. В роботах [4–9]
було запропоновано новий математичний апарат для розв’язання за-
значеної проблеми — математичну теорiю мiнливих множин. В робо-
тах [4,10,11] показано, що теорiя мiнливих множин може бути застосо-
вана для математично строгого обґрунтування кiнематики спецiальної
теорiї вiдносностi та її тахiонних розширень. З iнтуїтивної точки зору
мiнливi множини являють собою сукупностi об’єктiв, якi, на вiдмiну
вiд елементiв звичайних (статичних) множин, можуть перебувати в
процесi постiйних трансформацiй (зокрема змiнювати свої властиво-
стi в часi, розпадатись на частини, чи навпаки — об’єднуватись в одне
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цiле). Крiм того, характер еволюцiї мiнливої множини та її компонен-
тiв може змiнюватись залежно вiд способу спостереження (тобто вiд
областi сприймання або системи вiдлiку).

Базовi мiнливi множини з одного боку служать основою для ви-
значення загальних мiнливих множин, а з iншого боку самi можуть
трактуватись, як найпростiший частинний випадок мiнливих множин,
у яких iснує лише одна область сприймання.

В фiзицi часто зустрiчаються мiркування, коли до фiзичної системи
подумки долучають додатковi, реально не iснуючi в нiй компоненти.
Наприклад, пiд час виведення формул перетворень Лоренца для си-
стем вiдлiку з паралельними осями використовується метод “свiтлової
сфери”, тобто припускається, що в нульовий момент часу на початку
вiдлiку “спалахнуло свiтло”, i свiтловi променi розходяться вiд початку
вiдлiку у всiх напрямках (див., наприклад, [12, стор. 25]). Таке при-
пущення зовсiм не означає, що в довiльнiй моделi еволюцiї в рамках
спецiальної теорiї вiдносностi (СТВ) мусить iснувати “свiтлова сфера”.
Просто робиться припущення, що перетворення координат не змiни-
ться, коли ми до будь-якої еволюцiйної моделi в рамках СТВ долучимо
свiтлову сферу, тобто коли замiсть даної моделi розглянемо “розшире-
ну” модель, в якiй свiтлова сфера вже присутня.

В данiй роботi робиться спроба математично строгого обґрунтува-
ння в рамках теорiї базових мiнливих множин процедури долучення
до вихiдної моделi нових “вiртуальних” еволюцiонуючих об’єктiв за
припущення, що еволюцiя цих, нових, об’єктiв не впливає на ево-
люцiю вихiдної системи. З цiєю метою вводяться аналоги теоретико-
множинного вiдношення включення та теоретико-множинної операцiї
об’єднання для базових мiнливих множин.

2. Базовi мiнливi множини та їх властиво-
стi

2.1. Основнi поняття i означення

Теорiю базових мiнливих множин детально викладено в роботах [5,9].
В данiй роботi буде дано бiльш лаконiчне, нiж в [5, 9], хоча й бiльш
штучне, означення поняття базової мiнливої множини. В роботi [4, те-
орема 2.2 та зауваження 2.6] показано, що обидва означення базової
мiнливої множини — еквiвалентнi.
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Нехай, T = (T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина (в
сенсi [13, с. 12], [14, с. 212]) i X — довiльна множина. Для довiльної
пари ω = (t, x) ∈ T×X будемо використовувати позначення:

bs (ω) := x, tm (ω) := t. (1)

Тут T × X = {(t, x) | t ∈ T, x ∈ X} — декартовий добуток множин
T i X .

Означення 1. Нехай, T = (T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована
множина i X — довiльна непорожня множина.

Бiнарне вiдношення C−−, визначене на непорожнiй множинi B ⊆
T×X , будемо називати базою елементарних процесiв для T i B, якщо
виконуються такi умови:

1. Вiдношення C−− рефлексивне на B (тобто ∀ω ∈ B ωC−−ω);

2. Для довiльних ω, ω2 ∈ B з умов ω2C−−ω1 i ω1 6= ω2 випливає, що
tm (ω1) < tm (ω2), де < — вiдношення строгого порядку, поро-
джене нестрогим порядком ≤.

Якщо бiнарне вiдношення C−− є базою елементарних процесiв для T i
B, то трiйку:

B = (B,T,C−−)

будемо називати базовою мiнливою множиною.

Для довiльної базової мiнливої множини B = (B,T,C−−), де T =
(T,E) i B ⊆ T×X , введемо наступнi позначення:

Bs(B) := B; Tm(B) := T; Tm(B) := T;

≤B:=E
Bs←
B

:= C−−;

Також будемо використовувати позначення ≥B,<B,>B для позначен-
ня оберненого, строгого та строгого оберненого порядку, породженого
нестрогим порядком ≤B. Множину Tm(B) будемо називати множи-
ною моментiв часу B, а вiдношення ≤B,<B,≥B,>B будемо називати
вiдповiдно вiдношеннями нестрогого, строго, нестрогого оберненого i
строгого оберненого часового порядку на B. Множину Bs(B) будемо на-
зивати множиною всiх елементарно-часових станiв базової мiнливої
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множини B. Елементи множини Bs(B) будемо називати елементарно-
часовими станами B, а вiдношення Bs←

B
будемо називати базою елемен-

тарних процесiв B. Множину

Bs(B) = {bs (ω) | ω ∈ Bs(B)} (2)

будемо називати множиною всiх елементарних станiв базової мiнли-
вої множини B.

Зауваження 1. З означення 1 впливає, що Bs(B) 6= ∅ для довiльної
базової мiнливої множини B.

Означення 2. Нехай x1, x2 ∈ Bs(B) — довiльнi елементарнi стани.
Будемо вважати, що x2

Bs←
B
x1 тодi i тiльки тодi, коли iснують ω1, ω2 ∈

Bs(B) такi, що

bs (ω1) = x1, bs (ω2) = x2 i ω2
Bs←
B
ω1

Бiнарне вiдношення Bs←
B

будемо називати напрямним вiдношенням змiн
B.

Надалi через 2M будемо позначати множину всiх пiдмножин до-
вiльної множини M . Вiдображення ψB : Tm(B) 7→ 2Bs(B), що задає-
ться формулою:

ψB(t) = {bs (ω) | ω ∈ Bs(B), tm (ω) = t}

будемо називати часом на B (зокрема ψB(t) = ∅, якщо не iснує
ω ∈ Bs(B) таких, що tm (ω) = t). У випадку, коли зрозумiло, про яку
базову мiнливу множину B йде мова в позначеннях Bs←

B
, Bs←
B
, ≤B, <B,

≥B, >B, ψB символ B будемо опускати, вживаючи замiсть них позна-
чення Bs←, Bs←, ≤, <, ≥, >, ψ вiдповiдно. Крiм того, для елементарних
(елементарно-часових) станiв x1, x2 ∈ Bs(B) (ω1, ω2 ∈ Bs(B)) замiсть
позначення x2

Bs← x1 (ω2
Bs←ω1) будемо часто застосовувати позначення

x2←x1 (ω2←ω1) вiдповiдно.
З означень 1 та 2 випливають наступнi властивостi базових мiнли-

вих множин (у властивостях 1-5 символ B позначає довiльну базову
мiнливу множину).
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Властивостi 1.

1. Для довiльного елементарно-часового стану ω ∈ Bs(B) справе-
дливе спiввiдношення ω←ω.

2. Якщо ω1, ω2 ∈ Bs(B) i ω2←ω1, то bs (ω2)← bs (ω1) i tm (ω1) ≤
tm (ω2). Якщо, додатково, ω1 6= ω2, то tm (ω1) < tm (ω2).

3. Для довiльних x1, x2 ∈ Bs(B) умова x2←x1 має мiсце тодi i тiль-
ки тодi, коли iснують елементарно-часовi стани ω1, ω2 ∈ Bs(B)
такi, що bs (ω1) = x1, bs (ω2) = x2 i ω2←ω1.

4. Якщо для базових мiнливих множин B1 i B2 мають мiсце рiвно-
стi:

1) Tm (B1) = Tm (B2) ; 2) Bs (B1) = Bs (B2) ; 3)
Bs←
B1

=
Bs←
B1

,

то B1 = B2.

2.2. Базовi мiнливi множини, породженi системами
абстрактних траєкторiй

Означення 3. Нехай M — довiльна множина i T = (T,≤) — довiльна
непорожня (T 6= ∅) лiнiйно упорядкована множина.

1. Вiдображення r : D(r) 7→M (D(r) 6= ∅) будемо називати абстра-
ктною траєкторiєю з T вM , якщо D(r) ⊆ T (де D(r) — область
визначення траєкторiї r).

2. Системою абстрактних траєкторiй з T в M будемо називати
довiльну множину R, елементами якої є абстрактнi абстрактнi
траєкторiї з T в M таку, що⋃

r∈R
R (r) =M

(де R(r) — область значень абстрактної траєкторiї r).

Теорема 1 ( [5,9]). Для довiльної системи абстрактних R траєкто-
рiй з T = (T,≤) в M iснує, причому єдина, базова мiнлива множина
At(T,R) така, що:
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1) Tm (At(T,R)) = T;

2) Bs(At(T,R)) =
⋃
r∈R r, де довiльну абстрактну траєкторiю r ∈ R

слiд розумiти як множину (тобто r = {(t, r(t)) | t ∈ D(r)});

3) Для довiльних ω1, ω2 ∈ Bs(At(T,R)) умова ω2 ←
At(T,R)

ω1 має мiсце

тодi i тiльки тодi, коли tm (ω1) ≤ tm (ω2) i iснує траєкторiя
r ∈ R така, що ω1, ω2 ∈ r.

2.3. Лiнiї долi та елементарнi процеси базових мiн-
ливих множин

Нехай, B — базова мiнлива множина.

Означення 4. Непорожня пiдмножина N ⊆ Bs(B) називається тран-
зитивною в B, якщо для довiльних ω1, ω2, ω3 ∈ N з умов ω3←ω2 i
ω2←ω1 випливає ω3←ω1.

Транзитивна пiдмножина L ⊆ Bs(B) називається ланцюгом в B,
якщо для довiльних ω1, ω2 ∈ L має мiсце хоч одне iз спiввiдношень
ω2←ω1 або ω1←ω2. Множину всiх ланцюгiв B будемо позначати через
Ll(B):

Ll(B) = {L ⊆ Bs(B) | L є ланцюгом B} .

Ланцюг L ⊆ Bs(B) називається лiнiєю долi B, якщо вiн є макси-
мальним ланцюгом, тобто якщо не iснує ланцюга L1 ⊆ Bs(B) такого,
що L ⊂ L1, де символ “⊂” означає строге включення множин. Множи-
ну всiх лiнiй долi B будемо позначати через Ld(B):

Ld(B) = {L ⊆ Bs(B) | L є лiнiєю долi B} .

Будь-яку лiнiю долi L ∈ Ld(B), що мiстить елементарно-часовий
стан ω ∈ Bs(B) будемо називати власною лiнiєю долi елементарно-
часового стану ω (в B).

Твердження 1. Якщо R — система абстрактних траєкторiй з T в
M , то

R ⊆ Ll (At (T,R)) .

Доведення. Нехай, R — система абстрактних траєкторiй з T = (T,≤)
в M i r ∈ R. Тодi, згiдно з теоремою 1, r ⊆ Bs (At (T,R)) i для довiль-
них ω1, ω2 ∈ r умова ω2 ←

At(T,R)
ω1 виконується тодi i тiльки тодi, коли
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tm (ω1) ≤ tm (ω2). Отже, оскiльки (T,≤) є лiнiйно упорядкованою мно-
жиною, множина r є ланцюгом в At (T,R). �

Твердження 2 ( [5, 9]). Довiльний елементарно-часовий стан ω ∈
Bs(B) має хоч одну власну лiнiю долi.

Теорема 2 ( [5, 9]). Для довiльної базової мiнливої множини B мно-
жина Ld(B) є системою абстрактних траєкторiй з Tm(B) в Bs(B).
При цьому:

At (Tm(B), Ld(B)) = B.

Зауваження 2. Пiдкреслимо, що довiльна лiнiя долi L ∈ Ld(B) ба-
зової мiнливої множини B є пiдмножиною множини Bs(B) ⊆ Tm(B)×
Bs(B). Тому L є бiнарним вiдношенням з множини Tm(B) в множи-
ну Bs(B). Отже, теорема 2, зокрема стверджує, що це вiдношення є
функцiєю, тобто абстрактною траєкторiєю з Tm(B) в Bs(B).

Означення 5. Нехай B — базова мiнлива множина.

1. Будь-яку пiдмножину S ⊆ Bs(B) будемо називати мiнливою си-
стемою базової мiнливої множини B.

2. Довiльне вiдображення s : Tm(B) 7→ 2Bs(B) таке, що s(t) ⊆ ψ(t),
t ∈ Tm(B) будемо називати процесом базової мiнливої множини
B.

Нехай, S ⊆ Bs(B) — довiльна мiнлива система довiльної базової
мiнливої множини B. Покладемо:

S∼(t) := {x ∈ Bs(B) | (t, x) ∈ S} , t ∈ Tm(B). (3)

Легко бачити, що S∼(t) ⊆ ψ(t), t ∈ Tm(B). Отже, за означенням 5, S∼
є процесом базової мiнливої множини B.

Означення 6. Процес S∼ будемо називати процесом трансформацiй
мiнливої системи S.

Твердження 3 ( [5, 9]). Нехай, B — базова мiнлива множина.
1. Для довiльних мiнливих систем S1, S2 ∈ Bs(B) рiвнiсть S∼1 =

S∼2 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли S1 = S2.
2. Для довiльного процесу s базової мiнливої множини B iснує,

причому єдина, мiнлива система S ⊆ Bs(B) така, що s = S∼.
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Отже, вiдображення (·)∼ встановлює взаємно-однозначну вiдповiд-
нiсть мiж мiнливими системами i процесами базової мiнливої множини.
Тому, поняття мiнливої системи i процесу довiльної базової мiнливої
множини можна в певному сенсi “ототожнити”.

Означення 7. Процес L∼, породжений лiнiєю долi L ∈ Ld(B) базової
мiнливої множини B будемо називати елементарним процесом B.

В роботах [5, 9] обґрунтовано, що на елементарний процес можна
дивитись, як на аналог елемента звичайної (статичної) множини. За-
уважимо, що за елементарними процесами, користуючись теоремою
2, можна вiдновити всю базову мiнливу множину, подiбно до того, як
звичайну множину можна вiдновити за її елементами.

3. Означення i властивостi еволюцiйного
розширення та еволюцiйного об’єднання.

Означення 8. Базовi мiнливi множини B0 i B1 будемо вважати хро-
нологiчно спорiдненими, якщо Tm (B0) = Tm (B1).

Означення 9. Базову мiнливу множину B1 будемо називати еволю-
цiйним розширенням базової мiнливої множини B0, якщо:

1. B0 та B1 хронологiчно спорiдненi;

2. Bs (B0) ⊆ Bs (B1);

3. Для довiльних ω1, ω2 ∈ Bs (B0) з умови ω2←
B0

ω1 випливає,

що ω2←
B1

ω1, тобто Bs←
B0

⊆ Bs←
B1

(де на бiнарнi вiдношення Bs←
B0

та Bs←
B1

слiд дивитись як на множини пар, зокрема Bs←
B0

=

{(ω2, ω1) | ω1, ω2 ∈ Bs (B0) , ω2←ω1}).

Якщо базова мiнлива множина B1 є еволюцiйним розширенням базової
мiнливої множини B0, то будемо, також говорити, що B0 еволюцiйно
включається в B1 i позначати цей факт через B0⊂−→B1 або через B1⊃←−B0.

Означення 10. Базову мiнливу множину B1 будемо називати супере-
волюцiйним розширенням базової мiнливої множини B0, якщо:

1. B0 та B1 хронологiчно спорiдненi;
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2. Ld (B0) ⊆ Ld (B1), тобто будь-який елементарний процес B0 є еле-
ментарним процесом B1.

Якщо базова мiнлива множина B1 є супереволюцiйним розширенням
базової мiнливої множини B0, то будемо, також говорити, що B0 супе-
революцiйно включається в B1 i позначати цей факт через B0@−→B1 або
через B1A←−B0.

В твердженнях 4,5 B0 та B1 — довiльнi хронологiчно спорiдненi
базовi мiнливi множини.

Твердження 4. Якщо B0⊂−→B1, то:

1. Bs (B0) ⊆ Bs (B1);

2. Bs←
B0

⊆ Bs←
B1

, тобто для довiльних x1, x2 ∈ Bs (B0) з умови x2←
B0

x1
випливає, що x2←

B1

x1.

Доведення. 1. Оскiльки B0⊂−→B1, то, за означенням 9 (пункт 2),
Bs (B0) ⊆ Bs (B1). Отже, використовуючи рiвнiсть (2), отримуємо:

Bs (B0) = {bs (ω) | ω ∈ Bs (B0)} ⊆ {bs (ω) | ω ∈ Bs (B1)} = Bs (B1) .

2. Нехай, x1, x2 ∈ Bs (B0) i x2←
B0

x1. Тодi, згiдно з властивiстю 1(3),

iснують елементарно-часовi стани ω1, ω2 ∈ Bs (B0) такi, що bs (ωi) = xi
(i = 1, 2) i ω2←

B0

ω1. Оскiльки B0⊂−→B1, то, за означенням 9 (пункти

2,3), ω1, ω2 ∈ Bs (B1) i ω2←
B1

ω1. Отже, маємо bs (ωi) = xi (i = 1, 2), де

ω1, ω2 ∈ Bs (B1) i ω2←
B1

ω1, тобто, з властивiстю 1(3), x2←
B1

x1. �

Твердження 5. Будь-яке супереволюцiйне розширення довiльної ба-
зової мiнливої множини B0 є її еволюцiйним розширенням, тобто
якщо B0@−→B1, то B0⊂−→B1.

Доведення. 1. Згiдно з теоремою 2, для довiльної базової мiнливої
множини B маємо:

At (Tm(B),Ld(B)) = B, (4)

а отже, за теоремою 1 (пункт 2),

Bs(B) = Bs (At (Tm(B),Ld(B))) =
⋃

L∈Ld(B)

L. (5)
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2.1. Оскiльки B0@−→B1, то Ld (B0) ⊆ Ld (B1). Отже, використовуючи
рiвнiсть (5), отримуємо:

Bs (B0) =
⋃

L∈Ld(B0)

L ⊆
⋃

L∈Ld(B1)

L = Bs (B1) .

2.2. Нехай, ω1, ω2 ∈ Bs (B0) i ω2←
B0

ω1. Тодi, згiдно з (4) i теоремою

1 (пункт 3), маємо tm (ω1) ≤ tm (ω2) i iснує лiнiя долi L ∈ Ld (B0)
така, що ω1, ω2 ∈ L. Оскiльки B0@−→B1, то, за означенням 10, Ld (B0) ⊆
Ld (B1). Отже, L ∈ Ld (B1). Таким чином, tm (ω1) ≤ tm (ω2) i ω1, ω2 ∈ L,
де L ∈ Ld (B1) (L ⊆ Bs (B1)). Тобто, згiдно з (4) i теоремою 1 (пункт
3), ω2←

B1

ω1.

З пiдпунктiв 2.1 i 2.2 випливає, що B0⊂−→B1. �

Надалi домовимось через M×2 позначати декартовий квадрат мно-
жини M , M×2 =M ×M.

Наступний приклад покаже, що твердження, обернене до твердже-
ння 5 не справедливе.

Приклад 1. Нехай, R0 = {r0}, R1 = {r1} — системи абстрактних
траєкторiй з R в R, де:

D (r0) = [0,∞), r0(t) = t, t ∈ D (r0) ;

D (r1) = R, r1(t) = t, t ∈ D (r1) .

Оскiльки R0 i R1 складаються лише з однiєї траєкторiї, то R0 i R1

є системами iндивiдуальних траєкторiй в сенсi [9]. Покладемо:

B0 := At (Rord,R0) ; B1 := At (Rord,R1) ,

де Rord = (R,≤) i ≤ — стандартний порядок поля дiйсних чисел.
Оскiльки R0 i R1 — системи iндивiдуальних траєкторiй, то, згiдно

з [9, теоерма 3.2],

Ld (B0) = R0; Ld (B1) = R1.

I, оскiльки R0 * R1, то, Ld (B0) * Ld (B1). Отже, за означенням 10, B1
не може бути супереволюцiйним розширенням B0, тобто B0 6@−→B1.
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З iншої сторони, враховуючи, що r0 ⊆ r1, згiдно з теоремою 1,
отримуємо:

Tm (B0) = Rord = Tm (B1) ;

Bs (B0) =
⋃
r∈R0

r = r0 ⊆ r1 =
⋃
r∈R1

r = Bs (B1) ;

Bs←
B0

=
{
(ω2, ω1) ∈ Bs (B0)×2 | (tm (ω1) ≤ tm (ω2))∧

∧ (∃r ∈ R0 (ω1, ω2 ∈ r))} =

=
{
(ω2, ω1) ∈ Bs (B0)×2 | (tm (ω1) ≤ tm (ω2)) ∧ (ω1, ω2 ∈ r0)

}
⊆

⊆
{
(ω2, ω1) ∈ Bs (B1)×2 | (tm (ω1) ≤ tm (ω2)) ∧ (ω1, ω2 ∈ r1)

}
=

=
Bs←
B1

,

де ∧ — знак логiчної операцiї кон’юнкцiї.
Отже, ми довели, що Tm (B0) = Tm (B1), Bs (B0) ⊆ Bs (B1) i ←

B0

⊆
←
B1

. Тому, за означенням 9, B0⊂−→B1. Таким чином, B0 6@−→B1, хоча B0⊂−→B1.

Твердження 6. Еволюцiйне включення має такi властивостi:

1. B⊂−→B для довiльної базової мiнливої множини B;

2. Якщо B1⊂−→B2 i B2⊂−→B1 то B1 = B2;

3. Якщо B1⊂−→B2 i B2⊂−→B3 то B1⊂−→B3.

Доведення. 1. Спiввiдношення B⊂−→B є тривiальним наслiдком означе-
ння 9.

2. Нехай B1⊂−→B2 i B2⊂−→B1. Тодi, за означенням 9,

Tm (B1) = Tm (B2) ; (6)

Bs (B1) ⊆ Bs (B2) ;
Bs←
B1

⊆ Bs←
B2

; Bs (B2) ⊆ Bs (B1) ;
Bs←
B2

⊆ Bs←
B1

.

Отже,
Bs (B1) = Bs (B2) ;

Bs←
B1

=
Bs←
B2

. (7)

З рiвностей (6),(7) i властивостi 1(4) випливає рiвнiсть B1 = B2.
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3. Нехай B1⊂−→B2 i B2⊂−→B3. Тодi, за означенням 9, B1 i B2 та B2
i B3 — хронологiчно спорiдненi. Отже, B1 i B3 — також хронологiчно
спорiдненi. За означенням 9, iз еволюцiйних включень B1⊂−→B2 i B2⊂−→B3,
випливають включення:

Bs (B1) ⊆ Bs (B2) ;
Bs←
B1

⊆ Bs←
B2

; Bs (B2) ⊆ Bs (B3) ;
Bs←
B2

⊆ Bs←
B3

.

Отже, Bs (B1) ⊆ Bs (B3) i
Bs←
B1

⊆ Bs←
B3

. Тому, за означенням 9, B1⊂−→B3. �

В роботi [9, твердження 3.5] було доведено, що для довiльної базової
мiнливої множини B, Ll(B) є системою абстрактних траєкторiй з
Tm(B) в Bs(B).

Твердження 7. Якщо для деякої базової мiнливої множини B вико-
нується спiввiдношення R ⊆ Ll(B) де R 6= ∅, то

At (Tm(B),R) ⊂−→B.

Доведення. Нехай, виконується умова твердження. Покладемо:

B1 := At (Tm(B),R) .

Оскiльки R ⊆ Ll(B) ⊆ 2Bs(B), то, за теоремою 1:

Bs (B1) =
⋃
r∈R

r ⊆ Bs(B). (8)

Розглянемо довiльнi елементарно-часовi стани ω1, ω2 ∈ Bs (B1) такi,
що ω2←

B1

ω1. Тодi, за теоремою 1,

tm (ω1) ≤ tm (ω2) (9)

i iснує траєкторiя r ∈ R така, що ω1, ω2 ∈ R. Оскiльки R ⊆ Ll(B), то
r ∈ Ll(B). Тому, r — ланцюг B. Отже, хоч одна з умов ω1←

B
ω2 або

ω2←
B
ω1 мусить виконуватись. Тому, якщо припустити, що ω2 66←

B
ω1, то

отримаємо ω1←
B
ω2 i, за властивiстю 1(1), ω1 6= ω2. Звiдси, за вла-

стивiстю 1(2), tm (ω2) < tm (ω1), що суперечить нерiвностi (9). Отже,
припущення про те, що ω2 66←

B
ω1 — помилкове. Тому ω2←

B
ω1. Звiдси,

враховуючи включення (8), за означенням 9, отримуємо B1⊂−→B. �
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Твердження 8. Якщо Ri (i ∈ {1, 2}) — системи абстрактних тра-
єкторiй з T в Mi i при цьому R1 ⊆ R2, то

At (T,R1) ⊂−→At (T,R2) .

Доведення. Нехай, Ri (i ∈ {1, 2}) — системи абстрактних траєкторiй
з T в Mi i R1 ⊆ R2. Покладемо:

Bi := At (T,Ri) (i ∈ {1, 2}).

За теоремою 1:

Bs (B1) =
⋃
r∈R1

r ⊆
⋃
r∈R2

r = Bs (B2) . (10)

Розглянемо для довiльнi ω1, ω2 ∈ Bs (B1) такi, що ω2←
B1

ω1. Згiдно з тео-

ремою 1, tm (ω1) ≤ tm (ω2) i iснує траєкторiя r ∈ R1 така, що ω1, ω2 ∈ r.
Оскiльки R1 ⊆ R2, то r ∈ R2. Отже, за теоремою 1, ω2←

B2

ω1. Звiдси,

враховуючи включення (10), за означенням 9, отримуємо B1⊂−→B2. �

Твердження 9. Для довiльних хронологiчно спорiднених базових
мiнливих множин B1 i B2, наступнi твердження рiвносильнi:

1. B1⊂−→B2;

2. Ll (B1) ⊆ Ll (B2);

3. Ld (B1) ⊆ Ll (B2);

Доведення. 1. Доведемо iмплiкацiю 1⇒2. Нехай, B1⊂−→B2. Розглянемо
довiльний ланцюг L ∈ Ll (B1). Оскiльки, за означенням 9, Bs (B1) ⊆
Bs (B2), то L ⊆ Bs (B2). Необхiдно довести, що вiдношення Bs←

B2

на L

задовольняє наступнi умови:

1. Bs←
B2

є транзитивним вiдношенням на L;

2. для довiльних ω1, ω2 ∈ L справедливе хоч одне iз спiввiдношень
ω2←
B2

ω1 або ω1←
B2

ω2.
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Оскiльки L ∈ Ll (B1), то вiдношення Bs←
B1

задовольняє умови 1,2. За

означенням 9, для ω1, ω2 ∈ L з умови ω2←
B1

ω1 випливає спiввiдношення

ω2←
B2

ω1. Отже, бажаного результату буде досягнуто, коли ми покаже-

мо, що для довiльних ω1, ω2 ∈ L iз спiввiдношення ω2←
B2

ω1 випливає

спiввiдношення ω2←
B1

ω1.

Нехай ω1, ω2 ∈ L i ω2←
B2

ω1. Оскiльки L — ланцюг в Bs (B1), то

хоч одна з умов ω2←
B1

ω1 або ω1←
B1

ω2 повинна мати мiсце. Припусти-

мо, що ω2 66←
B1

ω1. Тодi, оскiльки бiнарне вiдношення Bs←
B1

є рефлексивним,

ω1 6= ω2. Отже, маємо ω1 6= ω2 i ω1←
B1

ω2. Тому, згiдно з властивiстю

1(2), tm (ω2) < tm (ω1). З iншої сторони, оскiльки ω2←
B2

ω1, то, згiдно з

властивiстю 1(2), tm (ω1) ≤ tm (ω2). Отже, ми приходимо до суперечно-
стi, яка доводить, що припущення про те, що ω2 66←

B1

ω1 — неправильне.

Таким чином, ω2←
B1

ω1, що й потрiбно було довести.

2. Нехай, Ll (B1) ⊆ Ll (B2). Враховуючи, що кожна лiнiя долi ба-
зової мiнливої множини є її ланцюгом отримуємо Ld (B1) ⊆ Ll (B1) ⊆
Ll (B2).

3. Доведемо iмплiкацiю 3⇒1. Нехай, Ld (B1) ⊆ Ll (B2). Тодi, згiдно
з теоремою 2 i твердженням 7 отримаємо, B1 = At (Tm (B1) ,Ld (B1)) =
At (Tm (B2) ,Ld (B1)) ⊂−→B2. �

Твердження 10. Супереволюцiйне включення має такi властиво-
стi:

1. B@−→B для довiльної базової мiнливої множини B;

2. Якщо B1@−→B2 i B2@−→B1 то B1 = B2;

3. Якщо B1@−→B2 i B2@−→B3 то B1@−→B3.

Доведення. Перша властивiсть — тривiальна. Друга властивiсть ви-
пливає з тверджень 5 та 6. Доведемо третю властивiсть. Якщо B1@−→B2
i B2@−→B3 то, за означенням 10, базовi мiнливi множини B1 i B3 — хро-
нологiчно спорiдненi. Крiм того, за означенням 10, Ld (B1) ⊆ Ld (B2) ⊆
Ld (B3). Отже, B1@−→B3. �
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Означення 11. Iндексовану сiм’ю (Bα)α∈A (A 6= ∅) базових мiнливих
множин будемо називати хронологiчно спорiдненою, якщо будь-якi двi
базовi мiнливi множини Bα,Bβ (α, β ∈ A) є хронологiчно спорiдненими.

Означення 12. Нехай, (Bα)α∈A (A 6= ∅) — довiльна iндексована сiм’я
базових мiнливих множин. Базову мiнливу множину B будемо назива-
ти еволюцiйним об’єднанням сiм’ї (Bα)α∈A, якщо:

(EO1) Bα⊂−→B для довiльного α ∈ A.

(EO2) Якщо Bα⊂−→B
′ при всiх α ∈ A, то B⊂−→B

′.

Твердження 11. Довiльна сiм’я базових мiнливих множин (Bα)α∈A
(A 6= ∅) має не бiльш, нiж одне еволюцiйне об’єднання.

Доведення. Справдi, нехай базовi мiнливi множини B i B̃ є еволю-
цiйним об’єднанням сiм’ї базових мiнливих множин (Bα)α∈A. Тодi, за
означенням 12, B⊂−→B̃ i B̃⊂−→B. Отже, за твердженням 6, B = B̃. �

Враховуючи твердження 11 (тобто єдинiсть еволюцiйного об’єднан-
ня), еволюцiйне об’єднання B сiм’ї базових мiнливих множин (Bα)α∈A
будемо позначати наступним чином:

B =
←−⋃
α∈A

Bα.

Зокрема, якщо A = {1, ...n} (n ∈ N), то будемо використовувати по-
значення:

B1
←
∪ · · ·

←
∪ Bn :=

n←−⋃
k=1

Bk :=
←−⋃
α∈A

Bα.

Зауваження 3. З означень 12 та 9 випливає, що якщо B =
←−⋃
α∈A
Bα, то

сiм’я базових мiнливих множин (Bα)α∈A є хронологiчно спорiдненою,
причому Tm(B) = Tm (Bα) (∀α ∈ A).

Нехай T = (T,≤) — довiльна лiнiйно упорядкована множина (A —
довiльна непорожня множина iндексiв), i для довiльного iндексу α ∈ A
визначена система абстрактних траєкторiй Rα з T в Mα. У такому ви-
падку iндексовану сiм’ю систем абстрактних траєкторiй (Rα)α∈A буде-
мо називати T-хронологiчно спорiдненою. Множина

⋃
α∈ARα є систе-

мою абстрактних траєкторiй з T в
⋃
α∈AMα. Отже, згiдно з теоремою
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1, iснує базова мiнлива множинаAt
(
T,
⋃
α∈ARα

)
. За цiєю ж теоремою,

Tm (At (T,Rα)) = T (для довiльного α ∈ A). Отже, за означеннями 8
i 11, (At (T,Rα))α∈A є хронологiчно спорiдненою сiм’єю базових мiн-
ливих множин.

Твердження 12. Нехай (Rα)α∈A — T-хронологiчно спорiднена сiм’я
систем абстрактних траєкторiй. Тодi iснує еволюцiйне об’єднання←−⋃
α∈AAt (T,Rα), причому:

←−⋃
α∈A
At (T,Rα) = At

(
T,
⋃
α∈A
Rα

)

Доведення. Нехай, для довiльного iндексу α ∈ A, Rα є системою аб-
страктних траєкторiй з T в Mα. Покладемо:

Bα := At (T,Rα) (α ∈ A), B := At

(
T,
⋃
α∈A
Rα

)
.

а) Оскiльки Rα ⊆
⋃
β∈ARβ для довiльного α ∈ A, то, згiдно з

твердженням 8,
Bα⊂−→B (∀α ∈ A) .

б) Якщо Bα⊂−→B
′ (∀α ∈ A), то, використовуючи твердження 1 i 9

для довiльного iндексу α ∈ A отримуємо:

Rα ⊆ Ll (At (T,Rα)) = Ll (Bα) ⊆ Ll (B′) .

Звiдси,
⋃
α∈ARα ⊆ Ll (B′). Отже, згiдно з твердженням 7, B =

At
(
T,
⋃
α∈ARα

)
⊂−→B
′.

З пунктiв а) i б), за означенням 12, випливає, що B =
←−⋃
α∈A
Bα. �

Наслiдок 1. Довiльна хронологiчно спорiднена сiм’я базових мiнли-
вих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) має еволюцiйне об’єднання

←−⋃
α∈A Bα,

причому:
←−⋃
α∈A
Bα = At

(
T,
⋃
α∈A

Ld (Bα)

)
,

де T = Tm (Bα) (α ∈ A).
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Доведення. Зафiксуємо довiльний iндекс α0 ∈ A. Покладемо, T :=
Tm (Bα0). Оскiльки (Bα)α∈A — хронологiчно спорiднена сiм’я ба-
зових мiнливих множин, то Tm (Bα) = T, для довiльного α ∈
A. Згiдно з [9, твердження 3.5] для довiльного α ∈ A множи-
на Ld (Bα) є системою абстрактних траєкторiй з T = Tm (Bα) в
Bs (Bα). Отже, (Ld (Bα))α∈A — T-хронологiчно спорiднена сiм’я си-
стем абстрактних траєкторiй. Причому, згiдно з теоремою 2, Bα =
At (Tm (Bα) ,Ld (Bα)) = At (T,Ld (Bα)), для довiльного α ∈ A. От-
же, згiдно з твердженням 12, iснує еволюцiйне об’єднання

←−⋃
α∈A Bα =

←−⋃
α∈AAt (T,Ld (Bα)), причому:

←−⋃
α∈A
Bα =

←−⋃
α∈A
At (T,Ld (Bα)) = At

(
T,
⋃
α∈A

Ld (Bα)

)
.

�

Наслiдок 2. Якщо B =
←−⋃
α∈A Bα, то:

Bs(B) =
⋃
α∈A

Bs (Bα) ;
Bs←
B

=
⋃
α∈A

Bs←
Bα
.

Доведення випливає з наслiдку 1 та теореми 1. �

Твердження 13 (про властивостi еволюцiйного об’єднання). Нехай
(Bi)i∈{1,2,3} та (Bα)α∈A (A 6= ∅) — двi хронологiчно спорiдненi сiм’ї ба-
зових мiнливих множин. Операцiя еволюцiйного об’єднання має такi
властивостi:

1. B1
←
∪ B2 = B2

←
∪ B1.

2. Якщо A = {α0}, то
←−⋃
α∈A Bα = Bα0

.

3. Якщо множина iндексiв A розпадається на диз’юнктне об’єд-
нання непорожнiх множин iндексiв Aγ (γ ∈ G), тобто A =⊔
γ∈G Aγ , то

←−⋃
α∈A
Bα =

←−⋃
γ∈G

 ←−⋃
α∈Aγ

Bα

 .
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Зокрема якщо card (A) ≥ 2, то для довiльного α0 ∈ A має мiсце
рiвнiсть

←−⋃
α∈A
Bα = Bα0

←
∪

 ←−⋃
α∈A\{α0}

Bα

 , (11)

а у випадку A = {1, 2, 3} маємо рiвнiсть.(
B1
←
∪ B2

)←
∪ B3 = B1

←
∪
(
B2
←
∪ B3

)
= B1

←
∪ B2

←
∪ B3. (12)

4. Якщо, для деякої базової мiнливої множини B′, Bα⊂−→B
′ (для до-

вiльного α ∈ A), то
←−⋃
α∈A Bα⊂−→B

′.

5. Якщо для деякого α0 ∈ A при всiх α ∈ A справедливе еволюцiйне
включення Bα⊂−→Bα0 то

←−⋃
α∈A Bα = Bα0 . Зокрема B

←
∪ B = B для

довiльної базової мiнливої множини B.

Зауваження 4. У твердженнi 13 card (A) означає потужнiсть мно-
жини A.
Доведення. 1. За означенням, B1

←
∪ B2 =

←−⋃
i∈{1,2} Bi = B2

←
∪ B1.

2. Друга властивiсть — тривiальний наслiдок означення 12.
3. Зафiксуємо довiльний iндекс α1 ∈ A. Покладемо T := Tm (Bα1

).
Оскiльки (Bα)α∈A — хронологiчно спорiднена сiм’я базових мiнливих
множин, то Tm (Bα) = T (∀α ∈ A). Отже, згiдно iз зауваженням 3,

еволюцiйнi об’єднання
←−⋃
α∈A Bα,

←−⋃
α∈Aγ Bα (∀γ ∈ G) та

←−⋃
γ∈G

(
←−⋃

α∈Aγ
Bα

)
визначенi коректно. Далi, використовуючи наслiдок 1, твердження 12
та теорему 2, отримуємо:

←−⋃
α∈A
Bα = At

(
T,
⋃
α∈A

Ld (Bα)

)
= At

T,
⋃
γ∈G

⋃
α∈Aγ

Ld (Bα)

 =

=
←−⋃
γ∈G
At

T,
⋃
α∈Aγ

Ld (Bα)

 =
←−⋃
γ∈G

 ←−⋃
α∈Aγ

At (T,Ld (Bα))

 =

=
←−⋃
γ∈G

 ←−⋃
α∈Aγ

Bα

 .
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Зокрема, у випадку card (A) ≥ 2, для довiльного фiксованого iндексу
α0 ∈ A, використовуючи пункт 2, даного твердження отримуємо:

←−⋃
α∈A
Bα =

←−⋃
α∈{α0}t(A\{α0})

Bα =

 ←−⋃
α∈{α0}

Bα

←∪ ←−⋃
α∈(A\{α0})

Bα

= Bα0

←
∪

 ←−⋃
α∈A\{α0}

Bα

 ,

тобто рiвнiсть (11). Рiвнiсть (12) випливає з рiвностi (11) у частин-
ному випадку A = {1, 2, 3} з використанням комутативностi операцiї
еволюцiйного об’єднання.

4. Четвертий пункт даного твердження є тривiальним наслiдком
означення 12.

5. Нехай Bα⊂−→Bα0
(∀α ∈ A) для деякого (фiксованого) α0 ∈ A. То-

дi, згiдно з попереднiм пунктом даного твердження,
←−⋃
α∈A Bα⊂−→Bα0

. З

iншого боку, за означенням 12, Bα0
⊂−→
←−⋃
α∈A Bα. Отже, за твердженням

6 (пункт 2),
←−⋃
α∈A Bα = Bα0

. �

Нехай (Bαβ)α∈A, β∈B (A,B 6= ∅) — двопараметрична iндексована
сiм’я базових мiнливих множин. Сiм’ю (Bαβ)α∈A, β∈B будемо назива-
ти хронологiчно спорiдненою, якщо для довiльних iндексiв α1, α2 ∈ A,
β1, β2 ∈ B базовi мiнливi множини Bα1β1

,Bα2β2
є хронологiчно спорi-

дненими. Якщо сiм’я базових мiнливих множин (Bαβ)α∈A, β∈B (A,B 6=
∅) є хронологiчно спорiдненою, то для довiльних фiксованих α0 ∈ A,
β0 ∈ B однопараметричнi сiм’ї базових мiнливих множин (Bα0β)β∈B
та (Bαβ0

)α∈A будуть хронологiчно спорiдненi, а отже, згiдно з наслiд-

ком 1, iснують еволюцiйнi об’єднання Uα0,∗ =
←−⋃
β∈B Bα0β та U∗,β0

=
←−⋃
α∈A Bαβ0

. Причому, за зауваженням 3, базовi мiнливi множини Uα0,∗
та U∗,β0

хронологiчно спорiдненi з базовою мiнливою множиною Bα0,β0
.

Тому, враховуючи хронологiчну спорiдненiсть сiм’ї (Bαβ)α∈A, β∈B, ба-
чимо, що сiм’ї базових мiнливих множин (Uα,∗)α∈A та (U∗,β)β∈B також
є хронологiчно спорiдненими. Це означає, що можна визначити подвiй-
нi еволюцiйнi об’єднання

←−⋃
α∈A Uα,∗ =

←−⋃
α∈A
←−⋃
β∈B Bαβ та

←−⋃
β∈B U∗,β =

←−⋃
β∈B
←−⋃
α∈A Bαβ . Доведемо, що в подвiйному еволюцiйному об’єднаннi
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можна змiнювати порядок об’єднування. Справдi, зафiксуємо довiльну
пару iндексiв α0 ∈ A, β0 ∈ B. Покладемо T := Tm (Bα0β0). Використо-
вуючи теорему 2 та твердження 12, отримуємо:

←−⋃
α∈A

←−⋃
β∈B

Bαβ =

=
←−⋃
α∈A

←−⋃
β∈B

At (T,Ld (Bαβ)) = At

T,
⋃
α∈A

⋃
β∈B

Ld (Bαβ)

 =

= At

T,
⋃
β∈B

⋃
α∈A

Ld (Bαβ)

 =
←−⋃
β∈B

←−⋃
α∈A

At (T,Ld (Bαβ)) =

=
←−⋃
β∈B

←−⋃
α∈A

Bαβ .

Враховуючи доведене вище, надалi для подвiйного еволюцiйного об’-
єднання будемо використовувати позначення:

←−⋃
α∈A, β∈B

Bαβ :=
←−⋃
α∈A

←−⋃
β∈B

Bαβ =
←−⋃
β∈B

←−⋃
α∈A

Bαβ .

Аналогiчно вводиться поняття хронологiчної спорiдненостi для багато-
параметричної сiм’ї базових мiнливих множин (Bα1...αn)α1∈A1,...,αn∈An ,
де n ∈ N, Ai 6= ∅, i ∈ {1, · · · , n}. Еволюцiйним об’єднанням сiм’ї
(Bα1...αn)α1∈A1,...,αn∈An будемо називати базову мiнливу множину:

←−⋃
α1∈A1,...,αn∈An

Bα1...αn =
←−⋃

α1∈A1

· · ·
←−⋃

αn∈An

Bα1...αn .

Аналогiчно, як i для випадку двопараметричної сiм’ї доводиться, що
об’єднання в правiй частинi останньої рiвностi iснує, i не залежить вiд
порядку розташування знакiв еволюцiйного об’єднання.

Означення 13. Нехай, (Bα)α∈A (A 6= ∅) — довiльна хронологiчно
спорiднена iндексована сiм’я базових мiнливих множин. Базову мiн-
ливу множину B будемо називати супереволюцiйним об’єднанням сiм’ї
(Bα)α∈A, якщо:

(cEO1) Bα@−→B (∀α ∈ A).
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(cEO2) Якщо Bα@−→B
′ (∀α ∈ A), то B⊂−→B

′.

З означення 13 i твердження 6 (пункт 2) випливає наступний на-
слiдок.

Наслiдок 3. Якщо супереволюцiйне об’єднання хронологiчно спорi-
дненої сiм’ї базових мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) iснує, то
воно єдине.

Супереволюцiйне об’єднання B сiм’ї базових мiнливих множин
(Bα)α∈A будемо позначати наступним чином:

B =
←−∨
α∈A

Bα.

Зокрема, якщо A = {1, ...n} (n ∈ N), то замiсть позначення
←−∨
α∈A Bα

будемо використовувати позначення
←−∨n

k=1 Bk або просто B1
←
∨ · · ·

←
∨Bn:

n←−∨
k=1

Bk := B1
←
∨ · · ·

←
∨ Bn :=

←−∨
α∈A

Bα.

Наступне твердження можна iнтерпретувати як певний аналог те-
ореми про те, що кожна обмежена зверху множина дiйсних чисел має
точну верхню грань.

Твердження 14. Якщо для хронологiчно спорiдненої сiм’ї базових
мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) iснує, така базова мiнлива мно-
жина B̃, що для довiльного iндексу α ∈ A справедливе включення
Bα@−→B̃, то супереволюцiйне об’єднання

←−∨
α∈A Bα iснує, причому має

мiсце рiвнiсть:
←−∨
α∈A

Bα =
←−⋃
α∈A

Bα.

Доведення. Покладемо:

B :=
←−⋃
α∈A
Bα.

Доведемо, що:
∀α ∈ A (Ld (Bα) ⊆ Ld(B)) . (13)
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Припустимо супротивне. Тодi iснують iндекс β ∈ A та лiнiя долi L ∈
Ld (Bβ) такi, що L /∈ Ld(B).

Згiдно з означенням 12, Bβ⊂−→
←−⋃
α∈A Bα = B. Отже, згiдно з твердже-

нням 9, L ∈ Ll(B). Тому, оскiльки L /∈ Ld(B), iснує ланцюг L1 ∈ Ll(B)
такий, що L ⊂ L1. Оскiльки Bα@−→B̃ (∀α ∈ A), то, згiдно з тверджен-

ням 5, для довiльного α ∈ A Bα⊂−→B̃. Отже, згiдно з твердженням 13

(пункт 4) B =
←−⋃
α∈A Bα⊂−→B̃. Оскiльки B⊂−→B̃ i L1 ∈ Ll(B), то, згiдно з

твердженням 9, L1 ∈ Ll
(
B̃
)
.

Таким чином, ми довели iснування ланцюга L1 ∈ Ll
(
B̃
)
такого, що

L ⊂ L1. А це означає, що L /∈ Ld
(
B̃
)
. З iншої сторони, оскiльки Bβ@−→B̃

i L ∈ Ld (Bβ), то, за означенням 10, спiввiдношення L ∈ Ld
(
B̃
)
мусить

виконуватись.
Отримана суперечнiсть доводить спiввiдношення (13). Iз спiввiдно-

шення (13), за означенням 10, випливає, що

∀α ∈ A
(
Bα@−→B

)
.

Отже, базова мiнлива множина B задовольняє умову (cEO1) означе-
ння 13.

Доведемо, що умова (cEO2) означення 13 для B також виконується.
Справдi, нехай для деякої базової мiнливої множини B′ маємо Bα@−→B

′

при всiх α ∈ A. Тодi, згiдно з твердженням 5, Bα⊂−→B
′ (∀α ∈ A). Отже,

за твердженням 13 (пункт 4), B =
←−⋃
α∈A
Bα⊂−→B

′. �

Наслiдок 4. Якщо iснує супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα, то

воно спiвпадає з вiдповiдним еволюцiйним об’єднанням, тобто:
←−∨
α∈A

Bα =
←−⋃
α∈A

Bα.

Доведення. Справдi, якщо для хронологiчно спорiдненої сiм’ї базових
мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) iснує супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα, то базова мiнлива множина B̃ =

←−∨
α∈A Bα задовольнятиме

умови твердження 14. �
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Як буде видно з наступного прикладу, на вiдмiну вiд еволюцiйного
об’єднання, супереволюцiйне об’єднання довiльної хронологiчно спорi-
дненої сiм’ї базових мiнливих множин iснує не завжди.

Приклад 2. Нехай системи абстрактних траєкторiй R0 = {r0}, R1 =
{r1} тi ж самi, що й в прикладi 1. Як було показано в прикладi 1, для
базових мiнливих множин

B0 := At (Rord,R0) ; B1 := At (Rord,R1)

справедливе еволюцiйне включення B0⊂−→B1. Отже, згiдно з твердже-

нням 13, пункт 5, B0
←
∪ B1 = B1. З iншої сторони супереволюцiйного

об’єднання B0
←
∨ B1 не iснує. Справдi, припустимо супротивне. Тодi,

згiдно з наслiдком 4, B0
←
∨ B1 = B0

←
∪ B1 = B1. Проте, як було показано

в прикладi 1, B0 6@−→B1. Отже, за означенням 13, B1 не може бути супе-
революцiйним об’єднанням B0 i B1. Одержана суперечнiсть доводить,
що супереволюцiйного об’єднання B0

←
∨ B1 не iснує.

Означення 14. Хронологiчно спорiднену сiм’ю базових мiнливих
множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) будемо називати еволюцiйно насиченою,
якщо: ⋃

α∈A
Ld (Bα) ⊆ Ld

(←−⋃
α∈A
Bα

)
. (14)

Зауваження 5. З означень 14 та 10 випливає, що хронологiчно спо-
рiднена сiм’я базових мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) є еволюцiйно
насиченою тодi i тiльки тодi, коли Bβ@−→

←−⋃
α∈A
Bα (∀β ∈ A).

Твердження 15. Супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα хронологiчно

спорiдненої сiм’ї базових мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) iснує
тодi i тiльки тодi, коли ця сiм’я є еволюцiйно насиченою.

Доведення. Припустимо, що супереволюцiйне об’єднання B =←−∨
α∈A Bα iснує. Тодi, за означенням 13, Bα@−→B (∀α ∈ A). Отже, за озна-

ченням 10, Ld (Bα) ⊆ Ld(B) (∀α ∈ A), тобто
⋃
α∈A Ld (Bα) ⊆ Ld(B).

Але, за наслiдком 4, B =
←−∨
α∈A Bα =

←−⋃
α∈A Bα. Отже,

⋃
α∈A Ld (Bα) ⊆

Ld
(←−⋃

α∈A Bα
)
.
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Навпаки, припустимо, що хронологiчно спорiднена сiм’я базових
мiнливих множин (Bα)α∈A (A 6= ∅) є еволюцiйно насиченою, тоб-
то виконується рiвнiсть (14). Покладемо B =

←−⋃
α∈A Bα. Згiдно (14),

Ld (Bα) ⊆ Ld(B) (∀α ∈ A). Отже, за означенням 10, Bα@−→B (∀α ∈ A).

Тому, згiдно з твердженням 14, супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα

iснує. �

Лема 1 (про властивостi еволюцiйної насиченостi). Нехай, (Bα)α∈A
(A 6= ∅) — довiльна хронологiчно спорiднена iндексована сiм’я базових
мiнливих множин.

1. Якщо iснує така базова мiнлива множина B̃, що для довiльного
iндексу α ∈ A справедливе включення Bα@−→B̃, то сiм’я (Bα)α∈A
є еволюцiйно насиченою.

2. Якщо Bα = B (∀α ∈ A), то сiм’я (Bα)α∈A є еволюцiйно насиче-
ною.

3. Якщо Bs (Bα)∩Bs (Bβ) = ∅ при умовi Bα 6= Bβ, то сiм’я (Bα)α∈A
є еволюцiйно насиченою.

4. Якщо сiм’я (Bα)α∈A є еволюцiйно насиченою i A1 ⊆ A, A1 6= ∅,
то пiдсiм’я (Bα)α∈A1

також є еволюцiйно насиченою.

Доведення. 1. Якщо Bα@−→B̃ (∀α ∈ A), то, згiдно з твердженням 14,

iснує супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα, а отже, за твердженням

15, сiм’я (Bα)α∈A є еволюцiйно насиченою.
2. Якщо Bα = B (∀α ∈ A), то, згiдно з твердженням 10, Bα@−→B

(∀α ∈ A). Тому за попереднiм пунктом, сiм’я (Bα)α∈A є еволюцiйно
насиченою.

3. Нехай, Bs (Bα) ∩ Bs (Bβ) = ∅ при умовi Bα 6= Bβ . Покладемо,
B :=

←−⋃
α∈A Bα. Нехай, L ∈

⋃
α∈A Ld (Bα). Тодi iснує iндекс α0 ∈ A та-

кий, що L ∈ Ld (Bα0
). Оскiльки, за означенням 12, Bα0

⊂−→
←−⋃
α∈A Bα = B,

то, за твердженням 9, L ∈ Ll(B). Доведемо, що L ∈ Ld(B). Припусти-
мо супротивне. Тодi iснує ланцюг L1 ∈ Ll(B) (L1 ⊆ Bs(B)) такий,
що L ⊂ L1. Розглянемо довiльний елементарно-часовий стан ω ∈ L1.
Оскiльки L — лiнiя долi Bα0

, то, згiдно з твердженням 2 i зауважен-
ням 1, L 6= ∅. Отже, iснує елементарно-часовий ω0 такий, що ω0 ∈ L.
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Оскiльки L ⊂ L1, то ω0 ∈ L1. Оскiльки L1 — ланцюг B i ω, ω0 ∈ L1,
то хоч одна з умов ω0←

B
ω або ω←

B
ω0 мусить виконуватись. Отже, за

наслiдком 2, iснує iндекс α1 ∈ A такий, що ω0 ←
Bα1

ω або ω ←
Bα1

ω0. Але,

оскiльки вiдношення Bs←
Bα1

дiє на множинi Bs (Bα1
), iз обох спiввiдно-

шень випливає, що ω, ω0 ∈ Bs (Bα1
). I, враховуючи, що, за умовою,

Bs (Bα) ∩ Bs (Bβ) = ∅ при Bα 6= Bβ , отримуємо, що Bα0
= Bα1

. Отже,
ω, ω0 ∈ Bs (Bα0). Таким чином, довiльний елемент ω ∈ L1 належить до
Bs (Bα0). Тому, L1 ⊆ Bs (Bα0). Доведемо, що для довiльних ω1, ω2 ∈ L1

спiввiдношення ω2←
B
ω1 виконується тодi i тiльки тодi, коли ω2 ←

Bα0

ω1.

Якщо ω1, ω2 ∈ L1 i ω2 ←
Bα0

ω1, то, за наслiдком 2, ω2←
B
ω1. Навпаки, не-

хай ω2←
B
ω1 (де ω1, ω2 ∈ L1). Оскiльки B =

←−⋃
α∈A Bα, то, за наслiдком

2, iснує iндекс α1 ∈ A такий, що ω2 ←
Bα1

ω1. Отже, оскiльки вiдношення

Bs←
Bα1

дiє на множинi Bs (Bα1
), то ω, ω0 ∈ Bs (Bα1

). I, враховуючи, що, за

умовою, Bs (Bα) ∩ Bs (Bβ) = ∅ при Bα 6= Bβ , отримуємо, що Bα0
= Bα1

.
Отже, ω2 ←

Bα0

ω1, що й треба було довести. Оскiльки, згiдно iз щойно

доведеним, бiнарнi вiдношення Bs←
B

та Bs←
Bα0

на множинi L1 спiвпадають, i

L1 є ланцюгом у B (вiдносно вiдношення Bs←
B
), то L1 також буде ланцю-

гом i у Bα0
(вiдносно вiдношення Bs←

Bα0

). Таким чином, припущення про

те, що L /∈ Ld(B) приводить до iснування ланцюга L1 ⊆ Bs (Bα0
) в Bα0

такого, що L ⊂ L1, що суперечить тому факту, що L ∈ Ld (Bα0). То-
му, L ∈ Ld(B). Отже, довiльна лiнiя долi L ∈

⋃
α∈A Ld (Bα) належить

до Ld(B). Тобто, за означенням 14, сiм’я базових мiнливих множин
(Bα)α∈A є еволюцiйно насиченою.

4. Якщо сiм’я (Bα)α∈A є еволюцiйно насиченою, то, за твердженням
15, iснує супереволюцiйне об’єднання B =

←−∨
α∈A Bα. Тому, за означе-

нням 13, для довiльного iндексу α ∈ A1 ⊆ A будемо мати, Bα@−→B.
Тому, згiдно з першим пунктом леми, пiдсiм’я (Bα)α∈A1

є еволюцiйно
насиченою. �

З твердження 13 i означення 13, враховуючи наслiдок 4, твердже-
ння 15 та лему 1, отримуємо наступне твердження.
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Твердження 16 (про властивостi супереволюцiйного об’єднання).
Нехай (Bi)i∈{1,2,3} та (Bα)α∈A (A 6= ∅) — двi еволюцiйно насиченi
сiм’ї базових мiнливих множин. Операцiя супереволюцiйного об’єдна-
ння має такi властивостi:

1. B1
←
∨ B2 = B2

←
∨ B1.

2. Якщо A = {α0}, то
←−∨
α∈A Bα = Bα0

.

3. Якщо множина iндексiв A розпадається на диз’юнктне об’єд-
нання непорожнiх множин iндексiв Aγ (γ ∈ G), тобто A =⊔
γ∈G Aγ то

←−∨
α∈A
Bα =

←−⋃
γ∈G

 ←−∨
α∈Aγ

Bα

 . (15)

Зокрема, якщо card (A) ≥ 2, то для довiльного α0 ∈ A має мiсце
рiвнiсть

←−∨
α∈A
Bα = Bα0

←
∪

 ←−∨
α∈A\{α0}

Bα

 , (16)

а у випадку A = {1, 2, 3} маємо рiвнiсть:(
B1
←
∨ B2

)←
∪ B3 = B1

←
∪
(
B2
←
∨ B3

)
= B1

←
∨ B2

←
∨ B3. (17)

4. Якщо, для деякої базової мiнливої множини B′, Bα⊂−→B
′ (для до-

вiльного α ∈ A), то
←−∨
α∈A Bα⊂−→B

′.

5. Якщо для деякого α0 ∈ A при всiх α ∈ A справедливе еволюцiйне
включення Bα⊂−→Bα0

то
←−∨
α∈A Bα = Bα0

. Зокрема B
←
∨ B = B для

довiльної базової мiнливої множини B.

Виявляється, що в пунктi 3 твердження 16 (точнiше, в рiвностях
(15),(16) та (17)) знак еволюцiйного об’єднання не можна замiнити на
знак супереволюцiйного об’єднання, крiм того, в пунктi 4 еволюцiйне
включення не можна замiнити на супереволюцiйне. I, як покаже на-
ступний приклад, незважаючи на те, що довiльна пiдсiм’я еволюцiйно
насиченої сiм’ї (Bα)α∈A базових мiнливих множин сама є еволюцiй-

но насиченою, сiм’я базових мiнливих множин
(
Bα0

,
(←−∨

α∈A\{α0} Bα
))
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при α0 ∈ A може бути вже не еволюцiйно насиченою (тобто суперево-
люцiйного об’єднання Bα0

←
∨
(←−∨

α∈A\{α0} Bα
)
, взагалi кажучи, може не

iснувати, незважаючи на те, що супереволюцiйне об’єднання
←−∨
α∈A Bα

iснує).

Приклад 3. Розглянемо лiнiйно упорядковану множину T = (T,≤),
де T = {0, 1, 2, 3} i ≤ — стандартний порядок на множинi натураль-
них чисел. Визначимо абстрактнi траєкторiї ri (i ∈ {1, · · · , 4}) з T в
множину M = {0, 1, 2} за допомогою наступних таблиць.

t r1(t)

0 1
1 0
2 0
3 0

t r2(t)

0 0
1 1
2 0
3 1

t r3(t)

0 0
1 0
2 1
3 2

t r4(t)

0 0
1 0
2 0
3 1

Таблиця 1. Таблиця 2. Таблиця 3. Таблиця 4.

Довiльна одноелементна множина траєкторiй Ri = {ri}, (i ∈
{1, · · · , 4}) є системою абстрактних траєкторiй з T в множину Mi, де
M1 =M2 =M4 = {0, 1}, M3 =M = {0, 1, 2}. Покладемо:

Bi := At (T,Ri) = At (T, {ri}) (i ∈ {1, · · · , 4}).

Сiм’я базових мiнливих множин (Bi)4i=1 є хронологiчно спорiдне-
ною. Доведемо, що ця сiм’я є еволюцiйно насиченою. Покладемо,

B :=
←−⋃4

i=1 Bi. Згiдно з твердженням 12,

B =

4←−⋃
i=1

Bi =
4←−⋃
i=1

At (T, {ri}) = At (T, {r1, r2, r3, r4}) . (18)

Згiдно з означенням 12 (пункт (EO1)):

Bi⊂−→

4←−⋃
j=1

Bj = B (i ∈ {1, . . . , 4}). (19)

Необхiдно довести включення:
4⋃
i=1

Ld (Bi) ⊆ Ld (B) . (20)
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Оскiльки довiльна система абстрактних траєкторiй Ri (i ∈ {1, . . . , 4})
складається лише з однiєї траєкторiї ri, то всi Ri є системами iндивi-
дуальних траєкторiй. Отже, за [9, теорема 3.2],

Ld (Bi) = Ld (At (T,Ri)) = Ri = {ri} (i ∈ {1, . . . , 4}). (21)

Враховуючи (18) та твердження 1, для довiльного i ∈ {1, . . . , n} маємо:

ri ∈ Ll (At (T, {r1, r2, r3, r4})) = Ll(B) (i ∈ {1, . . . , 4}).

Оскiльки кожна траєкторiя ri визначена на всiй множинi T =
{0, 1, 2, 3}, де згiдно з рiвнiстю (18), T = Tm(B), то її не можна
“розширити” в B, додаючи до областi визначення новi моменти ча-
су t ∈ Tm(B). Тому ri ∈ Ld(B) (i ∈ {1, . . . , 4}). Отже,

⋃4
i=1 Ld (Bi) =⋃4

i=1 {ri} ⊆ Ld(B). Включення (20) доведено.
Отже, за означенням 14, сiм’я базових мiнливих множин (Bi)4i=1 =

(At (T, {ri}))4i=1 є еволюцiйно насиченою. Тому, згiдно з твердженням

15, iснує супереволюцiйне об’єднання
←−∨ 4

i=1 Bi, причому, за наслiдком

4,
←−∨ 4

i=1 Bi =
←−⋃ 4

i=1 Bi = B. Тому

Bi@−→B (i ∈ {1, . . . , 4}). (22)

Покладемо:

B0 :=

3←−∨
i=1

Bi = B1
←
∨ B2

←
∨ B3,

i доведемо, що B0 6@−→B.
Згiдно з теоремою 1, для довiльного i ∈ {1, . . . , 4} мають мiсце рiв-

ностi:

Bs (Bi) = Bs (At (T, {ri})) = ri; (23)
Bs←
Bi

=
{
(ω2, ω1) ∈ r×2i | (tm (ω1) ≤ tm (ω2))

}
. (24)

Покладемо:

w1 := (0, 0) , w2 := (1, 0) , w3 := (2, 0) , w4 := (3, 0) ,
w5 := (0, 1) , w6 := (1, 1) , w7 := (3, 1) , w8 := (2, 1) ,
w9 := (3, 2) .

W := {w1,w2, . . . ,w9} .
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Тодi, враховуючи рiвностi (23),(24) отримуємо:

Bs (B1) = r1 = {w5,w2,w3,w4} ; Bs (B2) = {w1,w6,w3,w7} ;
Bs (B3) = {w1,w2,w8,w9} ; Bs (B4) = {w1,w2,w3,w7} ;

(25)

Bs←
B1

= diag (Bs (B1)) ∪ {(w2,w5) , (w3,w5) , (w3,w2)}∪
∪{(w4,w5) , (w4,w2) , (w4,w3)}

(де diag(K) = {(ω, ω) | ω ∈ K} , K – довiльна множина);
Bs←
B2

= diag (Bs (B2)) ∪ {(w6,w1) , (w3,w1) , (w3,w6)}∪
∪{(w7,w1) , (w7,w6) , (w7,w3)} ;

Bs←
B3

= diag (Bs (B3)) ∪ {(w2,w1) , (w8,w1) , (w8,w2)}∪
∪{(w9,w1) , (w9,w2) , (w9,w8)} ;

Bs←
B4

= diag (Bs (B4)) ∪ {(w2,w1) , (w3,w1) , (w3,w2)}∪
∪{(w7,w1) , (w7,w2) , (w7,w3)} .

(26)

Отже, згiдно з наслiдком 4, наслiдком 2 та рiвнiстю (2):

Bs (B0) = Bs

 3←−⋃
i=1

Bi

 =

3⋃
i=1

Bs (Bi) = {w1, . . . ,w9} = W; (27)

Bs (B0) = {bs (ω) | ω ∈ Bs (B0)} = {0, 1, 2} =M ;

Bs←−−−
B0

=
Bs←−−−
3←−⋃
i=1
Bi

=

3⋃
i=1

(
Bs←
Bi

)
= diag(W)∪

∪{(w2,w5) , (w3,w5) , (w3,w2) , (w4,w5) , (w4,w2) , (w4,w3) ,

(w6,w1) , (w3,w1) , (w3,w6) , (w7,w1) , (w7,w6) , (w7,w3) ,

(w2,w1) , (w8,w1) , (w8,w2) , (w9,w1) , (w9,w2) , (w9,w8)} (28)

Розглянемо множину L0 = {w1,w2,w3} ⊆ Bs (B0). Iз спiввiдноше-
ння (28) випливає, що для wi,wj ∈ L0 (i, j ∈ {1, 2, 3}) умова wj←

B0

wi

виконується тодi i тiльки тодi, коли i ≤ j тому (оскiльки стандартний
порядок натуральних чисел на множинi {1, 2, 3} є лiнiйним) множина
L0 = {w1,w2,w3} є ланцюгом в B0. Доведемо, що L0 є лiнiєю долi B0.
Припустимо супротивне. Тодi у множинi Bs (B0) iснує ланцюг L1 та-
кий, що L0 ⊂ L1. Згiдно з [9, твердження 3.5], L0 та L1 є абстрактними
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траєкторiями з Tm (B0) = T = {0, 1, 2, 3} в Bs (B0) = {0, 1, 2}. Оскiль-
ки D (L0) = {0, 1, 2}, то строге включення L0 ⊂ L1 може виконуватись
лише за умови D (L1) = {0, 1, 2, 3} = T. Тому можливими є лише такi
три випадки L1(3) = 0, L1(3) = 1, L1(3) = 2. Проте:

Випадок 1 (L1(3) = 0) є неможливим, оскiльки в цьому випадку
w1,w4 ∈ L1 (w1 ∈ L0 ⊂ L1), де, згiдно (28), w4 66←

B0

w1 i w1 66←
B0

w4.

Випадок 2 (L1(3) = 1) є неможливим, оскiльки в цьому випадку
w2,w7 ∈ L1 (w2 ∈ L0 ⊂ L1), де, згiдно (28), w2 66←

B0

w7 i w7 66←
B0

w2.

Випадок 3 (L1(3) = 2) є неможливим, оскiльки в цьому випадку
w3,w9 ∈ L1 (w3 ∈ L0 ⊂ L1), де, згiдно (28), w3 66←

B0

w9 i w9 66←
B0

w3.

Отже, жоден з перелiчених випадкiв не є можливим. Тому зробле-
не припущення помилкове, тобто L0 ∈ Ld (B0). Проте, L0 /∈ Ld(B),
оскiльки, згiдно (21) та (20) r4 ∈ {r4} = Ld (B4) ⊆ Ld(B) i при цьому
r4 ⊃ L0.

Таким чином, L0 ∈ Ld (B0) i L0 /∈ Ld(B). Тобто,
←−∨ 3

i=1 Bi = B0 6@−→B.
Отже, в пунктi 4 твердження 16 знак “⊂−→” не можна замiнити на знак

“@−→” (оскiльки, згiдно (22), Bi@−→B (i ∈ {1, 2, 3}), але
←−∨ 3

i=1 Bi 6@−→B). Крiм

того, сiм’я з двох базових мiнливих множин
(←−∨ 3

i=1 Bi, B4
)

не є ево-

люцiйно насиченою, згiдно iз зауваженням 5. Тому супереволюцiйного

об’єднання
(←−∨ 3

i=1 Bi
)
←
∨ B4 не iснує, хоча iснує об’єднання

←−∨ 4

i=1 Bi,

причому, згiдно з твердженням 16,
←−∨ 4

i=1 Bi =
(←−∨ 3

i=1 Bi
)
←
∪ B4.

4. Про iснування еволюцiйних розширень
базових мiнливих множин.

Теорема 3. Нехай B — базова мiнлива множина, i R — система
абстрактних траєкторiй з Tm(B) в M .

Тодi базова мiнлива множина B̃ = B
←
∪ At (Tm(B),R) є еволюцiй-

ним розширенням B таким, що R ⊆ Ll
(
B̃
)
.

Доведення. Щоб переконатись у правильностi теореми досить скори-
статись твердженням 1, означенням 12 та твердженням 9. �
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Означення 15. Систему абстрактних траєкторiй R з T в M будемо
називати:

• Еволюцiйно насиченою, якщо R ⊆ Ld (At (T,R)).

• Еволюцiйно насиченою вiдносно базової мiнливої множини B,
якщо:

1) Tm(B) = T;

2) Ld(B) ∪R ⊆ Ld
(
B
←
∪ At (T,R)

)
.

Твердження 17.

1. Якщо система абстрактних траєкторiй R еволюцiйно насиче-
на вiдносно базової мiнливої множини B, то вона є еволюцiйно
насиченою.

2. Якщо система абстрактних траєкторiй R з T в M є еволюцiй-
но насиченою i при цьому

(⋃
r∈R r

)
∩ Bs(B) = ∅ де B — базова

мiнлива множина така, що Tm(B) = T, то R є еволюцiйно
насиченою вiдносно B.

Доведення. 1. Нехай, система абстрактних траєкторiй R з T в M
еволюцiйно насичена вiдносно базової мiнливої множини B. Тодi, за
означенням 15, Tm(B) = T.

Згiдно з твердженням 1, довiльна траєкторiя r ∈ R належить до
Ll (At (T,R)). Припустимо, що r не є лiнiєю долi в At (T,R). Тодi iснує
ланцюг L ∈ Ll (At (T,R)) такий, що r ⊂ L. Оскiльки, за означенням 12,
At (T,R) ⊂−→B

←
∪At (T,R), то, за твердженням 9, L ∈ Ll

(
B
←
∪ At (T,R)

)
.

Отже, в базовiй мiнливiй множинi B
←
∪ At (T,R) iснує ланцюг L ∈

Ll
(
B
←
∪ At (T,R)

)
такий, що r ⊂ L. Тому r /∈ Ld

(
B
←
∪ At (T,R)

)
. Про-

те, з iншої сторони, оскiльки R еволюцiйно насичена вiдносно B, за
означенням 15, спiввiдношення r ∈ Ld

(
B
←
∪ At (T,R)

)
для траєкто-

рiї r ∈ R мусить виконуватись. Отримана суперечнiсть показує, що
r ∈ Ld (At (T,R)) (∀r ∈ R). Тому система траєкторiй R є еволюцiйно
насиченою.

2. Нехай, система абстрактних траєкторiй R з T в M є еволюцiйно
насиченою i при цьому

(⋃
r∈R r

)
∩Bs(B) = ∅ де Tm(B) = T. Тодi, згiдно
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з теоремою 1, Bs (At (T,R)) ∩ Bs(B) =
(⋃

r∈R r
)
∩ Bs(B) = ∅. Отже, за

лемою 1 (пункт 3), сiм’я з двох базових мiнливих множин (B, At (T,R))
є еволюцiйно насиченою. Тому, за означенням 14, Ld (At (T,R)) ∪
Ld(B) ⊆ Ld

(
B
←
∪ At (T,R)

)
. Оскiльки система траєкторiй R є ево-

люцiйно насиченою, то, за означенням 15, R ⊆ Ld (At (T,R)). Отже,
R ∪ Ld(B) ⊆ Ld (At (T,R)) ∪ Ld(B) ⊆ Ld

(
B
←
∪ At (T,R)

)
, що, за озна-

ченням 15, означає, що система траєкторiй R є еволюцiйно насиченою
вiдносно B. �

Теорема 4. Нехай B — базова мiнлива множина, i R — система
абстрактних траєкторiй з Tm(B) вM , еволюцiйно насичена вiдносно
B.

Тодi базова мiнлива множина B̃ = B
←
∪ At (Tm(B),R) є суперево-

люцiйним розширенням B таким, що R ⊆ Ld
(
B̃
)
.

Доведення. Покладемо, B̃ = B
←
∪At (Tm(B),R). Згiдно з твердженням

12:

B̃ =B
←
∪ At

(
Tm(B),

⋃
r∈R
{r}

)
= B

←
∪
←−⋃
r∈R
Br, (29)

де Br = At (Tm(B), {r}) (r ∈ R).

Оскiльки для довiльного r ∈ R однотраєкторна система Rr = {r}
є системою iндивiдуальних траєкторiй в сенсi [9, означення 3.3], то
згiдно з [9, теорема 3.2], Ld (Br) = {r} (∀ r ∈ R). Отже, беручи до
уваги означення 15, та рiвнiсть (29) отримуємо:

Ld(B) ∪
⋃
r∈R

Ld (Br) = Ld(B) ∪
⋃
r∈R
{r} = Ld(B) ∪R ⊆

⊆ Ld
(
B
←
∪ At (Tm(B),R)

)
= Ld

(
B̃
)
= Ld

(
B
←
∪
←−⋃
r∈R
Br

)
. (30)

Тому, згiдно з твердженням 15, iснує супереволюцiйне об’єднання←−∨
α∈A Bα, де A = R

⊔
{α0}, Bα0

= B i α0 — довiльний iндекс такий, що
α0 /∈ R (наприклад в якостi α0 можна взяти довiльний елемент завi-
домо непорожньої множини 2R \ R). Згiдно з наслiдком 4 та рiвнiстю
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(29):
←−∨
α∈A
Bα =

←−⋃
α∈A
Bα = Bα0

←
∪
←−⋃
r∈R
Br = B

←
∪
←−⋃
r∈R
Br = B̃.

Отже, за означенням 13, B = Bα0
@−→B̃. Тобто B̃ є супереволюцiйним

розширенням B. При цьому, згiдно з (30), R ⊆ Ld(B)∪R ⊆ Ld
(
B̃
)
. �
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