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We establish conditions for the one-valued solvability of the non-local
boundary value problem with one parameter for a differential equation with
the differential operator B = (z1 ∂/∂z1, . . . , zp ∂/∂zp) in the Hörmander
Hilbert spaces. The latter consist of functions of several complex variables
and form a refined Sobolev scale. We prove the metric-type theorems about
lower estimations of small denominators, which arise in the construction of
the solution to this ill-posed problem. It follows from these theorems that
the problem is one-valued solvable for almost all vectors composed of the
coefficients of the equation and the parameter in the boundary conditions.

Встановлено умови однозначної розв’язностi нелокальної крайової за-
дачi з одним параметром для диференцiального рiвняння з операто-
ром диференцiювання B = (z1 ∂/∂z1, . . . , zp ∂/∂zp) у гiльбертових прос-
торах Хермандера. Останнi складаються з функцiй багатьох компле-
ксних змiнних i утворюють уточнену соболєвську шкалу. Доведено те-
ореми метричного характеру про оцiнки знизу малих знаменникiв, що
виникли при побудовi розв’язку цiєї некоректної задачi. З них випли-
ває її однозначна розв’язнiсть для майже всiх векторiв, складених з
коефiцiєнтiв рiвняння та параметра нелокальних умов.
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1. Вступ
В останнi роки посилюється iнтерес до розширення i поглиблення
дослiджень задач для рiвнянь i систем диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними у рiзних класах функцiональних просторiв,
зокрема у просторах, для яких показником гладкостi їх елементiв слу-
жить не числовий, а деякий функцiональний параметр [1, 2]. Широкi
класи таких просторiв були введенi i систематично вивченi Л. Хер-
мандером [3]. Частинним випадком цих просторiв є сiм’я гiльбертових
просторiв, у яких числовий параметр задає основну гладкiсть, а функ-
цiональний параметр (повiльно змiнна на нескiнченностi функцiя) виз-
начає допомiжну гладкiсть. Ця сiм’я функцiональних просторiв носить
назву уточненої соболєвської шкали.

Ще одним з важливих напрямкiв розвитку сучасної теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними є дослiдження задач з
нелокальними крайовими умовами та встановлення умов їх корект-
ностi i розв’язностi. У шкалах соболєвських просторiв такi нелокальнi
задачi у дiйснiй областi розглядалися багатьма авторами [4, 5, 6, 7].

Iнтерес представило поширення результатiв теорiї нелокальних за-
дач для дифференцiальних рiвнянь i систем рiвнянь з частинними по-
хiдними на класи гiльбертових просторiв Хермандера, якi утворюють
уточнену соболєвську шкалу у разi функцiй комплексних змiнних.

Праця [8] присвячена дослiдженню у соболєвськiй шкалi просторiв
функцiй багатьох комплексних змiнних задачi з нелокальними двоточ-
ковими умовами для рiвняння з частинними похiдними з оператором
диференцiювання B = (B1, . . . , Bp), де оператор узагальненого дифе-
ренцiювання Bj ≡ zj ∂/∂zj , j = 1, . . . , p, дiє за комплексною змiнною
zj . Дана робота поширює результати роботи [8] з шкали соболєвських
просторiв на уточнену шкалу Соболєва. Встановлено умови iснування
та єдиностi розв’язку задачi у вiдповiдному функцiональному просто-
рi Хермандера, доведено метричнi теореми про оцiнки знизу малих
знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язку задачi.

2. Введення основних позначень
та постановка задачi

Введемо наступнi позначення: S однозв’язна область проколотої у нулi
комплексної площини, тобто S ⊂ C \ {0}, а Dp —цилiндрична область
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[0, T ]× Sp, де T > 0, p ≥ 2.
Нехай W—лiнiйний простiр кратних скiнченних сум вигляду

P (z) =
∑
k

Pkz
k =

∑
k1

. . .
∑
kp

Pk1,...,kpz
k1
1 . . . zkpp ,

де z=(z1, . . . , zp)∈Sp, Pk —комплекснi коефiцiєнти, k=(k1, . . . , kp)∈Zp.
Елементи цього простору є многочленами 2p комплексних змiнних z1,
. . . , zp, z−1

1 , . . . , z−1
p , також вони є дробово-рацiональними функцiями

векторної змiнної z.
Простiр W′ спряжений з простором W; це простiр узагальнених

функцiй (лiнiйних неперервних функцiоналiв), якi є формальними ря-
дами Лорана

Q(z) =
∑
k∈Zp

Qkz
k,

що дiють на основну функцiю P ∈W за правилом

〈Q,P 〉 =
∑
k

QkP k.

Позначимо черезM1 множину всiх повiльно змiнних на ∞ за Ка-
раматою функцiй, тобто множину таких функцiй ψ, для яких

lim
t→∞

ψ(λt)

ψ(t)
= 1 для кожного λ > 0.

Наведемо приклади повiльно змiнних функцiй.

Приклад 1. ψ(t) = r(t), де r(t) = (ln t)r1(ln ln t)r2 . . . (ln . . . ln t)rk при
t > 1 для k ∈ N дiйсних чисел r1, r2, . . . , rk.

Приклад 2. ψ(t) = exp r(t) при t � 1, де функцiя r(t) задається
формулою з прикладу 1 при r1 < 1.

Приклад 3. ψ(t) = (ln t)m(t), де m(t) = α+ β sin lnγ t при t > 1, числа
α, β, γ є дiйсними, причому β 6= 0, 0 < γ < 1.

Приклад 4. ψ(t) = ts(t), де s(t)=α(ln t)−β sin lnγ t при t > 1, числа α,
β, γ є дiйсними, причому α 6=0, 0 < γ < β < 1.

Приклад 5. ψ ≡ 1.
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Позначимо через M множину всiх вимiрних за Борелем на пiвосi
[1,∞) функцiй ψ : [1,∞) → (0,∞) з M1 таких, що функцiї ψ i 1/ψ
обмеженi на кожному вiдрiзку [1; b], де 1 < b <∞.

Введемо шкалу просторiв {Hψ
q (Sp)}q∈R, ψ∈M. Нехай Hψ

q (Sp),
q ∈ R, ψ ∈M, — гiльбертiв простiр функцiй v = v(z) з простору W′ iз
заданим в ньому скалярним добутком

(v, w)Hψ
q (Sp) =

∑
k∈Zp

k̃2qψ2(k̃)vkw̄k,

де k̃ =
√

1 + k2
1 + . . .+ k2

p, який стандартним чином породжує норму

‖v‖2
Hψ
q (Sp)

= (v, v)Hψ
q (Sp). У шкалi {Hψ

q (Sp)}q∈R,ψ∈M числовий пара-
метр q визначає основну (степеневу) гладкiсть, а функцiональний па-
раметр ψ—допомiжну гладкiсть, тобто параметр ψ уточнює основну
q-гладкiсть.

В частинному випадку при ψ ≡ 1 простiр Hψ
q (Sp) спiвпадає з собо-

лєвським простором Hq(Sp), який використовувався у роботi [8]. Для
будь-якого ε > 0 справедливими є неперервнi вкладення

W ⊂ Hq+ε(Sp) ↪→ Hψ
q (Sp) ↪→ Hq−ε(Sp) ⊂W′.

Варто вiдмiтити, що в силу властивостей повiльно змiнних функцiй
[1] для кожного ψ ∈ M iснує додатна функцiя ψ∞∈C∞

(
[1;∞)

)
∩M

така, що ψ(t) � ψ∞(t) на пiвосi [1;∞), i отже, простори Hψ
q (Sp) i

Hψ∞
q (Sp) рiвнi з точнiстю до еквiвалентностi норм (запис ψ � ψ∞ озна-

чає, що обидвi функцiї
ψ

ψ∞
i
ψ∞
ψ

обмеженi на променi [1;∞)). Таким

чином, можна обмежитися нескiнченно-диференцiйовними функцiями
у множинiM.

Зауважимо, що для довiльних функцiй ψ,ψ1 ∈ M їх добуток ψψ1

є також функцiєю з класуM [1] та для будь-якого ε > 0 виконується
неперервне i щiльне вкладення Hψ1

q+ε(Sp) ↪→ Hψ
q (Sp), а також справед-

ливим є твердження, що функцiя ψ(t)/ψ1(t) обмежена в околi нескiн-
ченностi тодi i тiльки тодi, коли Hψ1

q (Sp) ↪→ Hψ
q (Sp).

Введемо шкалу просторiв {Hnψ
q (Dp)}q∈R, ψ∈M для функцiй з облас-

тi Dp, де Hnψ
q (Dp), n∈Z+, — банахiв простiр функцiй u = u(t, z) таких,

що похiднi

∂ru(t, z)

∂tr
=
∑
k∈Zp

u
(r)
k (t)zk, r = 0, 1, . . . , n,
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для кожного t ∈ [0, T ] належать до просторiв Hψ
q−r(Sp) вiдповiдно i

неперервнi за t у цих просторах. Квадрат норми у просторi Hnψ
q (Dp)

дає формула

‖u‖2
Hnψ
q (Dp)

=

n∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2

Hψ
q−r(Sp)

.

У просторi W′ запровадимо оператори узагальненого диференцiю-
вання Bj ≡ zj ∂/∂zj , а також степенi даних операторiв B0

ju ≡ u,
Blju = Bj(B

l−1
j u) (j = 1, . . ., p, l = 1, . . ., n), а також вiдмiтимо, що

Bj(z
k) = kjz

k. З операторiв B1, . . ., Bp складемо векторний оператор
B = (B1, . . . , Bp) i позначимо Bs = Bs11 . . . B

sp
p .

Введемо функцiї ωj : R→ [0,+∞] наступним чином:

ωj(r)=
∑
k∈Zp

k̃−pψ−rj (k̃), j = 1, 2, (1)

де ψj ∈ M, число r ∈ R та ω1

(
2/(n− 1)

)
< ∞, ω2(2) < ∞. Функцiї ψ1

та ψ2 з такими властивостями iснують i зокрема, можуть бути взятi з
прикладу 1. Якщо справджується спiввiдношення ψ1ψ2 = ψn2 , то умови
ω1

(
2/(n− 1)

)
<∞, ω2(2) <∞ виконуються одночасно.

Позначимо OR —круг радiуса R iз центром у початку координат
комплексної площини C.

В областi Dp розглянемо задачу з нелокальними умовами для ди-
ференцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Lu = L
( ∂
∂t
,B
)
u =

∑
s0+|s|≤n

as0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= f, (2)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= ϕm, m = 0, 1, . . . , n− 1, (3)

де s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1 + . . . + sp, as0,s ∈ C, an,0 = 1, µ ∈ C,
ϕ0 = ϕ0(z), ϕ1 = ϕ1(z), . . . , ϕm−1 = ϕm−1(z), f = f(t, z) — заданi
функцiї, а u = u(t, z) —шукана функцiя.

Означення. Пiд розв’язком задачi (2), (3) будемо розумiти функцiю
u = u(t, z) iз значеннями u(t, ·) у просторi W′ для t ∈ [0, T ], яка задо-
вольняє рiвняння (2) i умови (3) та належить до простору Hnψ

q (Dp).
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Розв’язок задачi (2), (3) можна представити у виглядi суми

u = v + w, (4)

де v=v(t, z) —розв’язок задачi для однорiдного рiвняння, а w=w(t, z) —
розв’язок вiдповiдної задачi з однорiдними крайовими умовами. Таким
чином, задача (2), (3) зводиться до двох задач, якi розглянемо у нас-
тупних параграфах.

3. Умови розв’язностi задачi для
однорiдного рiвняння

В областi Dp розглянемо задачу з двоточковими нелокальними умо-
вами (3) для однорiдного диференцiально-операторного рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами

Lu =
∑

s0+|s|≤n

as0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= 0. (5)

Для встановлення достатнiх умов на функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1, за
яких обернений оператор задачi (5), (3), що вiдображає їх у функцiю
u—розв’язок даної задачi з простору Hnψ

q (Dp), iснує та є неперервним
в уточненiй шкалi Соболєва, використовуємо метричний пiдхiд [6].

Розглядаємо множину задач (5), (3), що параметризується коефiцi-
єнтами as0,s рiвняння (5). Вважаємо, що всi коефiцiєнти as0,s розгля-
даються у крузi OA ⊂ C, параметр µ— у крузi OM ⊂ C, де A та M —
додатнi фiксованi числа. Для обчислення мiр множин комплексних чи-
сел, ототожнюємо простiр C з дiйсним простором R2 з плоскою мiрою
Лебега.

Розв’язок задачi (5), (3) шукаємо у виглядi ряду

u(t, z) =
∑
k∈Zp

uk(t)zk, (6)

де коефiцiєнти uk(t) —невiдомi функцiї, якi треба визначити.
Запишемо оператор L з рiвняння (5) у виглядi одинарної суми

L
( ∂
∂t
,B
)

=
∂n

∂tn
+

n∑
j=1

bj(B)
∂n−j

∂tn−j
,
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де

bj(B)=

j∑
|s|=0

an−j,sB
s, j=1, . . . , n.

Функцiя uk = uk(t) з формули (6) для кожного k ∈ Zp є класичним
розв’язком такої задачi для звичайного диференцiального рiвняння:

u
(n)
k +

n∑
j=1

bj(k)u
(n−j)
k = 0, (7)

µu
(m)
k

∣∣
t=0
− u(m)

k

∣∣
t=T

= ϕmk, m = 0, 1, . . . , n− 1, (8)

де

bj(k) =

j∑
|s|=0

an−j,sk
s,

а ϕmk є коефiцiєнтами Фур’є функцiй ϕm, тобто ϕmk = 〈ϕm(z), zk〉 та

ϕm(z) =
∑
k∈Zp

ϕmkz
k.

Якщо для якогось k iснує нетривiальний розв’язок ûk = ûk(t) одно-
рiдної задачi (7), (8), то iснує безлiч таких розв’язкiв ûk, а однорiдна
задача (5), (3) також має нетривiальнi розв’язки, якi визначає фор-
мула û(t, z) = ûk(t)zk. Тому єдинiсть розв’язку uk задачi (7), (8) у
просторi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Zp є необхiдною i достатньою умовою
єдиностi розв’язку задачi (5), (3) у просторi W′.

Побудуємо розв’язок задачi (7), (8). Для цього подамо коефiцiєнти
bj(k), j = 0, 1, . . . , n, рiвняння (7) у виглядi bj(k) = k̃j b̃j(k). Величини
b̃j(k), як i коефiцiєнти bj(k), лiнiйно залежать вiд параметрiв an−j,s,
якi у рiвняннi (5) є коефiцiєнтами при

Bs
∂n−ju

∂tn−j
, |s| ≤ j,

i рiвномiрно обмеженi за k, j i as0,s. Тому для величини b̃j(k) можна
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записати такi рiвномiрнi нерiвностi: для тих k 6= 0 при яких k̃ 6=
√

2

|b̃j(k)| ≤ max
|s|≤j

|an−j,s|
1

k̃j

j∑
|s|=0

|ks| ≤ A
j∑

σ=0

1

k̃j−σ

∑
|s|=σ

p∏
l=1

(
|kl|
k̃

)sl
≤

≤ A
j∑

σ=0

k̃σ−j
∑
|s|=σ

1 = A

j∑
σ=0

k̃σ−jCσσ+p−1 ≤ AC
j
p+j ,

|b̃j(k)| = |an−j,0| ≤ A при k = 0, а для тих k, при яких k̃ =
√

2

|b̃j(k)| ≤ (j + 1)2−j/2A ≤ 3

2
A.

Нехай величини λ1(k), . . . , λn(k) є коренями многочлена

Pk(λ) =

n∏
j=1

(λ− λj(k)) = λn +

n∑
j=1

b̃j(k)λn−j .

Вони є неперервними функцiями вiд as0,s, обмеженими, зокрема [9]

|λj(k)| ≤ 1 + max{|b̃1(k)|, . . . , |b̃n(k)|} < A1 = 1 + Cnp+nA. (9)

Очевидно, що γj = k̃λj(k) є коренями характеристичного рiвняння

L(γ, k) = γn + b1(k)γn−1 + . . .+ bn(k) = 0

для диференцiального рiвняння (7).
Позначимо через K∆ множину тих k ∈ Zp, при яких многочлен

Pk(λ) має кратнi коренi. Ця множина залежить вiд коефiцiєнтiв as0,s
рiвняння (5).

У випадку рiзних коренiв λ1(k), . . . , λn(k), тобто k ∈ Zp \ K∆, за-
гальний розв’язок рiвняння (7) має вигляд

uk(t) =

n∑
l=1

Ckle
k̃λl(k)t, (10)

де Ckl —довiльнi комплекснi сталi з простору Cn[0, T ].
Якщо функцiї uk(t) є класичним розв’язком задачi (7), (8), то чис-

ла C̃kl = (µ − ek̃λl(k)T )Ckl, l = 1, . . . , n, утворюють розв’язок системи
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лiнiйних алгебричних рiвнянь
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
λ2

1 λ2
2 . . . λ2

n

. . . . . . . . . . . .
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n



C̃k1

C̃k2

C̃k3

. . .

C̃kn

 =


ϕ0k

ϕ1k/k̃

ϕ2k/k̃
2

. . .

ϕn−1,k/k̃
n−1

 (11)

з невиродженою матрицею Вандермонда (λα−1
j )nj,α=1 i навпаки, якщо

C̃k1, C̃k2, . . . , C̃kn утворюють розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (11) i числа

Ckl = C̃kl/(µ− ek̃λl(k)T )

iснують, то функцiя uk(t), що визначається формулою (10), є розв’яз-
ком задачi (7), (8). Розв’язавши систему (11) за правилом Крамера,
одержимо

C̃kl =

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
k̃−jϕjk, l = 1, . . . , n, k ∈ Zp \K∆,

де
∆(k) =

∏
1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k)) 6= 0

є визначник Вандермонда, а ∆jl(k) —його вiдповiднi алгебричнi до-
повнення.

Для того, щоб задача (7), (8) мала єдиний розв’язок у просторi
Cn[0, T ] необхiдно i достатньо, щоб для кожного k ∈ Zp \K∆ викону-
валась умова

µ /∈ {ek̃λ1(k)T , . . . , ek̃λn(k)T }.
Звiдси для довiльних m ∈ Z, k ∈ Zp \K∆ i l = 1, . . . , n випливає, що

λl(k) 6= lnµ− i2πm
k̃T

.

У протилежному ж випадку, коли µ=ek̃λl(k)T для деяких k та l, iснує
таке число m∈Z, що

λl(k) =
lnµ− i2πm

k̃T
.



Про розв’язнiсть нелокальної крайової задачi... 163

Таким чином, справедливою є рiвнiсть

(lnµ− i2πm)n

Tnk̃n
+

n∑
j=1

b̃j(k)
(lnµ− i2πm)n−j

Tn−j k̃n−j
= 0

чи еквiвалентна їй рiвнiсть

(lnµ− i2πm)n +

n∑
j=1

bj(k)T j(lnµ− i2πm)n−j = 0. (12)

У випадку кратних коренiв загальний розв’язок рiвняння (7) також
буде мати вигляд (10), але замiсть коефiцiєнтiв Ckl будуть многочлени
Ckl(t) степеня на одиницю меншого вiд кратностi кореня λl(k). Тому
розв’язнiсть у цiлих числах m i k1, . . . , kp рiвняння (12) є умовою не-
єдиностi розв’язку задачi (5), (3) у просторi W′ i для цього випадку.

Сформулюємо теорему єдиностi розв’язку задачi (5), (3) у просторi
W′, доведення якої наведено у роботi [8].

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (5), (3) у просторi W′

необхiдно i достатньо, щоб рiвняння (12) не мало розв’язкiв у цiлих
числах m i k1, . . . , kp.

В умовах цiєї теореми для довiльного k ∈ Zp розв’язок uk(t) задачi
(7), (8) iснує, а при k ∈ Zp \K∆ має вигляд

uk(t) =

n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jϕjk. (13)

Оцiнимо квадрат абсолютної величини похiдної по t порядку r даної
функцiї

|u(r)
k (t)|2≤ n3

|∆(k)|2
max
j,l
|∆jl(k)|2 max

1<l<n

∣∣∣∣ |λl(k)|2rek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣2 n−1∑
j=0

|k̃r−jϕjk|2.

З теореми 1 отримаємо iснування єдиного розв’язку задачi (5), (3)
з простору W′, який за формулами (6) i (13) має вигляд ряду

u(t, z) =
∑
k∈K∆

uk(t)zk+

+
∑

k∈Zp\K∆

n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)

ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T
k̃−jϕjkz

k.

(14)



164 В. С. Iлькiв, Н. I. Страп

Оскiльки ∆jl(k) — визначники порядку n− 1, що мають обмеженi еле-
менти, якi є степенями чисел λ1, . . . , λn, то з (9) маємо

|∆jl(k)| < (n− 1)!A
n(n−1)/2
1 . (15)

Сформулюємо i доведемо теорему iснування та єдиностi розв’язку
задачi (5), (3) у просторi Hnψ

q (Dp).

Теорема 2. Нехай задача (5), (3) має єдиний розв’язок у просто-
рi W′, тобто справджуються умови теореми 1, та для всiх (крiм
скiнченного числа) векторiв k ∈ Zp виконуються нерiвностi

|∆(k)| ≥ ψ̃−1
1 (k̃)k̃−η1 , (16)

∣∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣ ≤ ψ̃2(k̃)k̃η2 , l = 1, . . . , n, (17)

для деяких дiйсних чисел η1, η2 та функцiй ψ̃1 i ψ̃2 з M. Якщо

ϕ0 ∈ Hψ̂
q+γ(Sp), ϕ1 ∈ Hψ̂

q−1+γ(Sp), . . . , ϕn−1 ∈ Hψ̂
q−n+1+γ(Sp),

де γ = η1 + η2, ψ̂ = ψψ̃1ψ̃2, то iснує єдиний розв’язок задачi (5), (3)
з простору Hnψ

q (Dp), який неперервно залежить вiд функцiй ϕ0, ϕ1,
. . . , ϕn−1.

Доведення. Позначимо через K скiнченну множину тих k ∈ Zp, для
яких не виконується хоча б одна з нерiвностей (16) або (17), i в за-
писi розв’язку (14) замiнимо множину K∆ на скiнченну множину K.
Оскiльки ∆(k) = 0 для k ∈ K∆, то K∆ ⊂ K.

З умов теореми маємо iснування розв’язку uk задачi (7), (8) з прос-
тору Cn[0, T ], причому з оцiнок (15)–(17) випливають нерiвностi

|u(r)
k (t)|2 ≤ C1ψ̃

2
1(k̃)ψ̃2

2(k̃)k̃2η1+2η2

n−1∑
j=0

|k̃r−jϕjk|2, r = 0, 1, . . . , n, (18)

для k ∈ Zp \K, де

C1 = n3A
n(n−1)+2r
1

(
(n− 1)!

)2
, t ∈ [0, T ].
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Оскiльки ψ̂ ∈M, то Hψ̂
q (Sp) є простором iз введеної шкали просто-

рiв i з формул (14) i (18) одержимо нерiвнiсть

‖u‖2
Hnψ
q (Dp)

≤ C2

n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
Hψ̂
q+γ−j(Sp)

,

де C2 > 0 — величина, яка залежить вiд параметрiв задачi (5), (3).
Теорему доведено.

Розглянемо умови, при яких виконується нерiвнiсть (16). Для цьо-
го використаємо ранiше введену функцiю ψ1 i позначимо вектор
~a=(a0,n,0,...,0, . . ., a0,0,...,n)∈OpA, вiд якого лiнiйно залежить лiва частина
Lu рiвняння (5), тобто

Lu = a0,n,0,...,0B
n
1 u+ . . .+ a0,0,...,nB

n
p u+ L1u.

Теорема 3. Нехай η1 = p(n−1)/2, ψ1 ∈ M i ω1(2/(n − 1)) < ∞, тодi
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в просторi R2p) векторiв
~a ∈ OpA нерiвнiсть (16) виконується для всiх (крiм скiнченного числа)
векторiв k ∈ Zp \ {0}.

Доведення. Величина

∆2(k) =
∏

1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k))2

є дискримiнантом D(k) полiнома Pk(λ), який визначається за коефiцi-
єнтами цього полiнома [10]:

D(k) = (−1)n(n−1)/2 det

(
V1

V2

)
, (19)

де
(
V1

V2

)
—квадратна матриця, яка складається з блокiв V1 =

(
v1
j−i(k)

)
i V2 =

(
v2
j−i(k)

)
з n − 1 i n рядками вiдповiдно, де можливi ненульовi

значення дають формули

v1
j (k) =

{
b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
1, j = 0;

v2
j (k) =

{
(n− j)b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
n, j = 0.
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Доведемо, що для майже всiх векторiв ~a, якi належать множинi
OpA, за досить великих k̃ справджується оцiнка

|ReD(k)| ≥ ψ−2
1 (k̃)k̃−2η1 . (20)

Позначимо через EΨ множину векторiв ~a ∈ OpA, для яких протилежна
до (20) нерiвнiсть

|ReD(k)| < ψ−2
1 (k̃)k̃−2η1 (21)

виконується для безлiчi векторiв k ∈ Zp, а через EΨk —множину
тих векторiв ~a, для яких нерiвнiсть (21) правильна при фiксованому
k ∈ Zp. Вважатимемо, не порушуючи загальностi, що |k1| = max

1≤i≤n
|ki|.

Коефiцiєнт a0,n,0,...,0 позначимо через α = α1 + iα2, де α1 —дiйсна, а
α2 — уявна частини α. Iз (19) при k 6= 0 можна отримати, що

D(k) = (−1)n(n−1)nnb̃n−1
n (k) + F =

= (−1)n(n−1)nn
((k1

k̃

)n
α+ . . .

)n−1

+ F̃ ,

де F i F̃ мiстять степенi b̃n(k) i α меншi за n − 1. Запишемо дiйсну
частину величини D(k) у виглядi

ReD(k) = (−1)n(n−1)nn
(
Re b̃n(k)

)n−1
+ F1 =

= (−1)n(n−1)nn
(
k1

k̃

)n(n−1)

αn−1
1 + F̃1,

де F1 i F̃1 мiстять степенi Re b̃n(k) i α1 меншi за n−1. Позначимо через
EΨ1

k множину значень α1 векторiв ~a ∈ EΨk, для яких фiксованими є
дiйснi та уявнi частини компонент, крiм α1, i знайдемо оцiнку її мiри.
Оскiльки виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∂n−1ReD(k)

∂αn−1
1

∣∣∣∣ = nn(n− 1)!

(
|k1|
k̃

)n(n−1)

≥ C3,

де
C3 = nn(n− 1)!(p+ 1)−

n(n−1)
2 ,

то за лемою з [11] справджується оцiнка

meas EΨ1
k ≤ min

{
2
√
A2 − α2

2, C4(n)
( 1

C3
ψ−2

1 (k̃)k̃−2η1

) 1
n−1

}
,
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де C4(n) = 2n [12], або точне значення C4(n) = 4 n

√
n!

2
[13]. Проiнтег-

рувавши останню оцiнку в областi [−A,A]×Op−1
A , отримаємо, що

meas EΨk ≤ C5

(
ψ1(k̃)

)− 2
n−1 k̃−

2η1
n−1 ,

де C5 = C5(n, p,A) > 0. Оскiльки

meas EΨ ≤
∑
|k|>0

meas EΨk i
2η1

n− 1
= p,

то ∑
k∈Zp

meas EΨk ≤ C5ω1

( 2

n− 1

)
<∞.

Отже, згiдно з формулою (1) i лемою Бореля-Кантеллi [7] мiра мно-
жини EΨ дорiвнює нулевi.

Якщо ~a 6∈ EΨ, тобто для майже всiх векторiв ~a, то з формул (20)
i |∆(k)|2 = |D(k)| ≥ |ReD(k)| отримаємо, що оцiнка (16) виконується
для всiх k ∈ Zp (крiм скiнченного числа, яке залежить вiд as0,s).

Теорему доведено.

Розглянемо умови виконання нерiвностi (17), для чого використає-
мо методику з [4] та ранiше введену функцiю ψ2 ∈M. Позначимо

ρ(λ, t) =
ek̃λt

µ− ek̃λT
,

тодi дроби з (17) дорiвнюватимуть ρ(λl(k), t), де l = 1, . . . , n. Послiдов-
нiсть знаменникiв функцiї ρ(λl(k), t) може мати збiжнi до нуля пiдпо-
слiдовностi. Для оцiнювання величини ρ(λl(k), t) побудуємо винятковi
множини малої мiри на комплекснiй площинi для параметра µ, вико-
ристання яких є варiантом метричного пiдходу до оцiнювання малих
знаменникiв [6].

Виберемо додатнi числа η2 i χ з умов η2 = p/2, χ232nT 2ω2(2) = π.
Нехай ε < 1 i

√
ε < ln 2/(2χT ), якщо n = 1; тодi для n > 1 виконується

ln 2/(2χT ) = ln 2
√

8nω2(2)/π≥
√

8n/π/2 =
√

2n/π > 1,

тобто також
√
ε < ln 2/(2χT ).



168 В. С. Iлькiв, Н. I. Страп

Позначимо

χ1 = χ1(k)=
√
εχψ−1

2 (k̃)k̃−η2 , µl(k) = ek̃λl(k)T , µ(k) = ek̃λT .

Враховуючи цi позначення, отримаємо, що

ρ(λ, t) =
ek̃λt

µ− µ(k)
.

Для тих l = 1, . . . , n та k ∈ Zp, що задовiльняють умову |µl(k)|<2M ,
виберемо множини VΨl(k) наступним чином:

VΨl(k) =
{
λ ∈ C : |Re (λ− λl(k))| < χ1

2
, |Im (λ− λl(k))| < χ1

2

}
.

Кожна множина VΨl(k) —це квадрат (рис. 1) зi стороною χ1, центром
λl(k) i вершинами M−−, M−+, M++, M+− у комплекснiй площинi
змiнної λ. Точки M−−, M−+, M++, M+− зображають вiдповiдно такi
комплекснi числа:

λl(k)− (1 + i)χ1/2, λl(k)− (1− i)χ1/2,

λl(k) + (1 + i)χ1/2, λl(k) + (1− i)χ1/2.

Reλ

Imλ

0

M−+ M++

M−− M+−

λl(k)

VΨl(k)

χ1

2

χ1

2

χ1

2
χ1

2

2χ1

2χ1

Рис. 1. Концентричнi квадрати з центром у точцi λl(k): квадрат
VΨl(k) зi стороною χ1 та квадрат iз стороною 2χ1.
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Образ квадрата VΨl(k) при вiдображеннi λ→ ek̃λT позначимо через

VΨl,2(k) =
{
µ∈C : e−χ1T/2 ≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ1T/2,
∣∣∣ arg

µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ χ1T/2
}
,

а образ концентричного до VΨl(k) квадрата зi стороною 2χ1 —через
VΨl,1(k) (див. рис. 2). Множину VΨl,1(k) можна задати формулою

VΨl,1(k) =
{
µ∈C : e−χ1T ≤

∣∣∣ µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ eχ1T ,
∣∣∣ arg

µ

µl(k)

∣∣∣ ≤ χ1T
}
.

Reµ

Imµ

0 µl(k)

χ1T/2

χ1T/2

χ1T/2

χ1T/2

2χ1T

M−+
1

M++
1

M+−
1

M−−1

M−+
2

M++
2

M+−
2

M−−2 z2

z1

VΨl,1(k)

VΨl,2(k)

1

Рис. 2. Образи квадратiв з рис. 1 при вiдображеннi λ→ ek̃λT i
мiнiмальна вiдстань |z1 − z2| мiж ними.

Множину VΨl,1(k) назвемо винятковою множиною для заданого k i
обчислимо її мiру

meas VΨl,1(k) =
2χ1T

2π

(
π|µl(k)|2e2χ1T − π|µl(k)|2e−2χ1T

)
=

= χ1T |µl(k)|2
(
e2χ1T − e−2χ1T

)
.
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Так як e2χ1T < 2 i

ey2χ1T−ey1χ1T

y2−y1
= χ1Te

y3χ1T ≤ χ1Te
y2χ1T , y3 ∈ (y1; y2),

то

meas VΨl,1(k) = 4χ1T |µl(k)|2 e
2χ1T − e−2χ1T

4
≤

≤ 4
(
χ1T |µl(k)|

)2
e2χ1T ≤ 4(2χ1TM)2e2χ1T < 32(χ1TM)2.

Об’єднаємо множини VΨl,1(k) в одну виняткову множину

VΨε =
⋃
k∈Zp;

|µl(k)|≤2M

n⋃
l=1

VΨl,1(k) (22)

i запишемо оцiнку її мiри:

meas VΨε =
∑
k∈Zp;

|µl(k)|≤2M

n∑
l=1

meas VΨl,1(k) ≤ 32(TM)2
∑
k∈Zp

χ2
1. (23)

Враховуючи позначення χ1 та χ, отримуємо нерiвнiсть

meas VΨε ≤ 32nT 2ω2(2)χ2εM2 = επM2 = ε measOM .

Параметр µ вважатимемо елементом множини OM \ VΨε. Врахо-
вуючи формулу (25), для мiри множини OM \VΨε запишемо наступну
оцiнку:

meas (OM \VΨε) ≥ (1− ε)measOM . (24)

Теорема 4. Якщо η2 = p/2, то для всiх функцiй ψ2 ∈ M таких,
що ω2(2) < ∞, та векторiв µ ∈ OM \ VΨε функцiя ρ(λ, t) в областi
VΨl(k)× [0, T ] має оцiнку зверху

|ρ(λ, t)| ≤ θ√
ε
ψ2(k̃)k̃η2 , (25)

де θ = 8 max{2, 1/|µ|}
√

2πnω2(2).
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Доведення. Розглянемо випадок |µl(k)| ≥ 2M . У кожному квадратi
VΨl(k) виконуються нерiвностi

|µl(k)|e−χ1T/2 ≤ |µ(k)| ≤ |µl(k)|eχ1T/2,

де

e2χ1T = e2
√
εχTψ−1

2 (k̃)k̃−η2
< eψ

−1
2 (k̃)k̃−η2 ln 2 = 2ψ

−1
2 (k̃)k̃−η2 ≤ 2,

i тому справедливою є оцiнка

3M/2 < 23/4M ≤ 2−1/4|µl(k)| ≤ |µ(k)| ≤ 21/4|µl(k)|.

Оцiнюючи абсолютну величину дробiв ρ(λ, t), отримаємо

|ρ(λ, t)| =
∣∣∣ek̃λ(k)T t

T

µ− µ(k)

∣∣∣ =
|µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

=
|µ(k)| tT

|µ(k)||µ/µ(k)− 1|
=

=
|µ(k)| tT −1

|µ/µ(k)− 1|
≤ 3 max

{
1,

1

|µ(k)|

}
< max

{
3,

2

M

}
.

Звiдси, враховуючи нерiвнiсть
ψ2(k̃)k̃η2

√
ε

> 1, дiстаємо

|ρ(λ, t)| < ψ2(k̃)k̃η2

√
ε

max
{

3,
2

M

}
. (26)

Розглянемо випадок |µl(k)| < 2M . Тодi для числа µ(k) маємо три
можливостi:

|µ(k)| ≤ |µ|
2
, |µ(k)| ≥ 2|µ|, |µ|

2
< |µ(k)| < 2|µ|.

Нехай |µ(k)| ≤ |µ|/2, тодi |µ− µ(k)| ≥ |µ|/2 i

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ |µ(k)| tT
|µ|/2

=
2|µ(k)| tT
|µ|

≤

≤ 2

|µ|
max{1, |µ(k)|} ≤ 2

|µ|
max

{
1,
|µ|
2

}
= max

{
1,

2

|µ|

}
,

а також

|ρ(λ, t)| ≤ ψ2(k̃)k̃η2

√
ε

max
{

1,
2

|µ|

}
. (27)
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Нехай |µ(k)| ≥ 2|µ|, тодi

|µ− µ(k)| = |µ(k)|
∣∣∣ µ

µ(k)
− 1
∣∣∣ ≥ |µ(k)|

2

i, отже,

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ |µ(k)| tT
|µ(k)|/2

= 2|µ(k)| tT −1 = 2|µ(k)|
t−T
T ≤

≤ 2 max
{

1,
1

|µ(k)|

}
= max

{
2,

2

|µ(k)|

}
≤ max

{
2,

1

|µ|

}
.

Таким чином,

|ρ(λ, t)| ≤ ψ2(k̃)k̃η2

√
ε

max
{

2,
1

|µ|

}
. (28)

Розглянемо випадок, коли |µ|/2 < |µ(k)| < 2|µ|. Знаменник |µ−µ(k)|
не менший, нiж min |z1 − z2|, де z1 i z2 належать границям областей
VΨl,1(k) i VΨl,2(k) вiдповiдно. Цей мiнiмум досягається, якщо

z2=ek̃(λl(k)−(i+1)χ1/2)T ,

а z1 —проекцiя z2 на промiнь z = arg λl(k)− χ1T i дорiвнює

|µl(k)|e−χ1T/2 sin(χ1T/2).

Оскiльки справджуються оцiнки

χ1T

2
<

ln 2

4
<

1

4
<
π

4
, sinx >

2
√

2x

π

при x ∈ [0, π/4], то

sinχ1T

2
≥ 2
√

2χ1T

2π
=

√
2χ1T

π
.

Тому з нерiвностi |µl(k)|≥|µ(k)|e−χ1T/2 отримаємо оцiнку

|µ− µ(k)| ≥ |µl(k)|e−χ1T/2 sin(χ1T/2) ≥

≥ |µ(k)|e−χ1T
√

2χ1T/π > |µ|χ1T/2π,



Про розв’язнiсть нелокальної крайової задачi... 173

звiдки випливає

|ρ(λ, t)| = |µ(k)| tT
|µ− µ(k)|

≤ max{1, |µ(k)|}
|µ− µ(k)|

≤ 2πmax{1, 2|µ|}
|µ|χ1T

≤

≤ 2π
√
εχψ−1

2 (k̃)k̃−η2T
max

{
2,

1

|µ|

}
≤

≤ ψ2(k̃)k̃η2

√
ε

8
√

2nπω2(2) max
{

2,
1

|µ|

}
.

(29)

Правi частини у формулах (26)–(29) оцiнюються числом
θψ2(k̃)k̃η2

√
ε

.

Таким чином, нерiвнiсть (25) виконується для всiх µ ∈ OM \VΨε.
Теорему доведено.

Оскiльки λl(k) ∈ VΨl(k) i
∣∣∣∣ ek̃λl(k)t

µ− ek̃λl(k)T

∣∣∣∣ = |ρ(λl(k), t)|, то оцiнка (17)

виконується для всiх µ ∈ OM \VΨε, якщо ψ̃2 = ψ2.
Множина VΨε є вимiрною i її мiра не перевищує величини

ε measOM . До цiєї множини належать всi розв’язки рiвняння (12). Та-
ким чином, з умови µ ∈ OM \VΨε згiдно теореми 1 випливає єдинiсть
розв’язку задачi (5), (3) у просторi W′. Тому для всiх µ ∈ OM \VΨε з
iснування розв’язку задачi (5), (3) у просторi Hnψ

q (Dp) випливає його
єдинiсть на множинi OM \VΨε.

Сформулюємо загальну теорему iснування та єдиностi розв’язку
задачi (5), (3) у просторi Hnψ

q (Dp).

Теорема 5. Нехай множина VΨε задається формулою (22),
число γ = pn/2, ψ̂ = ψψ1ψ2, де ψ1 i ψ2 належать множинi M i
ω1(2/(n − 1)) < ∞, ω2(2) < ∞, а функцiї ωj(r) визначенi рiвнiстю
(1), параметр µ належить множинi OM\VΨε, мiра якої задається
нерiвнiстю (24). Тодi у разi, коли ϕ0 ∈ Hψ̂

q+γ(Sp), ϕ1 ∈ Hψ̂
q−1+γ(Sp),

. . . , ϕn−1 ∈ Hψ̂
q−n+1+γ(Sp) для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

R2p) векторiв ~a ∈ OpA iснує єдиний розв’язок задачi (5), (3) з простору
Hnψ
q (Dp), який неперервно залежить вiд правих частин умов (3).

Доведення. За теоремою 3 для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
R2p) векторiв ~a ∈ OpA виконується оцiнка (16) для η1 = p(n − 1)/2 та
ψ̃1 = ψ1. Згiдно з теоремою 4 для довiльного µ ∈ OM \VΨε виконується
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оцiнка (17) для η2 = p/2 та ψ̃2 = ψ2. Таким чином, з теореми 2 випливає
як iснування розв’язку задачi (5), (3) з простору Hnψ

q (Dp), так i його

неперервна залежнiсть вiд функцiй ϕ0 ∈ Hψ̂
q+γ(Sp), ϕ1 ∈ Hψ̂

q−1+γ(Sp),
. . . , ϕn−1 ∈ Hψ̂

q−n+1+γ(Sp). А з iснування розв’язку задачi (5), (3) у
просторi Hnψ

q (Dp) випливає його єдинiсть для всiх µ ∈ OM \VΨε.
Теорему доведено.

4. Дослiдження задачi для
неоднорiдного рiвняння

Побудуємо розв’язок задачi для неоднорiдного диференцiально-
операторного рiвняння (2) з однорiдними нелокальними умовами

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, (30)

та встановимо умови її однозначної розв’язностi у просторi Hnψ
q (Dp).

Розв’язок задачi (2), (30) шукаємо у виглядi ряду (6), де коефiцiєн-
ти uk(t) —невiдомi функцiї, якi треба визначити.

Функцiя uk = uk(t) з формули (6) для кожного k ∈ Zp є розв’язком
вiдповiдної задачi для звичайного диференцiального рiвняння:

u
(n)
k +

n∑
j=1

bj(k)u
(n−j)
k = fk(t), (31)

µu
(m)
k

∣∣
t=0
− u(m)

k

∣∣
t=T

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, (32)

де fk(t) є коефiцiєнтами Фур’є функцiї f(t, z).
Розв’язок задачi (31), (32) для всiх k ∈ Zp можна записати так:

uk(t) =

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ, (33)

де Gk(t, τ) —функцiя Грiна задачi (7), (32).
Функцiя Грiна Gk(t, τ) iснує тодi i тiльки тодi, коли задача (7), (32)

має лише тривiальний розв’язок, тобто виконується µ− ek̃λj(k)T 6=0. В
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умовах теореми 1 задача (2), (30) може мати не бiльше одного розв’яз-
ку для всiх k ∈ Zp.

На основi формул (6), (33) одержимо зображення розв’язку задачi
(2), (30) у виглядi ряду

u(t, z) =
∑
k∈Zp

zk
T∫

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ. (34)

Для всiх k ∈ Zp \K∆ у квадратi KT = {(t, τ) ∈ R2
+ : 0≤t≤T, 0≤τ≤T}

функцiї Gk(t, τ) визначаються формулою

Gk(t, τ) = gk(t, τ) +
1

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)(µ+ ek̃λj(k)T )
n∏
q=1
q 6=j

(λj(k)− λq(k))(µ− ek̃λj(k)T )
, (35)

gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)

n∏
q=1
q 6=j

(λj(k)− λq(k))
. (36)

Враховуючи (36), перепишемо формулу (35) у виглядi

Gk(t, τ) =
1

2k̃n−1

n∑
j=1

ek̃λj(k)(t−τ)

n∏
q=1
q 6=j

(λj(k)− λq(k))

(
sgn(t− τ) +

µ+ ek̃λj(k)T

µ− ek̃λj(k)T

)
.

Позначимо ∆j(k) =
∏

1≤r<q≤n
q,r 6=j

(λq(k) − λr(k)), тодi функцiя Грiна запи-

шеться наступним чином:

Gk(t, τ) =
1

∆ k̃n−1


µ

n∑
j=1

∆j(k) ρ(λj(k), t− τ), при t > τ ;
n∑
j=1

∆j(k) ρ(λj(k), t+ T − τ), при t < τ .

Знайдемо похiдну по t порядку r функцiї Грiна, r = 0, 1, . . . , n− 1,

∂rGk(t, τ)

∂tr
=
k̃r−n+1

∆


µ

n∑
j=1

∆j(k)λrj(k) ρ(λj(k), t− τ), при t > τ ;
n∑
j=1

∆j(k)λrj(k) ρ(λj(k), t+ T − τ), при t < τ .
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Оскiльки ∆j(k) — визначники ∆j,n−1(k) порядку n−1, що мають обме-
женi елементи, якi є степенями чисел λ1, . . . , λn, то

∆j(k) ≤ (n− 1)!A
(n−1)(n−2)/2
1 . (37)

Враховуючи нерiвностi (9) та (37), отримаємо наступнi оцiнки:

∣∣∣∣∣∂rGk(t, τ)

∂tr

∣∣∣∣∣ ≤ C6k̃
r−n+1

∆


M

n∑
j=1

ρ(λj(k), t− τ), при t > τ ;
n∑
j=1

ρ(λj(k), t+ T − τ), при t < τ ,

де C6 = (n− 1)!A
(n−1)(n−2)/2+r
1 .

Iз нерiвностей (16), (17) та теорем 3 i 4 випливає, що для майже
всiх (стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв ~a ∈ OpA та параметра нело-
кальних умов µ ∈ OM \VΨε виконуються нерiвностi∣∣∣∣∣∂rGk(t, τ)

∂tr

∣∣∣∣∣ ≤ C7ψ1(k̃)ψ2(k̃)k̃σ+r+1, (38)

де C7 — стала величина i σ = pn/2− n.
З формули (33) та нерiвностi (38) для всiх k ∈ Zp \K∆ отримаємо

|u(r)
k (t)| ≤ C7ψ1(k̃)ψ2(k̃)k̃σ+rT max

t
|fk(t)|, r = 0, 1, . . . , n− 1, (39)

i теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi (2), (30) у Hnψ
q (Dp).

Теорема 6. Нехай µ ∈ OM \ VΨε i f ∈ H0ψ̂
q+σ(Dp), де σ = pn/2 − n,

ψ̂ = ψψ1ψ2, ψ1 i ψ2 належать множинi M i ω1(2/(n − 1))<∞,
ω2(2)<∞, а функцiї ωj(r) визначенi формулою (1), множина VΨε зада-
ється рiвнiстю (22), а мiра множини OM\VΨε визначається нерiвнi-
стю (24). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв
~a ∈ OpA iснує єдиний розв’язок задачi (2), (30) з простору Hnψ

q (Dp),
який неперервно залежить вiд функцiї f .

Доведення. З нерiвностi (39) для кожного r = 0, 1, . . . , n−1 та вектора
k ∈ Zp \K∆ одержимо

|u(r)
k (t)|2 ≤ C2

7ψ
2
1(k̃)ψ2

2(k̃)k̃2σ+2rT 2 max
t
|fk(t)|2. (40)
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Запишемо оцiнку для квадрату похiдної n-ого порядку функцiї
uk(t) при k ∈ Zp \K∆

|u(n)
k (t)|2 ≤ |fk(t)|2 +

n∑
j=1

|b̃j(k)|2|u(n−j)
k (t)|2 ≤

≤ |fk(t)|2 + C8ψ
2
1(k̃)ψ2

2(k̃)k̃2σ+2n max
t
|fk(t)|2,

(41)

де C8 — стала величина; тодi з формул (34), (40) i (41) отримаємо

‖u‖2
Hnψ
q (Dp)

≤ C9‖f‖2
H0ψ̂
q+σ(Dp)

,

де величина C9 > 0 не залежить вiд функцiї f , але залежить вiд кое-
фiцiєнтiв рiвняння (2) та параметра µ. З умови µ ∈ OM \ VΨε випли-
ває єдинiсть розв’язку задачi (2), (30) у просторi W′. Тому з iснуван-
ня розв’язку у просторi Hnψ

q (Dp) випливає його єдинiсть на множинi
OM \VΨε, звiдки i слiдує твердження теореми.

Теорему доведено.

5. Умови однозначної розв’язностi
задачi (2), (3)

Повернемося до побудови розв’язку задачi (2), (3) та встановлення
умов її розв’язностi у шкалi просторiв {Hnψ

q (Dp)}q∈R,ψ∈M. У формулi
(4) для розв’язку даної задачi, функцiї v = v(t, z) (розв’язок задачi (5),
(3)) i w = w(t, z) (розв’язок задачi (2), (30)) зображаються формулами
(14) та (34) вiдповiдно.

Сформулюємо i доведемо теорему iснування та єдиностi розв’язку
задачi (2), (3) у просторi Hnψ

q (Dp).

Теорема 7. Нехай µ ∈ OM \ VΨε, f ∈ H0ψ̂
q+σ(Dp), ϕ0 ∈ Hψ̂

q+γ(Sp),
ϕ1 ∈ Hψ̂

q−1+γ(Sp), . . . , ϕn−1 ∈ Hψ̂
q−n+1+γ(Sp), де σ = pn/2−n, γ = pn/2,

ψ̂ = ψψ1ψ2, ψ1 i ψ2 належать множинi M i ω1(2/(n − 1))<∞,
ω2(2)<∞, а функцiї ωj(r) визначенi формулою (1), множина VΨε за-
дається рiвнiстю (22), а мiра множини OM\VΨε визначається нерiв-
нiстю (24). Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R2p) векто-
рiв ~a ∈ OpA iснує єдиний розв’язок задачi (2), (3) з простору Hnψ

q (Dp),
який неперервно залежить вiд функцiй ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 i f .
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Доведення. Оскiльки для розв’язку u(t, z) задачi (2), (3) виконується
рiвнiсть (4), то ‖u‖2 ≤ ‖v‖2 + ‖w‖2, тодi

‖u‖2
Hnψ
q (Dp)

≤ C10

( n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
Hψ̂
γ−j(Sp)

+ ‖f‖2
H0ψ̂
q+σ(Dp)

)
,

де C10 > 0 — величина, яка не залежить вiд функцiї f , але залежить
вiд коефiцiєнтiв рiвняння (2) та параметра нелокальних умов µ. Так
як до множини VΨε належать всi розв’язки рiвняння (2), то з умови
µ ∈ OM \VΨε та iснування розв’язку задачi (2), (3) у просторi Hnψ

q (Dp)
випливає його єдинiсть на множинi OM \VΨε.

Теорему доведено.

6. Висновки
У роботi розглянуто крайову задачу з нелокальними умовами для
диференцiально-операторного рiвняння з частинними похiдними у
гiльбертових просторах Хермандера, якi утворюють уточнену соболєв-
ську шкалу. Для встановлення умов розв’язностi задачi введено шкали
{Hψ

q (Sp)}q∈R,ψ∈M i {Hnψ
q (Dp)}q∈R,ψ∈M просторiв вектор-функцiй ба-

гатьох комплексних змiнних. Побудовано формули для розв’язку розг-
лядуваної задачi та проведено аналiз малих знаменникiв, який грун-
тується на метричному пiдходi. Встановлено необхiднi i достатнi умови
єдиностi та достатнi умови iснування розв’язку у просторi Hnψ

q (Dp) з
довiльним дiйсним числом q та повiльно змiнною функцiєю ψ.
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