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The subject of this work is to study the asymptotic convergence rate of
the steepest descent method for minimizing the quadratic functional in
a finite-dimensional space. Its main result is determination of domain
of differentiability of this rate. It is proven that the convergence rate is
continuously differentiated nearly everywhere (in the Lebesgue’s measure
sense).

Исследовано асимптотическую скорость сходимости метода наискорей-
шего спуска при минимизации квадратичного функционала в конеч-
номерном пространстве. Основным результатом является определение
области дифференцируемости этой скорости. В частности, доказано,
что асимптотическая скорость сходимости метода наискорейшего спус-
ка почти везде (по мере Лебега) непрерывно дифференцируема.

1. Вступ

Швидкiсть збiжностi вiдомих iтерацiйних методiв варiацiйного типу
iстотно залежить вiд вибору початкового наближення (див., напри-
клад, [1, 2]). Цi залежностi мають теоретичну i практичну цiннiсть,
оскiльки дають змогу детальнiше оцiнити можливостi того чи iншого
методу. Для методу найшвидшого спуску таку залежнiсть можна до-
слiдити на базi поняття асимптотичної швидкостi збiжностi (це поня-
ття природним чином випливає з асимптотичних властивостей мето-
ду, встановлених у [3]– [5]). Так, у працi [6] була знайдена iстотна (за
мiрою Лебега) область значень асимптотичної швидкостi збiжностi
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методу як функцiї вiд початкового наближення. У [7, 8] охарактери-
зована область неперервностi i побудована множина точок розриву
цiєї асимптотичної швидкостi збiжностi. У данiй працi, яка є продов-
женням [6]– [8], визначена область диференцiйовностi асимптотичної
швидкостi збiжностi методу найшвидшого спуску як функцiї вiд по-
чаткового наближення. Показано, зокрема, що асимптотична швид-
кiсть майже всюди (за мiрою Лебега) неперервно диференцiйовна.

2. Постановка задачi

Будемо використовувати позначення iз [6]: S̄ – стандарний симплекс
в n-вимiрному просторi Rn; S∗ – множина точок симплекса S̄, в яких
перша i остання координати ненульовi; T : S̄ → S̄ – вiдображення,
що породжується оператором переходу методу найшвидшого спуску;
V : S̄ → R – асимптотична швидкiсть збiжностi методу найшвидшого
спуску; Vmin i Vmax – iстотний мiнiмум i iстотний максимум функцiї V ;
∆ = [Vmin, Vmax[; ∆̄ = [Vmin, Vmax] – iстотна область значень функцiї V
на сиплексi S̄; M = { x ∈ S∗ | V (x) ∈ ∆ }; M̄ = { x ∈ S∗ | V (x) ∈ ∆̄ }.

Задача: охарактеризувати точки симплекса S̄, в яких функцiя V
диференцiйовна.

3. Область диференцiйовностi функцiї V

Основним результатом даної статтi є наступна теорема:

Теорема 3.1. Нехай D i D∗ – це множини точок симплекса S̄,
в яких функцiя V вiдповiдно диференцiйовна i неперервно диферен-
цiйовна. Якщо n > 2, то D∗ = D =M .

Для доведення теореми сформулюємо декiлька допомiжних твер-
джень.

Лема 3.1. Якщо n > 2, то M ⊆ D∗.

Доведення. Нехай точка x ∈M . Iз означення функцiї V (див. [6,
формула (43)]) i спiввiдношень (46) з [6] випливає, що достатньо до-
вести неперервну диференцiйовнiсть у точцi x функцiї ξ, яка ви-
значена спiввiдношеннями (45) з [6]. Розглянемо послiдовнiсть фун-
кцiй ξ0(y) = y1, ξ1(y) = ξ0(T

2y), . . . , ξk(y) = ξ0(T
2ky), . . . , де

y = (y1, . . . , yn) ∈ S∗. Оскiльки T 2k(y) → y∞ при k → ∞, то i



104 П.Ф. Жук

ξk(y) → ξ(y) при k → ∞. Крiм того, функцiї ξk, k = 0, 1, . . ., – не-
перервно диференцiйовнi на множинi S∗ та

ξ′k(y) = ξ′0J(y, T
2k), ξ′0 = (1, 0, . . . , 0). (1)

Доведемо, що в деякому околi O(x) точки x послiдовнiсть фун-
кцiй ξ′k, k = 0, 1, . . ., рiвномiрно збiгається; звiдси, очевидно, випли-
ває твердження леми. Оскiльки ξk+m(y) = ξ0(T

2(k+m)y) = ξk(T
2my),

ξ′k+m(y) = ξ′k(T
2my)J(y, T 2m), T 2my → x∞ при m → ∞, то доста-

тньо показати, що послiдовнiсть функцiй ξ′k, k = 0, 1, . . ., рiвномiрно
збiгається в деякому, скiльки завгодно малому, околi O(x∞) точки
x∞.

Виберемо окiл O(x∞) так, щоб:
1) його замикання Ō(x∞) ⊆M ;
2) ∀y ∈ O(x∞) i k = 0, 1, . . . мало мiсце розвинення

J(T 2ky, T 2) = J(y∞, T 2) + εk(y), ‖εk(y)‖ = max
i,j

|εij,k(y)| 6 αqk, (2)

де y∞ = T∞y, α, q (α > 0, 0 < q < 1) – деякi числа, що не залежать
вiд y i k.

Покажемо, що окiл O(x∞) з такими властивостями дiйсно iснує.
Оскiльки за умовою x ∈ M , то мають мiсце оцiнки (55) з [6] i

iснує окiл O1(x
∞) точки x∞ i числа m > 0, 0 < q < 1 такi, що

∀y ∈ O1(x
∞) виконуються оцiнки (56) з [6]. Нехай O2(x

∞) – це окiл
точки x∞, що задовольняє лему 2 з [6]. Оскiльки вiдображення T 2

є нескiнченно диференцiйовним на множинi Sω, то, зменшуючи за
необхiдностi окiл O2(x

∞), отримуємо, що ∀y ∈ O2(x
∞) i k = 0, 1, . . .

має мiсце розвинення

J(T 2ky, T 2) = J(y∞, T 2) + εk(y), ‖εk(y)‖ 6 α1

∥∥T 2y − y∞
∥∥ , (3)

де число α1 не залежить вiд y i k. З оцiнок (56) [6] випливає, що
∀y ∈ O2(x

∞) справджується

∥∥T 2ky − y∞
∥∥ 6

mqk

1− q
, k = 0, 1, . . .

Тому з (3) отримуємо розвинення (2) з α = α1m/(1 − q) i околом
O(x∞) = O2(x

∞). Таким чином, окiл O(x∞), що задовольняє власти-
вiсть 2, iснує.
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Далi, оскiльки x ∈ M , то i x∞ ∈ M . Множина M є вiдкритою в
топологiї сиплекса S̄ (див. [6, лема 3]), тому, зменшуючи за необхi-
дностi окiл O(x∞), можна отримати окiл точки x∞ з властивостями
1, 2.

Доведемо, що послiдовнiсть функцiй ξ′k, k = 0, 1, . . ., рiвномiрно
збiгається в околi O(x∞), що має властивостi 1 i 2.

Використовуючи формулу (1), достатньо довести, що в околi
O(x∞) рiвномiрно збiгається послiдовнiсть матриць J(y, T 2k) , або,
що еквiвалентно, наступне твердження: для будь-якого вектора w ∈
Rn послiдовнiсть вектор-функцiй

w(0) = w, w(k)(y) = J(y, T 2k)w, k = 1, 2, . . . , (4)

рiвномiрно збiгається в околi O(x∞). Оскiльки J(y, T 2k+2) =
J(T 2ky, T 2)J(y, T 2k), то з (4) випливає, що

w(k+1)(y) = J(T 2ky, T 2)w(k)(y), k = 0, 1, . . . (5)

Використаємо розвинення матрицi J(T 2ky, T 2) за формулою (2).
Матрицю J(y∞, T 2) обчислимо безпосередньо, виходячи з означення
оператора T . Оскiльки y∞ = (y∞1 , 0, . . . , 0), то

J(y∞, T ) =




γ11(y) γ12(y) γ13(y) . . . γ1,n−1(y) γ1n(y)
0 γ22(y) 0 . . . 0 0
0 0 γ33(y) . . . 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 . . . γn−1,n−1(y) 0
0 0 0 . . . 0 γnn(y)



,

(6)
де для i = 2, n

γ11(y) = −1, γ1i(y) = − (λn+1 − λi)
2

(λn+1 − λ1) y∞1
, γii(y) =

(µ(y∞)− λi)
2

β(y∞)
.

Матриця Якобi J(Ty∞, T ) також має вигляд (6) з

γ11(y) =− 1, γ1i(y) = − (λn+1 − λi)
2

(λn+1 − λ1) (1− y∞1 )
,

γii(y) =
(µ(Ty∞)− λi)

2

β(y∞)
, i = 2, n.
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Безпосередньо перевiряється, що матриця Якобi J(y∞, T 2), яка до-
рiвнює добутку матриць J(Ty∞, T )× J(y∞, T ), знову має вигляд (6)
з γ11(y) = 1:

γ1i(y) =
(λn+1 − λi)

2

(λn+1 − λ1)
2 ×

(
1

y∞1
− (µ(y∞)− λi)

2

β(y∞)(1 − y∞1 )

)
,

γii(y) =
(µ(Ty∞)− λi)

2
(µ(y∞)− λi)

2

β2(y∞)
, i = 2, n.

(7)

Використовуючи отриманий вираз матрицi J(y∞, T 2) i розвинення
(2), записуємо рiвностi (5) в координатнiй формi:

w1,k+1(y) = (γ11(y) + ε11,k(y))w1k(y) + . . .+

+(γ1n(y) + ε1n,k(y))wnk(y),

w2,k+1(y) = ε21,k(y)w1k(y) + (γ22(y) + ε22,k(y))w2k(y) + . . .+

+ε2n,k(y)wnk(y),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

wn,k+1(y) = εn1,k(y)w1k(y) + εn2,k(y)w2k(y) + . . .+

+(γnn(y) + εnn,k(y))wnk(y),

(8)

де ∀y ∈ O(x∞) i i, j = 1, n, має мiсце оцiнка

|εij,k(y)| 6 αqk, k = 0, 1, . . . (9)

Оскiльки окiл O(x∞) ⊆ M , то функцiя V неперервна на його за-
миканнi Ō(x∞) (див. [7, лема 3.1]). Тому на Ō(x∞) вiдображення T∞

неперервне, а отже, неперервнi i елементи матрицi J(y∞, T 2) (див.
формули (7)). Таким чином, iснує

c = max
i=1,...,n

sup
y∈O(x∞)

|γ1i(y)| <∞.

Далi зауважимо, що

γii(y) =
(µ(Ty∞)− λi)

2 (µ(y∞)− λi)
2

β2(y∞)
=
ρ4i (y

∞)

ρ41(y
∞)

=
ρ4i∞(y)

ρ41∞(y)
.
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Оскiльки ∀y ∈ M значення функцiї V (y) ∈ ∆, то (див. [6, формула
(54)]) ∀y ∈ Ō(x∞) має мiсце нерiвнiсть γii(y) < 1, i = 2, 3, . . . , n. Отже,

0 6 γ = max
i=2,3,...,n

sup
y∈O(x∞)

γii(y) < 1. (10)

Покладемо, що

ζ =
c

1− γ
, ϕ(w(k)(y)) = |w1k(y)|+ ζ

n∑

i=2

|wik(y)| .

Оскiльки c > 1, то з оцiнки (10) маємо, що ζ > 1. Далi використаємо
рiвняння (8):

ϕ(w(k+1)(y)) = |w1,k+1(y)|+ ζ

n∑

i=2

|wi,k+1(y)| 6

6 |w1k(y)|+
n∑

i=2

(|γ1i(y)|+ ζγii(y)) |wik(y)|+

+

n∑

j=1

|ε1j,k(y)wjk(y)|+ ζ

n∑

i=2

n∑

j=1

|εij,k(y)wjk(y)| . (11)

Оскiльки |γ1i(y)|+ ζγii(y) 6 c+ ζγ = ζ для ∀y ∈ O(x∞) i i = 2, n, то з
оцiнок (9), (11) випливає, що ∀y ∈ O(x∞), k = 0, 1, . . ., справджується
нерiвнiсть

ϕ(w(k+1)(y)) 6 (1 + ζnαqk)ϕ(w(k)(y)),

тобто послiдовнiсть функцiй
{
ϕ(w(k)(y)), k = 0, 1, . . .

}
рiвномiрно

обмежена на околi O(x∞). Тому iснує число c1 таке, що ∀y ∈ O(x∞)
має мiсце оцiнка

|wik(y)| 6 c1, i = 1, n, k = 0, 1, . . . (12)

Покладемо ωk = max
i=2,3,...,n

sup
y∈O(x∞)

|wik(y)|. Iз спiввiдношень (8)–(10),

(12) випливає оцiнка

ωk+1 6 γωk + c2q
k, k = 0, 1, . . . , (13)

де c2 = αnc1. З оцiнок (10), (13) випливає, що γ < 1 i

m∑

k=0

ωk 6
ω0(1− q) + c2
(1 − γ)(1− q)

, m = 0, 1, . . . ,
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тобто ряд
∑∞
k=0 ωk збiгається i wik(y) → 0 при k → ∞ рiвномiрно по

y ∈ O(x∞), i = 2, n. Але тодi з першого спiввiдношення (8) випливає
збiжнiсть ряду

∞∑

k=0

sup
y∈O(x∞)

|w1,k+1(y)− w1k(y)| ,

отже, збiжнiсть на множинi O(x∞) послiдовностi функцiй
{w1k(y), k = 0, 1, . . .} рiвномiрна. Лему доведено.

Розглянемо множину M∞ = T∞M . Неважко бачити, що M∞ =
M
⋂
S1,n+1 i є iнтервалом. Позначимо його кiнцi через x1,∞ i x2,∞,

припускаючи, що ξ(x1,∞) < ξ(x2,∞). Тодi x2,∞ = Tx1,∞, i при x ∈{
x1,∞, x2,∞

}
маємо V (x) = Vmax, x ∈ M̄ \M , ρi0,∞(x) = ρ1,∞(x).

Обчислимо J(x, T∞) при x ∈ M∞. Оскiльки x = T 2x = T∞x =
x∞, то з виразу (6) отримуємо, що

J(x, T∞) = lim
k→∞

J(x, T 2k) =

=

∞∏

k=1

J(x, T 2) =

[
1 γ∗12(x) · · · γ∗1n(x)

0

]
,

γ∗1i(x) =
γ1i(x)

1− γii(x)
, i = 2, n,

(14)

де величини γij(x) визначенi в (7).
Розглянемо поведiнку вектор-функцiї ξ′ на вiдрiзку M̄∞ =[

x1,∞, x2,∞
]
. Зi спiввiдношень (1), (14) отримуємо

ξ′(x) = ξ′0J(x, T
∞) = (1, γ∗12(x), . . . , γ

∗
1n(x)) . (15)

Виконавши обчислення за формулами (14), бачимо, що при i 6= i0

функцiї γ∗1i iснують i неперервнi на вiдрiзку M̄∞, тодi як функцiя
|γ∗1,i0 | необмежено зростає при x → xj,∞, j = 1, 2. Таким чином,
можна припустити, що функцiя V не диференцiйовна на множинi
ℜ = M̄ \M . Доведемо це.

Лема 3.2. Якщо n > 2, то D
⋂ℜ = ∅.

Доведення. Достатньо довести, що на множинi ℜ функцiя ξ неди-
ференцiйовна. Розглянемо кiнцi вiдрiзка M̄∞, наприклад, x = x1,∞.
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Припустимо протилежне: функцiя ξ є диференцiйовною у точцi x.
Тодi, якщо точка x+∆x ∈ S̄, то має мiсце розвинення

ξ(x+∆x) − ξ(x) = ξ′(x)∆x + α(∆x)∆x, (16)

де α(∆x) → 0 при ∆x→ 0. Якщо ∆x = (∆x1, 0, . . . , 0), то з означення
функцiї ξ випливає, що ξ(x+∆x)− ξ(x) = ∆x1, тобто маємо рiвнiсть

ξ′x1
(x) = 1. (17)

Нехай тепер ∆x = (∆x1, 0, . . . , 0) з ∆x1 < 0. Оскiльки множина M
всюди щiльна в симплексi S̄ (див. [7, наслiдок 2.1 i теорема 3.1]), то
iснують вектори ∆x(m), m = 1, 2, . . . , такi, що ∆x(m) → 0 при m→ ∞
та x+∆x+∆x(m) ∈M, m = 1, 2, . . .Оскiльки ∀y ∈M буде ξ(y) > ξ(x),
то ξ(x+∆x+∆x(m)) > ξ(x), m = 1, 2, . . . Отже, зi спiввiдношень (16),
(17) матимемо ∆x1 + ξ′(x)∆x(m) + α(∆x + ∆x(m))(∆x + ∆x(m)) >
0, m = 1, 2, . . . , що суперечить умовi ∆x1 < 0 при достатньо малих
|∆x1|, тобто функцiя ξ не є диференцiйовною у точцi x = x1,∞.

Доведення у загальному випадку подiбне до наведеного вище. Не-
хай x ∈ ℜ i функцiя ξ є диференцiйовною в точцi x. Тодi ξ є дифе-
ренцiйовною у будь-якiй точцi T kx, k = 1, 2, . . . Отже, без обмеження
загальностi можна вважати, що x знаходиться у будь-якому малому
околi деякого кiнця вiдрiзку M̄∞ (наприклад, кiнця x1,∞). Оскiльки
Ui0
⋂ℜ = ∅ (див. [7, лема 3.3]), то компонента i0 вектора x є ви-

роджуваною. Тобто без обмеження загальностi можна вважати, що
x ∈ Si1...im , де i1 = 1, im = n+ 1, i0 6∈ {i1, . . . , im}.

З леми 1 (застосованою до симплекса S̄i1...im) випливає, що зву-
ження функцiї ξ на S̄i1...im є неперервно диференцiйовним у точцi x.
Згiдно з формулою (15) для достатньо близьких до x1,∞ точок x має
мiсце нерiвнiсть

ξ′x1
(x) > 0. (18)

Отже, iснує точка x ∈ ℜ, для якої виконуються спiввiдношення
(16), (18). Але тодi, як i в першому випадку, маємо суперечнiсть.
Лему доведено.

Доведення теореми. Оскiльки D ⊆ M̄ (див. [7, теорема 3.1]), то
з леми 2 маємо, що D∗ ⊆ D ⊆ M . Але тодi з леми 1 випливає, що
D∗ = D =M . Теорему доведено.

Наслiдок 3.1. Асимптотична швидкiсть збiжностi V мето-
ду найшвидшого спуску майже всюди (за мiрою Лебега) неперервно
диференцiйовна.
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Доведення. Позначимо через ϑ мiру Лебега на просторi Rn.
Оскiльки множина U точок, що не вироджуються, є пiдмножиною
множини M (див. [7, теорема 3.1]), то ϑ(S̄ \M) 6 ϑ(S̄ \ U). Множи-
на S̄ \ U складається з точок, що вироджуються, тому ϑ(S̄ \ U) = 0
(див. [7, лема 2.1]). Отже, маємо ϑ(S̄ \ D∗) = ϑ(S̄ \ M) = 0, що i
потрiбно було довести.
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