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An effective numerical algorithm for realistic modelling of the evolution of
aerosol pollutants in the lower atmosphere is developed. The algorithm is
based of the well studied mathematical model of the aerosols spread which
takes in to account time-dependence of the pollutant source, spatial and
temporal variation of the wind-field, aerosol diffusion and deposition over
the 3-D region with an arbitrary geometry. The developed method let us
to simulate the evolution of aerosol pollutant substances emitted by the
arbitrary number of point sources. Aside of that we derive a weak form of
the resolvent equation for the elliptic partial differential operator from the
mentioned mathematical model.

Разработано эффективный численный алгоритм реалистического мо-
делирования распространения аэрозольных смесей (аэрозолей) в ни-
жних слоях атмосферы. Алгоритм базируется на известной математи-
ческой модели распространения аэрозолей, которая учитывает: смен-
ное как в пространстве, так и во времени поле ветров на участках с
произвольной трехмерной геометрией местности; диффузию аэрозоля
в воздухе и его взаимодействие с земной поверхностью; зависимость
от времени и интенсивности выбросов источника. Разработанный ал-
горитм позволяет проводить моделирование зависимой от времени эво-
люции концентраций аэрозоля в исследуемой области, которая содер-
жит произвольное количество точечных источников аэрозоля. Полу-
чена слабая постановка резольвентного уравнения для эллиптическо-
го дифференциального оператора, который входит в базовую модель
эволюционной задачи распространения аэрозоля.
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1. Вступ

В останнi роки проблема охорони навколишнього середовища та йо-
го вiдновлення стає однiєю з важливих завдань науки, розвиток якої
стимулюється всезростаючими темпами технiчного прогресу. Iнтен-
сивний розвиток промисловостi й пов’язане iз цим процесом збiль-
шення промислових викидiв, що забруднюють навколишнє середови-
ще, уже стають вiдчутними для екологiчної рiвноваги багатьох регiо-
нiв нашої планети. Тим часом спостерiгається подальший бурхливий
розвиток промисловостi, що є потужним iмпульсом для дослiджень,
пов’язаних з розмiщенням нових промислових пiдприємств i проми-
слових комплексiв, так щоб вони разом з iснуючою iнфраструктурою
вносили сукупний мiнiмальний негативний вплив на навколишнє се-
редовище. Загострилася проблема забруднення середовища проми-
словими комплексами, для яких гранично припустимi санiтарнi нор-
ми усе ще не вiдповiдають сучасним вимогам. Крiм цього в резуль-
татi невiдворотних процесiв глобалiзацiї та жорсткої конкуренцiї на
свiтових ринках значно зросла концентрацiя потенцiйно небезпечних
виробничих об’єктiв в деяких промислово розвинених регiонах. Це
суттєво збiльшує ймовiрнiсть одноразових викидiв шкiдливих речо-
вин спричинений аварiйною ситуацiєю. Все це рiвною мiрою стосу-
ється як процесiв, що проходять на континентi так i тих, що вiдбу-
ваються в океанi. Останнiм часом спостерiгається значний iнтерес з
боку мiжнародної спiльноти що до аналiзу впливу побiчних проду-
ктiв виробництва на глобальнi клiматичнi змiни та пов’язанi з цим
питання охорони навколишнього середовища. Враховуючи сучасний
розвиток комп’ютерних технологiй ключовими iструментами такого
аналiзу є ефективнi методи моделювання негативного впливу проми-
слових об’єктiв з помiж яких моделювання розповсюдження забру-
днюючих сумiшей в атмосферi займає одну з домiнуючих ролей.

2. Модель переносу забруднюючих сумiшей в
атмосферi

Перенос забруднюючих субстанцiй в атмосферi здiйснюється вiтро-
вими потоками повiтря з урахуванням їхнiх дрiбномасштабних флу-
ктуацiй. Усереднений потiк субстанцiй, що переносяться повiтряними
масами, як правило, має адвективную й конвективную складову, а
усередненi флуктуацiї їхнього руху можна iнтерпретувати як дифу-
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зiю на фонi основного усередненого руху, пов’язаного з цим потоком.

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ =

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ϕ+ f (1)

ϕ(x, y, z, t) – iнтенсивнiсть аерозольної субстанцiї (аерозолю), що мi-
грує разом з потоками повiтря в атмосферi, σ – коефiцiєнт розпаду
аерозолю, який характеризує скiльки аерозолю розпадається при вза-
ємодiї з складовими повiтря, векторна функцiя u = (u, v, w) описує
напрям та швидкiсть частинок повiтря, де кожен з компонентiв u, v, w
це функцiя z, y, z, t, коефiцiєнти ν ≥ 0 та µ ≥ 0 вертикальний та го-
ризонтальний коефiцiєнти дифузiї вiдповiдно. Функцiя f — джерело
аерозолю.

Задачу розглядатимемо в областiG цилiндричної форми з поверх-
нею S, яка складається з бiчної поверхнi цилiндра Σ, його нижньої
основи Σ0 (при z = 0), та його верхньої основи ΣH (при z = H). Вра-
ховуючи форму областi та фiзичнi характеристики процесу рiвняння
(1) доповнимо наступними крайовими умовами

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ

∂z
= αϕ на Σ0,

∂ϕ

∂z
= 0 на ΣH ,

(2)

α –деяка функцiя, що характеризує взаємодiю аерозолю з земною
поверхнею. В якостi початкової умови вiзьмемо ϕ = ϕ0, така умова
означає наявнiсть в початковий момент часу деякої концентрацiї до-
слiджуваного аерозолю, просторова iнтенсивнiсть якого описується
функцiєю ϕ0.

3. Розмiщення промислового пiдприємства з ура-
хуванням забруднення навколишнього середо-
вища

Припустимо, що потрiбно розмiстити нове промислове пiдприємство
поблизу населених пунктiв, зон вiдпочинку й iнших екологiчно зна-
чимих зон з такою умовою, щоб сумарне рiчне їхнє забруднення вiд
шкiдливих промислових викидiв не перевищувало припустимих са-
нiтарних норм i щоб загальне екологiчне навантаження на весь ре-
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гiон за рахунок його забруднення була мiнiмальної або в межах гло-
бальних санiтарних норм. Нехай промислове пiдприємство викидає
в атмосферу в одиницю часу на висотi z = h шкiдливий аерозоль з
iнтенсивнiстю Q, що потiм переноситься повiтряними масами й ди-
фундує пiд впливом дрiбномасштабної турбулентностi. Припустимо,
що джерело аерозолю розташовується в околi точки r0 = (x0, y0, h).
Тодi вiн може бути описаний функцiєю

f(r) = Qδ(r − r0), (3)

а рiвняння (1) перетвориться до вигляду

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ =

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ϕ+Qδ(r − r0). (4)

В якостi крайових умов використаємо (2). Оскiльки розглядувана тут
модель розповсюдження промислових викидiв передбачає, що джере-
ло викидiв володiє незалежною вiд часу iнтенсивнiстю та зафiксова-
не просторово природнiм є припущення про те, що розв’язок (4) має
буде стiйким по часу, а його усереднення за деякий перiод часу T
повинно бути еквiвалентно стацiонарному розподiлу [17]. Такi еволю-
цiйнi властивостi розв’язку забезпечуються наступною перiодичною
по часу умовою

ϕ(0) = ϕ(T ) (5)

4. Абстрактна постановка задачi

Розглянемо двi задачi для диференцiального рiвняння першого по-
рядку зi сталим необмеженим операторним коефiцiєнтом в банахо-
вому просторi X , що узагальнюють моделi поширення забруднень
описанi вище:

u′t + [A+ Ig(t)]u = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = u0,
(6)

u′t + [A+ Ig(t)]u = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ),
(7)

де g(t), f(t)– заданi векторно-значнi функцiї зi значеннями в бана-
ховому просторi X, причому Ag(t) = g(t)A, u0 ∈ X– задано. Опера-
тор A з областю визначення D(A) в X є щiльно визначеним сильно
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позитивним (секторiальним). Тобто його спектр Σ(A) лежить в се-
кторi в правiй пiвплощинi з вершиною в початку координат, а його
резольвента в нормi простору X обернено пропорцiйна до |z| на не-
скiнченностi (див. оцiнку (10) нижче). У нашому випадку оператор
A задається наступним чином:

Aψ = divuψ + σψ −
[
∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ψ, (8)

з областю визначення

D(A) =
{
ψ
∣∣ψ ∈ W 1

2 (G) ∩ C1(G)
}
,

Функцiя f(t), яка задає iнтенсивнiсть та розмiщення джерела забру-
днення в рiвняннi (4) вiд часу (змiнна t) не залежить

f(t) = Qδ(r − r0).

5. Iснування та зображення розв’язку

Нехай оператор A в (7) є щiльно визначеним сильно позитивним (се-
кторiальним) оператором в банаховому просторi X з областю визна-
чення D(A), тобто його спектр Σ(A) лежить в секторi (спектральний
кут)

Σ =
{
z = ρ0 + reiθ : r ∈ [0,∞), |θ| < ϕ <

π

2

}
. (9)

Крiм того поза сектором та на його межi ΓΣ виконується наступна
оцiнка для його резольвенти:

∥∥(zI −A)−1
∥∥ ≤ M

1 + |z| . (10)

Числа ρ0, ϕ називаються спектральними характеристиками операто-
ра A.

За теоремою Хiлле-Йосiда-Фiлiпса [15], сильно позитивний опе-
ратор A є генератором однопараметричної пiвгрупи T (t) = e−tA i
розв’язок задач (6), (7) можна зобразити у виглядi

u(t) = e
−At−

t∫

0

g(s)ds
u(0) +

∫ t

0

e
−A(t−τ)−

t∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ. (11)
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Тобто, розв’язок задачi (6) має вигляд

u(t) = e
−At−

t∫

0

g(s)ds
u0 +

∫ t

0

e
−A(t−τ)−

t∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ. (12)

Задачу (7) можна розглядати як деяке узагальнення багатоточко-
вої задачi. Тобто задачi, в якiй крiм диференцiального рiвняння по-
ставлена додаткова умова

u(0) +

m∑

k=1

αku(tk) = u0,

з αk ∈ R, k = 1,m, u0 ∈ X (задача (7) виникає при m = 1, tm = T ,
αm = −1, u0 = 0). Подiбно до випадку багатоточкової задачi що
розглянута в [2, 3] iснування розв’язку залежатиме вiд розв’язностi
рiвняння

u(0)− u(T ) = 0 (13)

Пiдставивши t = T в (12) отримаємо

u(T ) = e
−AT−

T∫

0

g(s)ds
u(0) +

∫ T

0

e
−A(T−τ)−

T∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ.

Тому (13) перетвориться до вигляду

(I − e
−AT−

T∫

0

g(s)ds
)u(0) =

∫ T

0

e
−
(
A(T−τ)+

T∫

τ

g(s)ds

)

f(τ)dτ

Для того щоб дослiдити iснування i єдинiсть оператора

B−1 ≡


I − e

−AT−
T∫

0

g(s)ds




−1

∥∥∥∥∥∥
I − e

−AT−
T∫

0

g(s)ds

∥∥∥∥∥∥
≥

∣∣∣∣∣∣
1−

∥∥∥∥∥∥
e−AT e

−
T∫

0

g(s)ds

∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣
≥

≥

∣∣∣∣∣∣
1− e−ρ0T e

−
∥∥∥∥∥

T∫

0

g(s)ds

∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣
,
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Як результат отримаємо умову

∣∣∣∣∣∣
1− e−ρ0T e

−
∥∥∥∥∥

T∫

0

g(s)ds

∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣
> 0 (14)

При виконаннi умови (14), з (11) отримаємо зображення для
розв’язку задачi (7) у виглядi

u(t) =e
−At−

t∫

0

g(s)ds
B−1

∫ T

0

e
−
(

A(T−τ)+
T∫

τ

g(s)ds

)

f(τ)dτ

+

∫ t

0

e
−A(t−τ)−

t∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ.

(15)

Для того щоб перейди безпосередньо до наближення розв’язку
нам потрiбно пiдiбрати контур що охоплює спектр оператору A. Гi-
перболу, що охоплює спектр A та описується рiвнянням

Γ0 = {z(ξ) = ρ0 cosh ξ − ib0 sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞), b0 = ρ0 tanϕ} (16)

будемо називати спектральною гiперболою. Вона має вершину в
(ρ0, 0) i асимптоти, що паралельнi до променiв спектрального кута
Σ з розхилом який дорiвнює ϕ.

Для зображення операторних функцiй зручно використовува-
ти представлення на основi iнтегралу Данфорда-Кошi (див. напр.
[11, 13]). В якостi контура iнтегрування для iнтегралу у формулi
Данфорда-Кошi виберемо наступну гiперболу:

ΓI = {z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞)}. (17)

Вiдповiдно до [9], [5] параметри aI , bI цiєї гiперболи можна визна-
чити таким чином щоб вона оховлювала спектр A та забезпечувала
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необхiдну гладкiсть пiдiнтегральних виразiв. Покладемо

aI =
√
ρ20 + b20 cos

(
d1
2

+ ϕ

)

= ρ0
cos
(
d1
2 + ϕ

)

cosϕ
= ρ0

cos

(
arccos

(
ρ1√
ρ20+b

2
0

)
/2 + ϕ/2

)

cosϕ
,

bI =
√
ρ20 + b20 sin

(
d1
2

+ ϕ

)

= ρ0
cos
(
d1
2 + ϕ

)

cosϕ
= ρ0

cos

(
arccos

(
ρ1√
ρ20+b

2
0

)
/2 + ϕ/2

)

cosϕ
,

(18)

cosϕ =
ρ0√
ρ20 + b20

, sinϕ =
b0√
ρ20 + b20

.

З попереднiх формул видно що aI , bI залежать вiд параметрiв спе-
ктральної гiперболи Γ0 якi в свою чергу визначаються через спе-
ктральнi параметри ρ0, ϕ операторуA. В наступному роздiлi ми пред-
ставимо схему наближення розв’язку на наведемо результати якi ха-
рактеризують швидкiсть збiжностi цiєї схеми в термiнах гладкостi
початкових даних та спектральних характеристик коефiцiєнту A.

6. Чисельнi методи наближення розв’язкiв

Для побудови наближеного розв’язку задачi (6) використаємо мето-
дику з [9]. Розв’язок (12) представимо у виглядi суми двох доданкiв

u(t) = u1(t) + u2(t),

де

u1(t) = e
−At−

t∫

0

g(s)ds
u0,

u2(t) =

∫ t

0

e
−A(t−τ)−

t∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ.

Згiдно [9] наближення до u1(t) шукаємо у виглядi

uN,1(t) =
h

2πi

N∑

k=−N
F(t, z(kh)), (19)
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де

F(t, z(ξ)) = e−z(ξ)tz′(ξ)

[
(z(ξ)I −A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
e
−

t∫

0

g(s)ds
u0,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ, z
′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ,

I– тотожний оператор.
Для ефективної апроксимацiї пiдiнтегральних виразiв з (15) та

швидку збiжнiсть квадратур для заданих iнтегралiв ми вимагатиме-
мо виконання ряду припущень вiдносно початкових даних задач (6)
(7) якi зазначенi у двох наступних теоремах.

Теорема 6.1. Нехай A– щiльно визначений сильно позитивний

оператор i вектор e
−

t∫

0

g(s)ds
u0 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1). Тодi (19) пред-

ставляє наближення до u1(t) i забезпечує рiвномiрну (вiдносно t ≥ 0)

експоненцiальну швидкiсть збiжностi з порядком O(e−c
√
N ) при

h = O(1/
√
N).

Для наближення u2(t) використаємо наступний метод [9]:

u2(t) ≈ u2,N (t) =
h

2πi

N∑

k=−N
z′(kh)[(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I]

× h

N∑

p=−N
µk,p(t)f(ωp(t)),

(20)

де

µk,p(t) =
t exp{− t

2z(kh)[1− tanh (ph)]− νp(t)}
2 cosh2 (ph)

,

νp(t) = h
N∑

l=−N

g(ph+ t−ph
2 [1− tanh (lh)])

2 cosh2 (lh)

ωp(t) =
t

2
[1 + tanh (ph)], h = O

(
1/

√
N
)
,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ, z
′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.

(21)

Наступна теорема (див. [9], [8]) характеризує похибку наближен-
ня.
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Теорема 6.2. Нехай A– щiльно визначений сильно позитивний
оператор зi спектральними параметрами ρ0, ϕ, векторнозначна

функцiя e
−

t∫

τ

g(s)ds
f(t) ∈ D(Aα), α > 0 для t ∈ [0,∞], ∀τ ∈ [0, t] має

аналiтичне продовження в сектор Σf = {ρeiθ1 : ρ ∈ [0,∞], |θ1| < ϕ}
де виконується оцiнка

‖Aαe
−

t∫

τ

g(s)ds
f(w)‖ ≤ cαe

−δα|Re w|, w ∈ Σf (22)

з δα ∈ (0,
√
2ρ0]. Тодi метод наближення розв’язку (20) є збiжним

до розв’язку (7), причому виконується наступна оцiнка для похибки

‖EN(t)‖ = ‖u2(t) − u2,N(t)‖ ≤ ce−c1
√
N (23)

рiвномiрно по t з додатними сталими c, c1, що залежать вiд α, ϕ,
ρ0 i не залежать вiд N.

Таким чином, (19) та (20) дають наближений розв’язок задачi (6),
а при N → ∞ похибка наближення прямує до 0 експоненцiально.

Далi розглянемо задачу (7). Запишемо її розв’язок

u(t) = u1(t) + u2(t), (24)

де

u1(t) =e
−At−

t∫

0

g(s)ds
B−1

∫ T

0

e
−
(

A(T−τ)+
T∫

τ

g(s)ds

)

f(τ)dτ

u2(t) =

∫ t

0

e
−A(t−τ)−

t∫

τ

g(s)ds
f(τ)dτ.

(25)

u2(t) збiгається з неоднорiдною частиною розв’язку класичної задачi
Кошi (6) i тому для нього можна використати наближення (20). По-
хибку цього наближення, а також необхiднi умови на початковi данi
задачi наведенi в Теорема 6.2. Для u1(t) побудуємо наступне набли-
ження:
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u1(t) ≈ u1,N(t) =
h

2πi

N∑

k=−N
e−z(kh)t

z′(kh)
1− eν0

×
[
(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I

]
h

N∑

p=−N
µk,p(T )f(ωp(T )),

(26)

де µk,p(T ), ν0, ωp(T ), z(kh), z′(kh) визначенi в (21). Справедлива на-
ступна теорема (див. [5]):

Теорема 6.3. Нехай виконанi умови теореми 6.2. Тодi наближе-
ння (26) збiгається рiвномiрно вiдносно t i виконується оцiнка

‖EN(t)‖ = ‖u1(t)− u1,N(t)‖ ≤ ce−c1
√
N , (27)

з невiд’ємними константами c, c1, що залежать вiд α, ϕ, ρ0 i не
залежать вiд N.

7. Алгоритмiчнi та обчислювальнi аспекти реалi-
зацiї експоненцiально збiжного методу для не-
локальної задачi Кошi

В цьому пунктi ми зосередимо нашу увагу на алгоритмiчних та обчи-
слювальних аспектах реалiзацiї методiв наближення розв’язку кла-
сичної та нелокальної задач Кошi, якi описують модель розповсю-
дження забруднюючих сумiшей в атмосферi, що викладенi у пунктi
6. Нагадаємо, що для отримання чисельного методу ми використо-
вували явнi представлення розв’язкiв (6), (7) отриманих в пунктi 5.
Кожне з цих представлень було подано у виглядi суми двох доданкiв
u(t) = u1(t) + u2(t), де u1 є розв’язком вiдповiдної однорiдної задачi
(f(t) = 0), що вiдповiдає початковiй умовi u0, а u2 є розв’язком нео-
днорiдного аналогу задачi (6) або (7). Почнемо наш аналiз з виразу
для u1,N (t) оскiльки вiн є наближенням операторної функцiї, що мi-
ститься як складова у наближеннях до u2,N (t), а також вiдповiдного
наближення до однорiдної частин розв’язку задачi з перiодичною по
часу умовою, яка визначається формулою (26).

u1(t) ≈ u1,N(t) =
h

2πi

N∑

k=−N
F(t, z(kh)),
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де

F(t, ξ) = B−1(z)e−z(ξ)tz′(ξ)

[
(z(ξ)I −A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
u0,

z′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.

Як було зазначено у роботi [4] кiлькiсть доданкiв в сумi може бути
зменшена в двiчi у випадку коли спектр оператора A симетричний
вiдносно дiйсної осi, а u0 дiйснозначна. Тому що тодi в наслiдок си-
метрiї контуру функцiя F(t, z(kh)) прийматиме комплексно спряже-
нi значення для протилежних значень k. В такому випадку формула
(19) перетвориться до вигляду

u1(t) ≈ u1,N (t) =
h

πi

(
1

2
F(t, z(0))u0 + ℜ

{
N∑

k=1

F(t, z(kh))u0

})
. (28)

Проаналiзувавши формули (19) та (28) помiчаємо, що кожен з додан-
кiв у присутнiх там сумах є функцiєю незалежною вiд iнших додан-
кiв i тому значення цих доданкiв може бути обчислено паралельно.
Важливiсть такої властивостi згаданих формул особливо зростає у
випадках коли дiю скорегованої резольвенти на елемент u0 не можна
обчислити явно.

Навiть у достатньо простому випадку коли A одновимiрний ди-
ференцiальний оператор легко показати (див. Приклад 5 з [15]), що
обчислювальна складнiсть наближення дiї резольвенти домiнує по
вiдношенню до складностi обчислення iнших компонентiв функцiї
F(t, z(kh)). Цей факт стає очевидним, при переходi до розгляду за-
дач, що моделюють перенос забруднюючих сумiшей. Для таких задач
A — диференцiальний оператор визначений на пiдмножинi трьох–
вимiрного простору з, можливо, неканонiчною геометрiєю. У тако-
му випадку вiдповiдна функцiя Грiна не може бути виписана явно i
єдиним можливим варiантом наближення (zI − A)−1u0 є застосува-
ння методу скiнченних рiзниць (МСР), методу скiнченних елементiв
(МСЕ) чи iнших подiбних методiв, що в результатi зводять задачу на-
ближення дiї резольвенти до задачi чисельного наближення розв’яз-
ку лiнiйної системи рiвнянь (СЛР) з розрiдженою матрицею великої
розмiрностi.

Iснуюче програмне забезпечення [4] призначене для розв’язування
систем лiнiйних рiвнянь великої розмiрностi дозволяє в свою чергу
розпаралелити процес наближення розв’язку СЛР з використанням
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вiдомих методiв мiжпроцесової комунiкацiї (MPI, Threads). Прикла-
дом програмного пакету, в якому реалiзованi згаданi можливостi по
розпаралелюванню в комплексi з вiдомими iтеративними алгоритма-
ми для наближення розв’язку СЛР, є Portable, Extensible Toolkit for
Scientific Computation (PETSc) [14]. Таким чином при обчисленнi ви-
разу u1,N (t) для деякого фiксованого значення t може бути досягну-
тий дворiвневий паралелiзм, як на рiвнi даних, так i на рiвнi обчи-
слень для досить загального класу задач, окресленого вище. Обчи-
слення цього виразу для iнших значень t може бути проведено з мi-
нiмальним обчислювальним коштом, за умови, збереження в пам’ятi
обчислених значень (z(kh)I −A)−1u0, якi не залежать вiд часу.

При використаннi обчислювальних систем iз розподiленою пам’я-
ттю, до яких вiдносяться бiльшiсть наявних на Українi i в свiтi GRID
систем та кластерiв, обчислювальна топологiя нав’язана дворiвневим
паралелiзмом буде являти собою сукупнiсть груп процесорiв на якi
роздiлений загальнодоступний для обчислень пул процесорiв. За та-
кого розподiлу, кожна з отриманих груп використовується для на-

ближення значень
[
(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh) I
]
u0 на вiдведенiй для цiєї

групи пiдмножинi множини iндексiв {kj1 , . . . , kjm}, пiсля чого суми
значень вiдповiдних F(t, z(kh)) у кожнiй з груп додаються для отри-
мання фiнального значення використовуючи мiжпроцесорнi комунi-
кацiї мiж вiдповiдними процесорами в рiзних групах. Такий пiдхiд
дозволяє масштабувати кiлькiсть необхiдних ресурсiв для збережен-
ня m значень резольвент в серединi групи за допомогою збiльшення
кiлькостi груп процесорiв.

Всi проведенi вище мiркування справджуються i для наближення
неоднорiдної частини розв’язку задачi (6) визначеного формулою (20)

u2(t) ≈ u2,N (t) =
h

2πi

N∑

k=−N
z′(kh)[(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I]

× h

N∑

p=−N
µk,p(t)f(ωp(t)),

де

µk,p(t) =
t

2 cosh2 (ph)
exp{− t

2
z(kh)[1− tanh (ph)]},

ωp(t) =
t

2
[1 + tanh (ph)].
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Єдиною принциповою з точки зору реалiзацiї вiдмiннiстю є те, що у
випадку формули (19) операторна резольвента дiє не на задану фун-
кцiю, а у випадку формули (20) резольвента дiє на функцiю, що є ре-
зультатом застосування квадратурної формули до iнтегралу по часу
з представлення u2(t). Тому при змiнi точностi квадратури для зга-
даного iнтегралу потрiбно буде знаходити результат дiї резольвенти
на отриману функцiю знову, .

Подальшi оптимiзацiї можуть бути проведенi на стадiї розв’язува-
ння послiдовностi систем лiнiйних рiвнянь, якi вiдповiдають набли-
женню значень резольвент при рiзних kj , в кожнiй групi процесорiв.
За однакових умов дискретизацiї оператора A для всiєї пiдмножини
kj , матрицi лiнiйних системи, виникаючих в результатi дискретизацiї
рiвняння для обчислення резольвенти

(z(kh)I −A)v = u0 (29)

будуть вiдрiзнятися лише зсувом i, як наслiдок, можуть бути розв’я-
занi бiльш ефективно [10], [7], [6], [12]. Такi оптимiзацiї дозволяють у
бiльшостi випадкiв значно зменшити обчислювальну складнiсть на-
ближення розв’язку рiвняння для резольвенти.

Для наближеного обчислення резольвенти ми будемо застосову-
вати пакет програм deal.II призначений для розв’язування диферен-
цiальних рiвнянь в частинних похiдних за допомогою МСЕ [1]. Цей
пакет забезпечує необхiдну iнфраструктуру для використання методу
скiнченних елементiв використовуючи в своїй реалiзацiї сучаснi те-
хнiки об’єктно орiєнтованого програмування та iнкапсуляцiї данних,
що дозволяє легко пристосовувати його для конкретних потреб не
вникаючи при цьому в деталi реалiзацiї МСЕ. Iнтсрументарiї пакету
deal.II дозволяє автоматизувати бiльшiсть етапiв чисельного розв’я-
зування заданого диференцiального рiвняння за допомогою МСЕ,
зокрема: триангуляцiя геометрiї та генерацiя сiток з використанням
рiзних видiв скiнченних елементiв; необхiднi базовi манiпуляцiї з про-
стором шаблонних функцiй для вибраного набору скiнченних еле-
ментiв а також адресацiя утвореної множини степенiв свободи; асем-
блювання дискретного лiнiйного або лiнеаризованого аналогу вихi-
дної системи з використанням однiєї з багатьох, вбудованих в бiблiо-
теку deal.II, квадратурних формул; розв’язування, отриманої пiсля
асемблювання розрiдженої системи та подальша обробка знайденого
розв’язку. Крiм цього пакет deal.II пiдтримує iнтеграцiю з багатьма
вiдомими чисельними пакетами програм розширюючи таким чином
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область свого застосування та збiльшуючи гнучкiсть в реалiзацiї кiн-
цевої програми.

Щоб зберегти всi обчислювальнi переваги згаданого в попереднiх
пунктах алгоритму наближення розв’язку задач (6), (7) розроблена
нами програма використовує доступну в deal.II можливiсть розпара-
лелювання методами стандарту MPI бiльшостi етапiв застосування
МСЕ, а також наявну в цьому пакетi пiдтримку розв’язування розрi-
джених лiнiйних систем за допомогою бiблiотеки PETSc. Це дозволяє
досягти дворiвневого паралелiзму обчислень, описаного вище, i пра-
ктично зняти будь–якi обмеження, щодо масштабування розробленої
програми на доступнi в обчислювальнiй системi процесори.

Для того, щоб застосувати до резольвентного рiвняння (29) з опе-
ратором A, визначеним в (8), метод скiнченних елементiв нам потрi-
бно отримати для цього рiвняння вiдповiдне йому слабке формулю-
вання. Нам також потрiбно врахувати, що deal.II у версiї 7.1.1 до-
ступнiй на момент виконання проекту не повнiстю пiдтримує роботу
з комплексними числами, якi виникають коли z(kh) в (29) пробiгає
множину квадратурних точок заданих на комплекснозначному кон-
турi iнтегрування ΓI . Тому ми роздiлимо комплексну та дiйсну ча-
стини в резольвентному рiвняннi, збiльшивши таким чином кiлькiсть
невiдомих змiнних вдвiчi.

Нехай

v = ϕ+ iψ, z = x+ iy, u = p+ iq,

тодi вiддiляючи комплексну та дiйсну частину в рiвняннi (29), пiд-
ставивши туди попередньо значення A з формули (8), отримаємо





−
[
∂

∂z
ν
∂

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ϕ+ divuϕ+ σϕ− xϕ+ yψ = −p,

−
[
∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ψ + divuψ + σψ − yϕ− xψ = −q;

(30)
крайовi умови (2) приймуть вигляд

ϕ = 0, ψ = 0, r ∈ Σ,
∂
∂z = αϕ, ∂ψ

∂z = αψ, r ∈ Σ0,
∂
∂z = 0, ∂ψ

∂z = 0, r ∈ ΣH .

(31)

Далi домножимо обидвi частини кожного з рiвняннь на тест фун-
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кцiї χ, ω вiдповiдно i проiнтегруємо по всiй областi G. Матимемо





−
∫

G

χ

[
∂

∂z
ν
∂

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ϕdr +

∫

G

χdivuϕdr+

+

∫

G

χ(σϕ− xϕ)dr +

∫

G

χyψdr = −
∫

G

χvdr,

−
∫

G

ω

[
∂

∂z
ν
∂

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ϕdr +

∫

G

ωdivuϕdr−

+

∫

G

ω(σψ − xψ)dr −
∫

G

ωyϕdr = −
∫

G

ωqdr,

Тепер до першого iнтегралу у кожному з рiвняннь ми можемо засто-
сувати формулу Грiна [16, ст. 41], яка разом з урахуванням крайових
умов (31) та закону збереження маси [17, ст. 10] дозволяє отримати
слабке формулювання резольвентного рiвняння (29)





∫

G

[(µ, µ, ν) · ∇ϕ]∇χdr −
∮

Σ0

χn[(µ, µ, ν) · ∇ϕ]dr +
∫

G

χ[∇ϕu]dr

+

∫

G

χ(σϕ− xϕ)dr +

∫

G

χyψdr = −
∫

G

χvdr,

∫

G

[(µ, µ, ν) · ∇ψ]∇ωdr −
∮

Σ0

ωn[(µ, µ, ν) · ∇ψ]dr +
∫

G

ω[∇ψu]dr

+

∫

G

ω(σψ − xψ)dr −
∫

G

ωyϕdr = −
∫

G

ωqdr,

де векторна операцiя · означає покомпонентне множення векторiв.
Перепишемо попередню систему застосувавши до пiдiнтегральних
виразiв у iнтегралах по частинi границi областi Σ0 пiдстановку ви-
значену крайовими умовами (31), а також використаємо позначення
〈x, y〉 =

∫
G

xydr. В результатi отримаємо слабку форму представлення
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рiвняння (29) у виглядi пригодному для реалiзацiї засобами Deal.II.




〈∇χ, [(µ, µ, ν) · ∇ϕ]〉 −
∮

Σ0

χαϕdr + 〈χ,∇ϕu〉

+ 〈χ, (σϕ − xϕ)〉+ 〈χ, yψ〉 = −〈χ, v〉 ,

〈∇ω, [(µ, µ, ν) · ∇ψ]〉 −
∮

Σ0

ωαψdr + 〈ω,∇ψu〉

+ 〈ω, (σψ − xψ)〉 − 〈ω, yϕ〉 = −〈ω, q〉 .

(32)

Для того що перевiрити правильнiсть реалiзацiї резольвентного рiв-
няння для розглядуваного тут оператора A з (8) засобами deal.II
розглянемо тестовий приклад в якому для заданого u0 явно вiдомо
розв’язок v.

Приклад 7.1. Пiдберемо u0 таким чином щоб точний розв’язок
рiвняння (29) мав вигляд

v = sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c) .

Таке значення v при пiдстановцi в крайовi умови (31) приводить то
того, що параметр α з цих крайових умов матиме вигляд α = πa

2c .
Пiдставимо значення v в рiвняння (29) де A визначений формулою
(8), матимемо

−(Av − zv) = −
({

u∇+ σ −
[
∂

∂x3
ν
∂

∂x3
+ µ

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)]}
v − zv

)

=− 2µ sin (π x1)π
2 sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c)−

− 1/4 ν sin (π x1) sin (π x2) a sin (1/2 π x3)π
2−

− σ sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c)−
− (u) cos (π x1)π sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c)−
− v sin (π x1) cos (π x2)π (a sin (1/2 π x3) + c)−
− 1/2w sin (π x1) sin (π x2) a cos (1/2 π x3)π+

+ z sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c) ≡ u0

(33)

Щоб порiвнювати точний розв’язок u0 з наближеним розв’язком
uappr, введемо в розгляд величину err(r) = uappr(r)−u0(r), r ∈ [0, 1]3

яку називатимемо похибкою наближення.
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На Рис. 1 зображено тривимiрний розподiл похибки err(r) набли-
ження дiї резольвенти на u0 з (33) для якого використовувались на-
ступнi значення параметрiв:

u = 4, v = −1, w = 0

ν = 1, µ = 1, σ = 2

a = 1, c = 1.

Наближений розв’язок має вигляд наведений на Рис. 2.
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Рис 1. Тривимiрний розподiл похибки err(r) наближення дiї резольвенти
на u0 визначеного у прикладi 7.1 (фрагмент поверхонь рiвня функцiї err(r),
що зображений на рисунку утворений перетином рiвнiв err(r) з множиною
x ≥ 0.5).
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Рис 2. Тривимiрний вигляд uappr(r) — наближення дiї резольвенти на u0

визначеного у прикладi 7.1 (фрагмент поверхонь рiвня функцiї uappr(r), що
зображений на рисунку утворений перетином рiвнiв uappr(r) з множиною
x ≥ 0.5).
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