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A new algorithm for eigenvalue problems for the linear self-adjont opera-
tors in the form of sum A+B with a discrete spectrum in Hilbert space is
proposed and justified. The algorithm is based on the approximation of B
by an operator B̄ such that the eigenvalue problem for A+ B̄ is computa-
tionally simpler then that for A+B. The operator A+B̄ is allowed to have
multiple eigenvalues. The algorithm for this eigenvalue problem is based
on the homotopy idea. It provides the super-exponential convergence rate,
i.e the rate faster then the rate of geometrical progression with the ratio
which is inversely proportional to the index of the eigenvalue under con-
sideration. The eigenpairs can be computed in parallel for all prescribed
indexes. We supply a numerical example which supports the developed
theory.
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Обоснован новый алгоритм FD-метода для задачи на собственные зна-
чения для суммы линейных самосопряженных операторов A + B с
дискретным спектром, действующих в некотором Гильбертовом про-
странстве. Алгоритм заключается в аппроксимации оператора B та-
ким оператором B̄, что задача на собственные значения для A + B̄
становится проще, чем для A+B. Рассмотрен случай, когда оператор
A+ B̄ имеет собственные значения произвольной конечной кратности.
Предложенный подход основывается на идее гомотопии и имеет супер-
экспоненциальную скорость сходимости, то есть сходится быстрее, чем
геометрическая прогрессия, знаменатель которой обратно пропорцио-
нален индексу соответствующего собственного значения. Собственные
пары можно вычислить параллельно для всех заданных индексов. Чис-
ленный пример подтверждает теорию.

1. Вступ

Задачi на власнi значення, тобто задачi знаходження власних пар –
власних значень (частот) i власних функцiй (форм вiбрацiй) –
вiдiграють важливу роль у рiзних застосуваннях, пов’язаних з вiбра-
цiєю i хвильовими процесами [1, 2]. Такi популярнi методи, як метод
скiнченних рiзниць (FDM), метод скiнченних елементiв (FEM) або
варiацiйнi методи, дають змогу ефективно обчислювати тiльки
власнi значення з найменшими iндексами до деякого номера n0

(власнi значення при цьому впорядкованi в неспадному порядку:
λ1≤λ2≤ ...≤λn≤ ...). Водночас iснують прикладнi задачi, якi потре-
бують обчислення великої кiлькостi (сотень тисяч) власних значень i
власних функцiй (наприклад, див. [2, с. 273, вступ до п. 4]). Для того
щоб знайти чисельно власнi значення з вищими номерами, запропо-
новано iнший пiдхiд, який базується на iдеях збурення (див. [3–5])
i гомотопiї (див. [6, 7] та посилання в них), названий FD-методом
вiдповiдно до [8], де його було вперше запропоновано.

Коротко пояснимо iдеї збурення i гомотопiї для наступної зада-
чi на власнi значення для суми самоспряжених операторiв A i B
(A = A∗, B = B∗) з областями визначення D(A) i D(B) вiдповiд-
но та дискретним спектром у гiльбертовому просторi H iз скалярним
добутком (·, ·)

(A+B) u− λu = θ, (1)

де θ – нульовий елемент. Шукаємо власну пару iз заданим фiксованим
iндексом n. Припустимо, що D(A) = H , D(A) ⊂ D(B) i оператор B
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пiдпорядкований оператору A, тобто для деякої додатної сталої c

‖Bv‖ ≤ c ‖Av‖ ∀v ∈ D (A) . (2)

Нехай B̄ = B̄∗, D(B̄) = D(B), i апроксимуємо оператор B опера-
тором B̄ так, щоб базова задача

(
A+ B̄

)
u(0) − λ(0)u(0) = θ (3)

була ”простiшою”, нiж задача (1), а власнi значення (3) були впоряд-
кованi таким чином:

0 ≤ λ
(0)
1 ≤ λ

(0)
2 ≤ ... ≤ λ(0)n ≤ ... . (4)

Зазначимо, що кожне власне значення в (4) повторюється таку кiль-
кiсть разiв, якою є його кратнiсть. Вiдповiднi власнi вектори утво-
рюють повну ортонормальну систему {ui}i=1,∞.

Дотримуючись iдеї гомотопiї, ”занурюємо” (1), (3) у сiмейство па-
раметричних задач

(A+W (t))un (t)− λn (t)un (t) = θ, t ∈ [0, 1] , (5)

з W (t) = B+ tϕ(B), ϕ(B) = B− B̄, яка мiстить обидвi задачi (1) i (3).
Очевидно, що un(0) = u

(0)
n , un(1) = un. Розв’язок (5) будемо шукати

у формi

λn (t) =

∞∑

j=0

λ(j)n tj , un (t) =

∞∑

j=0

u(j)n tj , (6)

де формально

λ(j)n =
1

j!

djλn (t)

dtj

∣∣∣∣
t=0

, u(j)n =
1

j!

djun (t)

dtj

∣∣∣∣
t=0

. (7)

За умови, що ряди (6) збiгаються для всiх t ∈ [0, 1], при t = 1 в (6)
отримуємо

λn =

∞∑

j=0

λ(j)n , un =

∞∑

j=0

u(j)n . (8)

Наближеннями рангу N до власних значень i власних векторiв задачi
(1) є зрiзанi ряди

N

λn =

N∑

j=0

λ(j)n ,
N
un =

N∑

j=0

u(j)n . (9)
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Пiдставивши (6) у (5) та прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових
степенiв t, отримаємо рекурентнi рiвняння для визначення членiв ря-
дiв (8), (9):

(
A+ B̄

)
u(j+1)
n − λ(0)n u(j+1)

n = F (j+1)
n , j = 0, 1, ..., (10)

де

F (j+1)
n = F (j+1)

n

(
λ(0)n , ..., λ(j+1)

n ;u(0)n , ..., u(j+1)
n

)
=

=

j∑

p=0

λ(j+1−p)u(p)n − ϕ(B)u(j)n =

= λ(j+1)u(0)n − ϕ(B)u(j)n +

j∑

p=1

λ(j+1−p)u(p)n , ϕ(B) = B −B, F (0)
n = 0.

Пара λ(0)n , u
(0)
n є розв’язком базової задачi (3) та початковими даними

для задач (10).
Однiєю з особливостей, якi спричинюють труднощi при розв’язу-

ваннi задач на власнi значення, є наявнiсть кратних власних значень.
Так, при застосуваннi FD-методу до розв’язання деяких задач вже на
етапi базової задачi (3), з якої починається числовий процес, виника-
ють кратнi власнi значення. Наведемо короткий огляд праць щодо
FD-методу, в яких вдалось подолати такi труднощi.

У працi [9] кожне власне значення базової задачi є двократним,

окрiм λ
(0)
0 = 0, яке є простим, для скалярної задачi Штурма-Лiувiлля

з потенцiалом q(x) = q(1−x), x ∈[0, 1], як для випадку перiодичних,
так i для випадку антиперiодичних крайових умов. В п. 2 з [10] роз-
глянуто одну iз самоспряжених крайових задач на власнi значення
для звичайного диференцiального рiвняння 4-го порядку, в якiй всi
власнi значення базової задачi є простими, окрiм λ

(0)
0 = 0, яке є дво-

кратним. У працi [11] при застосуваннi FD-методу до матричної за-
дачi Штурма-Лiувiлля з крайовими умовами Дiрiхле всi власнi зна-
чення базової задачi є двократними.

Дана праця є узагальненням [12], де обґрунтовано FD-метод та
здiйснено його алгоритмiчну реалiзацiю для абстрактної постанов-
ки задачi на власнi значення (1), коли базова задача (3) може мати
двократнi власнi значення. Узагальнення полягає в тому, що базова
задача може мiстити власнi значення довiльної скiнченної кратностi.
Зауважимо, що результати п.2 i п.3 частково викладено в працi [13].
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2. Алгоритм FD-методу у випадку кратних вла-
сних значень базової задачi з довiльною скiн-
ченною кратнiстю

Нехай λ
(0)
n є k-кратним власним значенням, k ≥ 2, i йому вiдпо-

вiдає ортонормальна система власних векторiв en,p, p = 1,k, тобто
(en,p,en,s) = δp,s, p,s = 1,k, де δp,s – символ Кронекера. Тут i нада-
лi iндекс n часто будемо опускати, якщо це не буде спричинювати
непорозумiння. Загальний розв’язок задачi (3) має вигляд

u(0) =

k∑

p=1

C(0)
p ep, (11)

де сталi C(0)
p , p = 1, k, буде визначено нижче.

Позначимо через Γ+ псевдообернений оператор Мура-Пенроуза до
оператора A+ B̄ + λ(0)E. Тодi, при виконаннi умов розв’язностi

(F (j+1), em) = 0, m = 1, k (12)

розв’язок рiвняння (10) можна записати у виглядi

u(j+1) =

k∑

p=1

C(j+1)
p ep + û(j+1), (13)

де

û(j+1) = Γ+

(
j∑

s=1

λ(j+1−s)u(s) − ϕ(B)u(j)

)
, (14)

причому пiдсумовування за s в (14) здiйснюється вiд 1, а не вiд 0,
внаслiдок наступної властивостi оператора Γ+:

Лема 2.1. Мають мiсце рiвностi Γ+ep = 0, p = 1, k.

Доведення леми 1.1 базується на такому представленнi:

Γ+v = −
∞∑

p=1
p6=n

(v, u
(0)
p )

λ
(0)
n − λ

(0)
p

u(0)p ∀v ∈ L(e1, e2, ..., ek),

де L(e1, e2, ..., ek) – лiнiйна оболонка елементiв e1, e2, ..., ek.
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З вимоги отогональностi

(u(j+1), u(0)) = 0, j = 0, 1, ... (15)

випливає умова

(~C(j+1), ~C(0))R =

k∑

p=1

C(j+1)
p C(0)

p = 0, j = 0, 1, ... , (16)

яка накладається на вектори ~C(j+1) = |[C(j+1)
p ]|p=1,k, j = 0, 1, .... Тут

(·, ·)R – скалярний добуток в Rk, ~C(0) = |[C(0)
p ]|p=1,k.

Виходячи з (12) та леми 1, одержуємо систему рiвнянь:

k∑

s=1

C(j)
s

(
(ϕ(B)− λ(1)E)es, em

)
=

= −
(
ϕ(B)û(j), em

)
+

j−1∑

p=0

λ(j+1−p)C(p)
m , m = 1, k,

(17)

де E = |[δs,t]|s,t=1,k – одинична матриця. Помноживши систему (17)

на C
(0)
m i пiдсумувавши за m вiд 1 до k, одержимо одну з основних

формул FD-методу:

λ(j+1)=
(
ϕ(B)u(j), u(0)

)
=
(
ϕ(B)û(j), u(0)

)
=
(
û(j), ϕ(B)u(0)

)
. (18)

Нехай λ(1)ν , ν = 1, r, є µν-кратним власним значенням матрицi

D(1) = |[d(1)p,m]|p,m=1,k, d
(1)
p,m = (ϕ(B)ep, em), (19)

причому
∑r
ν=1 µν = k, λ

(1)
1 < ... < λ

(1)
ν < ... < λ

(1)
r . Введемо матрицю

D[ν] = |[d[ν]p,m]|p,m=1,k, d
[ν]
p,m =

(
(ϕ(B)− λ(1)ν E)ep, em

)
, 1 ≤ ν ≤ r, (20)

та запишемо систему (17) у векторно-матричному виглядi:

D[ν] ~C(j) =

j−1∑

p=0

λ(j+1−p) ~C(p) −
〈
ϕ(B)û(j), ~e

〉
=

=

j−1∑

p=0

λ(j+1−p) ~C(p) −
〈
û(j), ϕ(B)~e

〉
, j = 0, 1, ...,

(21)
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де ~e = [e1, e2, ..., ek]
T , 〈v, ~e〉 = [(v, e1), (v, e2), ..., (v, ek)]

T . З (21) при
j = 0 iз урахуванням умови û(0) = 0 одержуємо

D[ν] ~C(0) = ~0. (22)

Нехай розв’язками системи (22) при λ(1) = λ
(1)
ν , ν = 1, r, буде орто-

нормальна система векторiв

~C
(0)
ν,i = |[C(0)

ν,i,m]|m=1,k, i = 1, µν , (23)

тобто (~C
(0)
ν,i ,

~C
(0)
ν,s )R = δi,s,

∥∥∥~C(0)
ν,i

∥∥∥
R
= 1, i,s=1,µν. Систему (21) запи-

шемо так:

D[ν] ~C
(j)
ν,i =

j−1∑

p=0

λ
(j+1−p)
ν,i

~C
(p)
ν,i −

〈
ϕ(B)û

(j)
ν,i , ~e

〉
=

=

j−1∑

p=0

λ
(j+1−p)
ν,i

~C
(p)
ν,i −

〈
û
(j)
ν,i , ϕ(B)~e

〉
, i = 1, µν , j = 0, 1, ...

(24)

З урахуванням (18) можна зробити висновок, що права частина си-

стеми (24) ортогональна до всiх векторiв ~C
(0)
ν,i , i = 1, µν, тобто ви-

конуються необхiднi й достатнi умови її розв’язностi. За розв’язок
системи (24), а вiн є неоднозначним, вiзьмемо наступний:

~C
(j)
ν,i =

(
D[ν]

)+
(
j−1∑

p=0

λ
(j+1−p)
ν,i

~C
(p)
ν,i −

〈
ϕ(B)û

(j)
ν,i , ~e

〉)
=

=
(
D[ν]

)+
(
j−1∑

p=0

λ
(j+1−p)
ν,i

~C
(p)
ν,i −

〈
û
(j)
ν,i , ϕ(B)~e

〉)
, i=1, µν, j=0, 1, ... ,

(25)

де
(
D[ν]

)+
– псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицiD[ν].

Неважко переконатися, що

(D[ν])+ ~C
(0)
ν,i = ~0, i=1, µν , (26)

тобто для розв’язку системи (21) у формi (25) будуть виконуватись
умови ортогональностi (16).
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3. Збiжнiсть FD-методу

Перейдемо до визначення оцiнок похибок методу, вважаючи, що i=
1, µν , ν = 1, r,

∑r
ν=1 µν = k. З (25), враховуючи (18) i (26), маємо

∥∥∥ ~C(j)
ν,i

∥∥∥
R
≤ w

(
j−1∑

p=1

∥∥∥û(j−p)ν,i

∥∥∥
∥∥∥ ~C(p)

ν,i

∥∥∥
R
+
∥∥∥û(j)ν,i

∥∥∥
)
, (27)

де

w =

∥∥∥∥
(
D[ν]

)+∥∥∥∥ |〈ϕ(B)~e〉| , ‖~a‖R = (~a,~a)R,
∣∣∣
〈
~b
〉∣∣∣ =

{
k∑

p=1

‖bp‖2
}1/2

та використано оцiнку, яка слiдує з (11):

∥∥∥ϕ(B)u(0)
∥∥∥ =

∥∥∥ϕ(B)
〈
~C(0), ~e

〉∥∥∥ =
∣∣∣
〈
~C(0), ϕ(B)~e

〉∣∣∣ ≤

≤ |〈ϕ(B)~e〉|
∥∥∥ ~C(0)

∥∥∥ = |〈ϕ(B)~e〉| .

З (13) i (14) одержуємо оцiнку

∥∥∥û(j+1)
ν,i

∥∥∥ ≤Mν,i

(
j∑

s=1

∥∥∥ũ(j−s)ν,i

∥∥∥
∥∥∥û(s)ν,i

∥∥∥+
∥∥∥û(j)ν,i

∥∥∥ +
∥∥∥ ~C(j)

ν,i

∥∥∥
R

)
≤

≤Mν,i

(
j∑

s=0

∥∥∥ũ(j−s)ν,i

∥∥∥
∥∥∥ũ(s)ν,i

∥∥∥+
∥∥∥ ~C(j)

ν,i

∥∥∥
R

)
,

(28)

де

Mν,i =Mn,ν,i = max
{∥∥Γ+

n

∥∥
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥ ,
∥∥Γ+

nϕ(B)
∥∥
}
,

∥∥∥ũ(s)ν,i
∥∥∥ =

{∥∥∥û(s)ν,i
∥∥∥ , s > 0,

1, s = 0.

Тут враховано оцiнку для розв’язку u(j)ν,i , яка випливає з представле-
ння (13):

∥∥∥u(j)ν,i
∥∥∥ =

(∥∥∥û(j)ν,i
∥∥∥
2

+
∥∥∥ ~C(j)

ν,i

∥∥∥
2

R

)1/2

≤
∥∥∥û(j)ν,i

∥∥∥+
∥∥∥~C(j)

ν,i

∥∥∥
R
. (29)
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Отримали рекурентну систему нерiвностей (27), (28). Для її
розв’язання спочатку зробимо замiну:

Uj = (Mν,i)
−j
∥∥∥ũ(j)ν,i

∥∥∥ , Sj = (Mν,i)
−j
∥∥∥ ~C(j)

ν,i

∥∥∥
R
, j = 1, 2, ...,

U0 =
∥∥∥ũ(0)ν,i

∥∥∥ = 1, S0 =
∥∥∥ ~C(0)

ν,i

∥∥∥
R
= 1,

(30)

внаслiдок якої приходимо до системи нерiвностей

Uj+1 ≤
j∑

p=0

Uj−pUp + Sj, Sj+1 ≤ w

j∑

p=0

Uj+1−pSp, j = 0, 1, 2, ... (31)

Замiнивши знаки нерiвностей на рiвностi, одержимо мажорантну для
(31) систему рекурентних рiвнянь:

Ūj+1 =

j∑

p=0

Ūj−pŪp + S̄j , S̄j+1 = w

j∑

p=0

Ūj+1−pS̄p, j = 0, 1, 2, ...,

Ū0 = U0 =
∥∥∥ũ(0)ν,i

∥∥∥ = 1, S̄0 = S0 =
∥∥∥~C(0)

ν,i

∥∥∥
R
= 1

(32)

у тому розумiннi, що

Uj+1 ≤ Ūj+1, Sj+1 ≤ S̄j+1. (33)

Систему (32) розв’яжемо методом твiрних функцiй. Для цього вво-
димо такi твiрнi функцiї:

f(z) =

∞∑

j=0

zjŪj , g(z) =

∞∑

j=0

zjS̄j ,

для яких згiдно з (32)

f(z)− 1 = z
(
f2(z) + g(z)

)
, g(z)− 1 = w (f(z)− 1) g(z). (34)

Визначивши з другого рiвняння g(z) = 1/ {1− w [f(z)− 1]} i пiдста-
вивши його у перше рiвняння, одержимо

zwf3(z)− (w + z + zw)f2(z) + (2w + 1)f(z)− (w + 1 + z) = 0. (35)

Помiняємо у рiвняннi (35) мiсцями залежну i незалежну змiннi, тобто
будемо розглядати z як функцiю вiд f :

z(f) =
(f − 1)w

(
f − w+1

w

)

wf2
(
f − w+1

w

)
− 1

. (36)
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Проаналiзувавши функцiю (36), отримаємо

z(1) = z

(
w + 1

w

)
= 0; z(f) > 0 ∀f ∈

(
1,
w + 1

w

)
;

z′(1) =
1

2
> 0, z′

(
w + 1

w

)
= −1 < 0.

Звiдси робимо висновок про те, що iснує zmax = z(fmax), fmax ∈(
1, w+1

w

)
, яке є радiусом збiжностi ряду f(z), а отже, iснують такi

додатнi сталi L, ε, що

(zmax)
j Ūj ≤

L

j1+ε
, j = 1, 2, ... (37)

З урахуванням замiни (30), нерiвностi (37), а також введених позна-
чень при z ≥ 0 маємо

∞∑

j=0

zj
∥∥∥ũ(j)ν,i

∥∥∥ ≤
∞∑

j=0

(
z

zmax
Mν,i

)j
Ūj(zmax)

j ≤

≤ 1 +

∞∑

j=1

(
z

zmax
Mν,i

)j
L

j1+ε
. (38)

Нехай виконується умова

qn,ν,i =
Mn,ν,i

zmax
< 1, (39)

тодi нерiвнiсть (38) буде правильною ∀z ∈ [0, 1], а отже, буде мати
мiсце нерiвнiсть

∥∥∥ũ(j)n,ν,i
∥∥∥ ≤

L qjn,ν,i
j1+ε

, j = 1, 2, ... (40)

Визначимо радiус збiжностi ряду g(z). За аналогiєю з попереднiми
викладками знайдемо z як функцiю вiд g:

z(g) =
g(g − 1)w

(g − 1)2 + 2wg(g − 1) + w2g2(g + 1)
. (41)

Для дослiдження функцiї z(g) знаходимо

z′(g) = − w[w2g2((g − 1)2 − 2) + (g − 1)2]

[(g − 1)2 + 2wg(g − 1) + w2g2(g + 1)]2
. (42)
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Проаналiзувавши (41), (42), робимо висновок, що

z(g) > 0 ∀ g ∈ (1,∞); z(1) = 0, z(∞) = 0; z′(1) =
1

2w
> 0,

z′
(
1 +

√
2
)
= − 2w

(
2 + 2(

√
2 + 2)w + (7

√
2 + 10)w2

)2 < 0.

Отже, iснує таке gmax ∈
(
1, 1 +

√
2
)
, при якому функцiя z(g) досягає

свого максимуму

zmax = max
g∈[1,1+

√
2]
z(g) = z(gmax),

який є радiусом збiжностi ряду g(z) i спiвпадає з радiусом збiжностi
ряду f(z). За аналогiєю з попереднiми викладками при виконаннi
умови (39) iснують такi додатнi сталi L, ε, що справедливою є оцiнка

∥∥∥ ~C(j)
n,ν,i

∥∥∥
R
≤
Lqjn,ν,i
j1+ε

, j = 1, 2, ... . (43)

Згiдно з нерiвностями (29), (40) та (43) маємо першу потрiбну оцiнку

∥∥∥u(j)n,ν,i
∥∥∥ ≤

2L̄qjn,ν,i
j1+ε̄

, j = 1, 2, ..., L̄ = max(L,L), ε̄ = min(ε, ε), (44)

а використовуючи формулу (18) та оцiнку (40), одержимо другу оцiн-
ку

∣∣∣λ(j+1)
n,ν,i

∣∣∣ ≤
L
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥ qjn,ν,i
j1+ε

, j = 1, 2, ... . (45)

На пiдставi нерiвностей (44), (45) та мiркувань, аналогiчних мiрку-
ванням у [14], переконуємось у справедливостi наступної теореми.

Теорема 3.1. Нехай виконується умова (39), тодi FD-метод
для задачi (1) є суперекспоненцiально збiжним i мають мiсце такi
оцiнки його точностi:

∥∥∥un,ν,i −
m
un,ν,i

∥∥∥=

∥∥∥∥∥∥
un,ν,i −

m∑

j=0

u
(j)
n,ν,i

∥∥∥∥∥∥
≤ 2L̄

(m+ 1)1+ε̄
qm+1
n,ν,i

1− qn,ν,i
,

∥∥∥λn,ν,i −
m

λn,ν,i

∥∥∥=

∥∥∥∥∥∥
λn,ν,i −

m∑

j=0

λ
(j)
n,ν,i

∥∥∥∥∥∥
≤
L
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
(m+ 1)1+ε

qmn,ν,i
1− qn,ν,i

.

(46)
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Якщо qn,ν,i = 1, то замiсть оцiнок (46) справедливими є такi оцiн-
ки:

∥∥∥un,ν,i −
m

un,ν,i

∥∥∥ ≤ 2L̄

∞∑

j=m+1

1

j1+ε̄
≤ 2L̄

ε̄mε̄
,

∥∥∥∥λn,ν,i −
m

λn,ν,i

∥∥∥∥ ≤ L̄
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
∞∑

j=m+1

1

j1+ε
≤
L̄
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
εmε

.

Тут i = 1, µν , ν = 1, r,
∑r
ν=1 µν = k.

Наш пiдхiд має наступнi переваги над класичними методами, де-
якi з яких схожi на особливостi методу Pruess [2,15,16] для звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку або методiв з [1]:

1. Породжує нескiнченний спектр, на вiдмiну вiд матричних ме-
тодiв, таких як метод скiнченних рiзниць (FDM), метод скiнченних
елементiв (FEM) або варiацiйнi методи (VM).

2. Показав кращi результати збiжностi та оцiнки похибок (зокре-
ма, має суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi) порiвняно з
FDM, FEM i VM.

3. Можна досягти довiльної точностi з майже оптимальними об-
числювальними затратами для великих iндексiв, якi не залежать вiд
розрiджування сiтки.

4. Особливий випадок (ϕ(B)ep, em) = 0 ∀p,m = 1, k

Зробимо наступнi припущення: якщо оператор Π−(B) є добутком са-
моспряжених операторiв ϕ(B) i Γ+ з непарною кiлькiстю операторiв
ϕ(B), то ∀p,m = 1, k, s = 0, 1, ... будуть справедливi спiввiдношення:

(Π−(B)ep, em) = 0, (47)

((ϕ(B)Γ+)2sϕ(B)ep, em) = 0, ((ϕ(B)Γ+)2sΓ+ϕ(B)ep, em) = 0. (48)

Теорема 4.1. Нехай виконується умова (47), тодi справедливи-
ми є спiввiдношення:

~C(2j−1)=~0, λ(2j−1)=0,

(Π+û(2j−1), em)=0 ∀Π+∈Ω+, (Π−û(2j), em)=0 ∀Π−∈Ω−, m=1, k,

j=1, 2, ... ,
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де Ω+, Ω− – множини добуткiв операторiв ϕ(B) i Γ+ з парним i
непарним входженням ϕ(B) вiдповiдно.

Доведення. Доведення проведемо методом повної математичної
iндукцiї. З рiвняння (10) при j = 0 одержимо

û(1) = −
k∑

p=1

C(0)
p Γ+ϕ(B)ep, λ

(1) = 0.

Запишемо умову розв’язностi (12) рiвняння (10) при j = 1:

λ(2)C(0)
m −

(
ϕ(B)û(1), em

)
=

= λ(2)C(0)
m +

k∑

p=1

C(0)
p

(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)ep, em

)
= 0, m = 1, k. (49)

Нехай λ(2)ν , ν = 1, r, є µν-кратним власним значенням матрицi

D(2) = |[d(2)p,m]|p,m=1,k, d
(2)
p,m = −

(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)ep, em

)
, (50)

причому
∑r
ν=1 µν = k (λ(2)1 < ... < λ

(2)
ν < ... < λ

(2)
r ). Розв’язками

системи (49) при λ(2) = λ
(2)
ν , ν = 1, r, нехай буде ортонормальна

система векторiв

~C
(0)
ν,i = |[C(0)

ν,i,m]|m=1,k, i = 1, µν , (51)

тобто (~C
(0)
ν,i ,

~C
(0)
ν,s )R = δi,s,

∥∥∥~C(0)
ν,i

∥∥∥
R

= 1, i,s= 1,µν . Систему (49) при

m=1, k, i=1, µν (а надалi саме такими вважатимемо дiапазони, якi
пробiгатимуть iндекси m та i), подамо так:

λ(2)ν C
(0)
ν,i,m −

(
ϕ(B)û

(1)
ν,i , em

)
= λ(2)ν C

(0)
ν,i,m+

+

k∑

p=1

C
(0)
ν,i,p

(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)ep, em

)
= 0. (52)

Враховуючи (48) та (13), запишемо умову розв’язностi (12) рiвня-
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ння (10) при j = 2:

λ
(3)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(1)
ν,i,m−

(
ϕ(B)u

(2)
ν,i , em

)
=λ

(3)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(1)
ν,i,m−

−
k∑

p=1

C
(2)
ν,i,p (ϕ(B)ep, em) +

k∑

p=1

C
(1)
ν,i,p

(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)ep, em

)
−

−
k∑

p=1

C
(0)
ν,i,p

(
ϕ(B)

(
Γ+ϕ(B)

)2
ep, em

)
= λ

(3)
ν,iC

(0)
ν,i,m + λ(2)ν C

(1)
ν,i,m+

+

k∑

p=1

C
(1)
ν,i,p

(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)ep, em

)
=0,

(53)

наслiдком якої з урахуванням (52) i (15) є

λ
(3)
ν,i = 0, (λ(2)ν E +D(2))~C

(1)
ν,i = ~0, (54)

тодi ~C(1)
ν,i = ~0.

Враховуючи (48), запишемо умову розв’язностi (12) рiвняння (10)
при j = 3:

λ
(4)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(2)
ν,i,m−

(
ϕ(B)u

(3)
ν,i , em

)
=λ

(4)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(2)
ν,i,m−

−
(
ϕ(B)û

(3)
ν,i , em

)
−

k∑

p=1

C
(3)
ν,i,p (ϕ(B)ep, em)=0. (55)

Звiдси з урахуванням (48) та умови (15) одержуємо

λ
(4)
ν,i =

(
ϕ(B)û

(3)
ν,i , u

(0)
ν,i

)
. (56)

Для того щоб одержати рiвняння для ~C
(2)
ν,i = |[C(2)

ν,i,m]|m=1,k, поверта-
ємося до рiвняння (55), яке перетворимо до вигляду

λ(2)ν C
(2)
ν,i,m +

k∑

p=1

C
(2)
ν,i,pd

(2)
p,m = −λ(4)ν,iC

(0)
ν,i,m + λ(2)ν

(
ϕ(B)Γ+û

(1)
ν,i , em

)
−

−
(
ϕ(B)Γ+ϕ(B)û

(2)
ν,i , em

)
. (57)
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Розв’язок рiвняння (57), а вiн визначається неоднозначно, вiзьмемо
саме у такiй векторно-матричнiй формi, яка забезпечує виконання
умови (15), тобто

~C
(2)
ν,i =

(
D[2,ν]

)+ [
−λ(4)ν,i ~C

(0)
ν,i + λ(2)ν

〈
ϕ(B)Γ+û

(1)
ν,i , ~e

〉
−

−
〈
ϕ(B)Γ+ϕ(B)û

(2)
ν,i , ~e

〉]
, (58)

де
(
D[2,ν]

)+
– псевдообернена матриця Мура-Пенроуза до матрицi

D[2,ν] = λ
(2)
ν E + D(2) та згiдно з введеними позначеннями 〈v, ~e〉 =

[(v, e1), (v, e2), ..., (v, ek)]
T , ~e=[e1, e2, ..., ek]

T .
Перш нiж розглядати загальний випадок, запишемо умову розв’я-

зностi (12) рiвняння (10) при j = 4:

λ
(5)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(3)
ν,i,m−

(
ϕ(B)u

(4)
ν,i , em

)
=λ

(5)
ν,iC

(0)
ν,i,m+λ(2)ν C

(3)
ν,i,m−

−
(
ϕ(B)û

(4)
ν,i , em

)
−

k∑

p=1

C
(4)
ν,i,p (ϕ(B)ep, em)=0. (59)

Звiдси з урахуванням (48) та умови (15) одержуємо

λ
(5)
ν,i =

(
ϕ(B)û

(4)
ν,i , u

(0)
ν,i

)
. (60)

Щоб одержати рiвняння для ~C
(3)
ν,i = |[C(3)

ν,i,m]|m=1,k, покажемо, що пра-
ва частина (60) дорiвнює нулю. Маємо

(ϕ(B)û
(4)
ν,i , em) =

(
ϕ(B)Γ+

(
λ(2)ν û

(2)
ν,i − ϕ(B)u

(3)
ν,i

)
, em

)
=

= −
k∑

p=1

C
(3)
ν,i,pd

(2)
p,m. (61)

Пiдставимо цей вираз у (59), тодi

λ
(5)
ν,iC

(0)
ν,i,m + λ(2)ν C

(3)
ν,i,m +

k∑

p=1

C
(3)
ν,i,pd

(2)
p,m = 0, (62)

звiдси випливає, що λ(5)ν,i = 0, ~C
(3)
ν,i = ~0.
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Надалi для спрощення викладок, якщо це не спричинятиме
непорозумiнь, опустимо iндекси ν, i при записi векторiв ~C

(j)
ν,i =

|[C(j)
ν,i,m]|m=1,k та власних пар λ(j+1)

ν,i , u
(j+1)
ν,i з j = 0, 1, 2, ...

Застосуємо метод повної математичної iндукцiї. Припустимо, що
для деякого фiксованого j при m = 1, k, s = 1, j доведено, що

λ(2s−1)=0, ~C(2s−1)=~0,
(
Π+û(2s−1), em

)
=0 ∀Π+∈ Ω+,

(
Π−û(2s), em

)
=0 ∀Π−∈ Ω−.

(63)

Покажемо, що (63) виконуються i при s= j+1. З (63) i властивостей
оператора Γ+ маємо

u(2j+1)=
k∑

p=1

C(2j+1)
p ep+Γ+

(
j∑

s=1

λ(2j−2s+2)û(2s−1) − ϕ(B)u(2j)

)
,

λ(2j+1)C(0)
m − (ϕ(B)û(2j), em)=0.

(64)

Розглянемо друге рiвняння з (64) i використаємо припущення iнду-
кцiї (63) та лему 1.1, тодi

λ(2j+1)C(0)
m −(ϕ(B)û(2j), em)=λ(2j+1)C(0)

m −

−
(
ϕ(B)Γ+

(
j−1∑

s=1

λ(2j−2s)û(2s)− ϕ(B)û(2j−1)

)
, em

)
= λ(2j+1)C(0)

m = 0.

Звiдси одержуємо λ(2j+1) = 0.
Для будь-якого Π+ ∈ Ω+ з (63) маємо

(
Π+û(2j+1), em

)
=

(
Π+Γ+

(
j∑

s=1

λ(2j−2s+2)û(2s−1)−ϕ(B)û(2j)

)
,em

)
=0,

бо у оператора Π+Γ+ парнiсть кiлькостi входжень не змiнюється, а у
оператора Π+Γ+ϕ(B) кiлькiсть входжень ϕ(B) стає непарною.

Для будь-якого Π− ∈ Ω− маємо

(Π−û(2j+2), em) =

(
Π−Γ+

(
j∑

s=1

λ(2j−2s+2)û(2s)−ϕ(B)u(2j+1)

)
,em

)
=

= −
k∑

p=1

C(2j+1)
p

(
Π−Γ+ϕ(B)ep, em

)
. (65)
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Для того щоб показати, що останнi вирази дорiвнюють нулю, запи-
шемо умови розв’язностi (12) рiвняння (10) при замiнi j на 2j + 2:

λ(2j+3)C(0)
m +

j∑

s=1

λ(2j−2s+4)(û(2s−1), em) + λ(2)C(2j+1)
m −

− (ϕ(B)û(2j+2), em) = 0.

Оскiльки має мiсце (65), то попередня система набуває вигляду

λ(2j+3)C(0)
m + λ(2)C(2j+1)

m −
k∑

p=1

d(2)p,mC
(2j+1)
p = 0.

Звiдси λ(2j+3) = 0, C
(2j+1)
m = 0, що разом iз (65) доводить справедли-

вiсть рiвностей
(Π−û(2j+2), em) = 0.

Зауважимо, що вибiр вектора ~C(0) як розв’язку системи (λ(2)E +

D(2))~C(2j+1) = ~0 зумовлений тим, що в подальшому не виникає нео-
днорiдних умов на цей вектор.

На цьому iндукцiю завершено, а з нею i доведення теореми.
Використовуючи теорему 4.1 та формули (13), (14) i (18), запису-

ємо праву частину рiвнянь (1) при замiнi j на 2j+1 (j=1, 2, ...):

F (2j+2) = λ(2j+2)u(0) − ϕ (B) û(2j+1) +

j∑

s=1

λ(2j+2−2s)u(2s) =

=
k∑

p=1

C(2j)
p ϕ (B) Γ+ϕ (B) ep + λ(2)

k∑

p=1

C(2j)
p ep+

+

j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)

[
û(2s) +

k∑

p=1

C(2s)
p ep − ϕ (B) Γ+û(2s−1)

]
+

+ λ(2)
[
û(2j) − ϕ (B) Γ+û(2j−1)

]
+ ϕ (B) Γ+ϕ (B) û(2j)+

+ λ(2j+2)
k∑

p=1

C(0)
p ep.

(66)

З урахуванням умови розв’язностi (12), леми 2.1, скалярного добутку
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(66) та em, m = 1, k, отримаємо систему рiвнянь:

λ(2)C(2j)
m +

k∑

p=1

C(2j)
p d(2)p,m=

j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)
[(
ϕ (B) Γ+û(2s−1), em

)
−C(2s)

m

]
+

+λ(2)
(
ϕ (B) Γ+û(2j−1), em

)
−
(
ϕ (B) Γ+ϕ (B) û(2j), em

)
−λ(2j+2)C(0)

m ,

або у векторно-матричному виглядi:

(
λ(2)E+D(2)

)
~C(2j)=

j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)
[〈
ϕ (B) Γ+û(2s−1), ~e

〉
− ~C(2s)

]
+

+λ(2)
〈
ϕ (B) Γ+û(2j−1), ~e

〉
−
〈
ϕ (B) Γ+ϕ (B) û(2j), ~e

〉
−λ(2j+2) ~C(0).

(67)

Використовуючи спiввiдношення

k∑

p=1

C(2j)
p

k∑

t=1

C
(0)
t d

(2)
p,t = 0,

пiдставляємо вираз для λ(2j+2), отриманий з (18) i (64):

λ(2j+2) =
(
ϕ (B) û(2j+1), u(0)

)
= λ(2)

(
ϕ (B) Γ+û(2j−1), u(0)

)
+

+

j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)
(
ϕ (B) Γ+û(2s−1), u(0)

)
−
(
ϕ (B) Γ+ϕ (B) û(2j), u(0)

)
,

у рiвняння (67). Як наслiдок маємо систему рiвнянь:

D[2,ν] ~C(2j)=

j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)
[〈
ϕ (B) Γ+û(2s−1), ~e− u(0) ~C(0)

〉
− ~C(2s)

]
+

+λ(2)
〈
ϕ (B) Γ+û(2j−1), ~e−u(0) ~C(0)

〉
+
〈
ϕ (B) Γ+ϕ (B) û(2j), u(0) ~C(0)−~e

〉
.

З цiєї системи, леми 2.1, теореми 4.1 та формул (13), (14) i (18)
одержуємо основнi формули алгоритму FD-методу для задачi (1)
(при j=1, 2, ...):

û(2j−1) = Γ+

(
j−1∑

s=1

λ(2j−2s)û(2s−1) − ϕ(B)u(2j−2)

)
,
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û(2j) = Γ+

(
j−1∑

s=1

λ(2j−2s)û(2s) − ϕ(B)û(2j−1)

)
, (68)

~C(2j) =
(
D[2,ν]

)+
(
j−1∑

s=1

λ(2j+2−2s)
[〈
ϕ(B)Γ+û(2s−1), ~e− u(0) ~C(0)

〉
−

− ~C(2s)
]
+ λ(2)

〈
ϕ(B)Γ+û(2j−1), ~e− u(0) ~C(0)

〉
+

+
〈
ϕ(B)Γ+ϕ(B)û(2j), u(0) ~C(0) − ~e

〉)
,

λ(2j)=
(
ϕ(B)û(2j−1), u(0)

)
,

λ(2)=λ(2)n,ν , λ
(2j)=λ

(2j)
n,ν,i, û

(j)= û
(j)
n,ν,i,

~C(2j−2) = ~C
(2j−2)
n,ν,i , u(0)=u

(0)
n,ν,i,

û(0) = 0,
∥∥∥u(0)n,ν,i

∥∥∥=1,
∥∥∥~C(0)

n,ν,i

∥∥∥
R
=1, i=1, µν, ν=1, r,

r∑

ν=1

µν=k.

5. Збiжнiсть FD-методу в особливому випадку
(ϕ(B)ep, em) = 0 ∀p,m = 1, k

Перейдемо до пошуку оцiнок. Використовуючи введенi в п.3 позна-
чення, з (68) при j = 1, 2, ... маємо

∣∣∣λ(2j)n,ν,i

∣∣∣ ≤
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
∥∥∥û(2j−1)

n,ν,i

∥∥∥ ,

∥∥∥û(2j−1)
n,ν,i

∥∥∥≤ α

(
j−1∑

s=1

∥∥∥û(2j−2s−1)
n,ν,i

∥∥∥
∥∥∥û(2s−1)

n,ν,i

∥∥∥+
∥∥∥û(2j−2)

n,ν,i

∥∥∥+
∥∥∥~C(2j−2)

n,ν,i

∥∥∥
R

)
,

∥∥∥û(2j)n,ν,i

∥∥∥ ≤ α

(
j−1∑

s=1

∥∥∥û(2j−2s−1)
n,ν,i

∥∥∥
∥∥∥û(2s)n,ν,i

∥∥∥+
∥∥∥û(2j−1)

n,ν,i

∥∥∥
)
, (69)

∥∥∥~C(2j)
n,ν,i

∥∥∥≤β
{
α

j∑

s=1

∥∥∥û(2j+1−2s)
n,ν,i

∥∥∥
∥∥∥û(2s−1)

n,ν,i

∥∥∥+ α
∥∥∥û(2j)n,ν,i

∥∥∥+

+

j−1∑

s=1

∥∥∥û(2j+1−2s)
n,ν,i

∥∥∥
∥∥∥ ~C(2s)

n,ν,i

∥∥∥
}
,
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де α=Mn,ν,i, β=
∥∥∥
(
D[2,ν]

)+∥∥∥ |〈ϕ (B)~e〉|max(
√
k − 1, 2). Тут, для одер-

жання останньої нерiвностi використано такi спiввiдношення:

∣∣∣
〈
~e− u(0) ~C(0)

〉∣∣∣
2

= k − 1,
∣∣∣
〈
ϕ(B)(~e − u(0) ~C(0))

〉∣∣∣ ≤ 2 |〈ϕ(B)~e〉| .

Введемо в (69) замiну:

c2j=(Mn,ν,i)
−2j−1

∥∥∥ ~C(2j)
n,ν,i

∥∥∥
R
, uj=(Mn,ν,i)

−j
∥∥∥û(j)n,ν,i

∥∥∥ , j = 1, 2, ...,

c0 = 1, u0 = 0.

Тодi система нерiвностей (69) набуде вигляду

u2j−1 ≤
j−1∑

s=1

u2j−2s−1u2s−1 + u2j−2 + αc2j−2,

u2j ≤
j−1∑

s=1

u2j−2s−1u2s + u2j−1,

c2j ≤ β

[
j∑

s=1

u2j−2s+1u2s−1 + u2j

]
+ αβ

j−1∑

s=1

u2j−2s+1c2s,

(70)

j = 1, 2, ..., c0 = 1, u0 = 0.

Замiнивши в (70) знак нерiвностi на знак рiвностi, одержуємо мажо-
руючу систему рiвнянь:

ū2j−1 =

j−1∑

s=1

ū2j−2s−1ū2s−1 + ū2j−2 + α c̄2j−2,

ū2j =

j−1∑

s=1

ū2j−2s−1ū2s + ū2j−1,

c̄2j = β

[
j∑

s=1

ū2j−2s+1ū2s−1 + ū2j

]
+ αβ

j−1∑

s=1

ū2j−2s+1c̄2s,

j = 1, 2, ..., ū0 = u0 = 0, c̄0 = c0 = 1,

(71)

у тому розумiннi, що

u2j−1 ≤ ū2j−1, u2j ≤ ū2j , c2j ≤ c̄2j , j = 1, 2, ... .
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Систему (71) будемо розв’язувати методом твiрних функцiй. Вве-
демо таке позначення:

f(z) =

∞∑

j=0

zjū2j+1, g(z) =

∞∑

j=0

zjū2j+2, w(z) =

∞∑

j=0

zj c̄2j . (72)

Iз (71) одержуємо систему:

f(z) =zf2(z) + zg(z) + αw(z),

g(z) =zf(z)g(z) + f(z),

w(z)− 1 =βz
{
[f(z)]

2
+ g(z)

}
+ αβ [f(z)− α] [w(z)− 1] .

(73)

Звiдси вiдносно z маємо квадратне рiвняння

[αβf − αβ(α + 1)− 1]f3z2 + [−2αβf2 + (3α2β + 2)f−
− (α2 − α− 1)αβ − α+ 1]fz + αβf2 − (2α2β + 1)f + α3β + α=0,

з якого знаходимо z як функцiю вiд f , вибравши серед двох коренiв
корiнь, для якого виконується спiввiдношення z(α) = 0, тобто

z(f) =
(
2αβf2 − (3α2β + 2)f + α(α2 − α− 1)β + α− 1+

+
[
4α2β2f3 + (α(α2 − 12α− 4)β − 8)αβf2+

+ (4− 2α3(α2 − 5α− 3)β2 − 2α(α2 − 7α− 2)β)f+

+αβ(α2−α−1)(α(α2−α−1)β+2α−2)+(α−1)2
]1/2)

/

/
[
2f2(αβf − 1− α(α+ 1)β)

]
.

(74)

Помножимо чисельник i знаменник на вираз

m =−
(
2αβf2 − (3α2β + 2)f + α(α2 − α− 1)β + α− 1−

−
[
4α2β2f3 + (α(α2 − 12α− 4)β − 8)αβf2+

+ (4− 2α3(α2 − 5α− 3)β2 − 2α(α2 − 7α− 2)β)f+

+αβ(α2−α−1)(α(α2−α−1)β+2α−2)+(α−1)2
]1/2)

.

Пiсля нескладних перетворень одержимо

z (f) = −2αβ
(f − α)

(
f − α− 1

αβ

)

f m
. (75)
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Неважко показати, що

z(f) > 0 ∀f ∈
(
α, α+

1

αβ

)
,

а отже, iснує таке fmax ∈
(
α, α+ 1

αβ

)
, що

max
f∈(α,α+ 1

αβ )
z (f) = z(fmax) = zmax

i zmax – радiус збiжностi ряду f(z), а також рядiв g(z), w(z), тобто
iснують такi додатнi сталi Li, εi, i = 1, 2, 3, що

(zmax)
j ū2j−1≤

L1

j1+ε1
, (zmax)

j ū2j≤
L2

j1+ε2
, (zmax)

j c̄2j≤
L3

j1+ε3
, j=1, 2, ...

Викладене вище переконує нас у справедливостi наступної теореми.

Теорема 5.1. Нехай (ϕ(B)en,p, en,m) = 0 ∀p,m = 1, k та викону-
ється умова

qn,ν,i =
Mn,ν,i

zmax
< 1. (76)

Тодi FD-метод для задачi (1) є суперекспоненцiально збiжним i ма-
ють мiсце такi оцiнки його точностi:

∥∥∥un,ν,i −
m
un,ν,i

∥∥∥=

∥∥∥∥∥∥
un,ν,i −

m∑

j=0

u
(j)
n,ν,i

∥∥∥∥∥∥
≤ 2L̄

(m+ 1)1+ε
qm+1
n,ν,i

1− qn,ν,i
,

∥∥∥λn,ν,i−
m

λn,ν,i

∥∥∥=

∥∥∥∥∥∥
λn,ν,i −

m∑

j=0

λ
(j)
n,ν,i

∥∥∥∥∥∥
≤
L̄
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
(m+ 1)1+ε

qmn,ν,i
1− qn,ν,i

.

(77)

Якщо qn,ν,i = 1, то замiсть оцiнок (77) справджуються наступнi
оцiнки:

∥∥∥un,ν,i −
m
un,ν,i

∥∥∥ ≤ 2L̄

∞∑

j=m+1

1

j1+ε
≤ 2L̄

εmε
,

∥∥∥λn,ν,i −
m

λn,ν,i

∥∥∥ ≤ L̄
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
∞∑

j=m+1

1

j1+ε
≤
L̄
∥∥∥ϕ(B)u

(0)
n,ν,i

∥∥∥
εmε

.

(78)

Тут L̄=max(L1, L2, L3), ε=min(ε1, ε2, ε3), i=1, µν , ν=1, r,
∑r

ν=1µν=k.
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Приклад 5.1. Розглянемо одновимiрну по простору векторно-
матричну задачу Штурма-Лiувiлля з крайовими умовами Дiрiхле на
вiдрiзку (0, 1), тобто задачу (1), в якiй оператори A,B визначенi на-
ступним чином:

D (A) =
{
v ∈ W 2

2 (0, 1) : v (0) = v (1) = 0
}
, Av =

d2v (x)

dx2
∀v ∈ D (A) ,

D (B) = L2 (0, 1) , Bv = Q (x) v (x) ,

Q (x) = (1/2− x) ·




1 1 (1/2− x)2

1 1 1

(1/2− x)
2

1 1


 , x ∈ (0, 1).

У табл. 1 наведено трiйки власних значень λexn,l, l = 1, 3, n = 1, 4, 8,
отриманi методом стрiльби з використанням методу Гiра для iнтегру-
вання вiдповiдних задач Кошi. Обчислення здiйсненi за допомогою
системи комп’ютерної алгебри Maple 17 (з Digits=128, maxord=11,
abserr=10−36, relerr=10−24).

За допомогою реалiзованого в пакетi MATSCS в Matlab методу
CPM{10, 8} (див. [17]) знайдено власнi значення Et у режимi обчи-
слень iз подвiйною точнiстю та допустимим вiдхиленням tol= 10−15.
Деякi з них при t = 0, 11 та t = 21, 23 разом з похибками обчислень
∆Et наведенi в табл. 1. Кiлькiсть iнтервалiв розбиття "основної" сi-
тки nint= 25. Як бачимо з табл. 1, вже при невеликих номерах t
власнi значення в трiйках спiвпадають, а саме E3 = E4, E6 = E7,
E3t = E3t+1 = E3t+2, t >= 3. Це зумовлено близькiстю власних зна-
чень у трiйках та використанням розбиття вiдрiзка, яке генерується
на початку виконання алгоритму CPM-методу, для обчислення всiх
власних значень.

Застосуємо найпростiший варiант FD-методу, коли B̄ ≡ 0. Псев-
дообернений оператор Мура-Пенроуза Γ+ має вигляд

Γ+v = (gn(x, ·), vn(·)) =
∫ 1

0

gn(x, ξ)vn(ξ)dξ,

gn(x, ξ)=
1

4π2n2
(cos(nπ(x+ξ))−cos(nπ(x−ξ)))− 1

2πn
(sin(nπ(x+ξ))×

× (1− x− ξ)−sin(nπ|x − ξ|)(1− |x− ξ|)),
де gn(x, ξ) – узагальнена функцiя Грiна.
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Таблиця 1. Обчислення, здiйсненi за допомогою методу стрiльби (з вико-
ристанням методу Гiра з maxord=11, abserr=10−36, relerr=10−24) та методу
CPM{10, 8} (з tol= 10−15, nint= 25)

n l λex
n,l

k Et ∆Et

1 1 9.863005897991451947257214 0 9.86300589799145 +3.55·10−15

2 9.868665687828881068818954 1 9.86866568782887 +2.19·10−15

3 9.869448153557578352854274 2 9.86944815355757 +2.19·10−15

2 1 39.47847505309593329887386 3 39.4784750530959 +8.77·10−15

2 39.47875905307639709887213 4 39.4784750530959 +8.77·10−15

3 39.48029773815411128857833 5 39.4802977381541 −1.42·10−14

3 1 88.82646667897491171279617 6 88.8264666789749 +1.97·10−14

2 88.82660431609601029718887 7 88.8264666789749 +1.97·10−14

3 88.82761296473985512606048 8 88.8276129647398 +2.84·10−14

4 1 157.9136858376700168133047 9 157.913685837670 +3.51·10−14

2 157.9137647274037242550664 10 157.913685837670 +3.51·10−14

3 157.9143992106911288540809 11 157.913685837670 +3.51·10−14

8 1 631.6546855642199543269033 21 631.654685564219 +1.40·10−13

2 631.6547055560593258633251 22 631.654685564219 +1.40·10−13

3 631.6548807432349298044469 23 631.654685564219 +1.40·10−13

В цьому випадку кожне власне значення λ
(0)
n = (nπ)2 базової за-

дачi має кратнiсть 3 i йому вiдповiдає ортонормальна система вла-
сних векторiв en,m(x)=

√
2 sin(nπx)|[δm,s]|s=1,3 , m = 1, 3. Загальними

розв’язками базової задачi є власнi вектори

u(0)n,p(x) =
3∑

m=1

C(0)
n,p,men,m(x), p = 1, 3,

де ~C
(0)
n,p = |[C(0)

n,p,m]|m=1,3, p = 1, 3 – ортонормальна система векторiв,
що є розв’язком вiдповiдної системи (49). Кожне власне значення

λ
(2)
n,ν матрицi (50) має кратнiсть 1 (µν = 1, ν = 1, 3), тому iндекс i

(введений згiдно з позначеннями п. 4) можна опустити.
FD-метод в цьому прикладi є таким, що точно реалiзується

(див. [18]). Для матричного потенцiала Q(x) виконуються спiввiдно-
шення

(Q(x)en,p(x), en,m(x)) = 0, p,m = 1, 3.

Умови теореми 4.1 виконуються, зокрема λ
(2j−1)
n,l = 0, l = 1, 3, j =

1, 2, ...
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Таблиця 2. Збiжнiсть FD-методу для власних значень λn,l, l = 1, 3 з но-
мерами n = 1, 4, 8.

n j
∣

∣

∣
λ
(j)
n.1

∣

∣

∣
∆n.1(j)

∣

∣

∣
λ
(j)
n.2

∣

∣

∣
∆n.2(j)

∣

∣

∣
λ
(j)
n.3

∣

∣

∣
∆n.3(j)

1 0 9.870 6.6·10−3 9.870 9.4·10−4 9.870 1.6·10−4

2 6.599·10−3 7.8·10−7 9.387·10−4 1.8·10−8 1.562·10−4 5.0·10−10

4 7.877·10−7 2.3·10−10 1.778·10−8 7.9·10−13 4.995·10−10 3.7·10−15

6 2.301·10−10 8.7·10−14 7.916·10−13 4.9·10−17 3.746·10−15 1.4·10−18

2 0 39.48 5.7·10−5 39.48 3.4·10−4 39.48 1.9·10−3

2 5.745·10−5 6.8·10−10 3.415·10−4 1.7·10−8 1.881·10−3 7.6·10−7

4 6.796·10−10 2.2·10−14 1.778·10−8 8.0·10−13 7.567·10−7 2.3·10−10

6 2.125·10−14 1.2·10−15 8.050·10−13 4.5·10−17 2.329·10−10 4.4·10−14

3 0 88.83 2.7·10−5 88.83 1.6·10−4 88.83 1.2·10−3

2 2.707·10−5 3.5·10−12 1.647·10−4 4.3·10−11 1.173·10−3 3.0·10−8

4 3.477·10−12 3.1·10−16 4.269·10−11 1.3·10−14 2.968·10−8 2.7·10−12

6 3.314·10−16 2.4·10−17 1.322·10−14 8.5·10−20 2.710·10−12 9.2·10−16

4 0 157.9 1.5·10−5 157.9 9.4·10−5 157.9 7.3·10−4

2 1.542·10−5 3.3·10−12 9.431·10−5 2.4·10−11 7.288·10−4 1.6·10−9

4 3.334·10−12 5.9·10−17 2.438·10−11 1.4·10−16 1.604·10−9 1.6·10−13

6 6.218·10−17 2.8·10−18 1.408·10−16 1.2·10−19 1.635·10−13 5.9·10−17

8 0 631.8 3.9·10−6 631.8 2.4·10−5 631.8 2.0·10−4

2 3.895·10−6 2.4·10−13 2.389·10−5 6.3·10−13 1.991·10−4 4.4·10−11

4 2.373·10−13 8.5·10−19 6.257·10−13 2.8·10−20 4.364·10−11 2.1·10−17

6 8.430·10−19 1.1·10−20 3.603·10−20 7.7·10−21 2.111·10−17 1.2·10−19

Наближення
2j

λn,l,
2j
un,l(x),

2j−1
un,l (x), l = 1, 3, j = 1, 3 знайдено в

аналiтичнiй формi, що дає можливiсть проаналiзувати їх залежнiсть
вiд номера n трiйки власних значень. Завдяки цьому при викори-
станнi FD-методу вдається уникнути наведених вище труднощiв, якi
виникають при обчисленнях за допомогою методу CPM{10, 8}. Для
прикладу наведемо другi поправки до трiйок власних значень (iншi
не наводимо через їх громiздкiсть):

λ
(2)
n,1 =− 1181

17920π2n2
+

2921

2560n4π4
− 267

128π6n6
+

621

128π8n8
+

1

53760π2n2
×

×
[
11630417− 416639286

π2n2
+

4510913841

π4n4
− 14640469200

π6n6
+

+
28240070040

π8n8
− 58496709600

π10n10
+

68027072400

π12n12

] 1
2

,

λ
(2)
n,2 =− 407

26880π2n2
+

41

1280n4π4
+

69

64π6n6
+

621

64π8n8
,
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λ
(2)
n,3 =− 1181

17920π2n2
+

2921

2560n4π4
− 267

128π6n6
+

621

128π8n8
− 1

53760π2n2
×

×
[
11630417− 416639286

π2n2
+

4510913841

π4n4
− 14640469200

π6n6
+

+
28240070040

π8n8
− 58496709600

π10n10
+

68027072400

π12n12

] 1
2

.

Асимптотична поведiнка знайдених поправок до власних значень вiд-
носно n є наступною: λ(2j)n,2 = O(n−2j+2), λ(2j)n,l = O(n−2j), l = 1, 3,
j = 1, 3. Аналiтичнi перетворення та обчислення згiдно з FD-методом
здiйснено за допомогою системи комп’ютерної алгебри Maple 17 (з
Digits=128). Поправки до власних значень за абсолютною величи-

ною та абсолютнi похибки наближень ∆n,l(N) = |λexn,l −
N

λn,l| FD-
методу рангу N=0, 2, 4, 6 до власних значень λexn,l, l=1, 3, з номерами
n = 1, 4, 8 наведенi в табл. 2. Як бачимо, числовi розрахунки пiдтвер-
джують теорему 5.1 про суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi
алгоритму.
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