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We study the problem on how to reuse the previously calculated values of
approximated function in the scheme of iteratively refining sequence of Sinc
approximations. The proposed method is based upon the collocation of a
current step Sinc approximation to the given function on the set of points
where the function values are already known from the Sinc approximations
calculated in the previous steps. Theoretical considerations are supported
by several numerical examples.

В статье изучается проблема повторного использования ранее вычис-
ленных значений аппроксимируемой функции для нахождения ее бо-
лее точных приближений в схеме итеративно уточняющейся после-
довательности Sinc–аппроксимаций. Предложен метод решения этой
проблемы который основан на принципе коллокации текущего Sinc–
аппроксиманта некоторой функции в точках где значения этой функ-
ции уже известны в результате Sinc–аппроксимаций вычисленных во
время предыдущих шагов. Теоретические выкладки подтверждены
численными экспериментами.

1. Вступ

Використання експоненцiально збiжних методiв в математичному мо-
делюваннi багатьох фiзичних, бiологiчних, хiмiчних явищ дало мо-
жливiсть отримувати наближенi розв’язки з високою точнiстю за
прийнятний час (див., наприклад, [7]). Широкої популярностi серед
застосовуваних методiв останнiм часом набув Sinc–метод [7,9]. За до-
помогою Sinc–наближень вдалося створити багато методiв з експо-
ненцiальною швидкiстю збiжностi, а саме: апроксимацiя функцiй, їх
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похiдних та первiсних, квадратурнi формули для iнтегралiв та згор-
ток, чисельне обчислення прямого та оберненого перетворень Ла-
пласа, наближення потенцiалiв тощо. Окрiм цього, на основi Sinc–
квадратурних формул вдалося побудувати чисельнi методи з експо-
ненцiальною швидкiстю збiжностi для абстрактних диференцiальних
рiвнянь з операторними коефiцiєнтами [3, 5] та еволюцiйних рiвнянь
у некласичнiй постановцi таких як нелокальнi [4, 15] та зворотнi у
часi задачi [14].

Такому розповсюдженню Sinc–методiв сприяє той факт, що цi ме-
тоди забезпечують експоненцiальну швидкiсть збiжностi для досить
широкого класу аналiтичних функцiй [9], а також те, що вони дозво-
ляють вiдносно просту та ефективну (паралельну) реалiзацiю. Так
наприклад в результатi застосування Sinc–методiв до обчислення ви-
значеного iнтегралу на R отримується загальновiдома формула тра-
пецiй, яка, за умови деяких обмежень на пiдiнтергальний вираз [9],
буде експоненцiально збiжною. В порiвняннi з детально дослiдже-
ними теоретичними аспектами застосування Sinc–методiв проблемам
пов’язаним з реалiзацiєю згаданих методiв присвячуються вiдносно
мало уваги.

Одна з таких проблем дослiджується у теперiшнiй роботi. Ця про-
блема пов’язана з тим, що у бiльшостi прикладних задач точна iн-
формацiя про властивостi розв’язку та вхiдних даних не доступна
апрiорi i тому потрiбно використовувати апостерiорнi методи оцiн-
ки похибки. Такi методи оцiнки, як правило, вимагають обчислення
наближення розв’язку для декiлькох значень параметра дискрети-
зацiї з подальшим iтерацiйним покращенням чисельного розв’язку
за необхiдностi. При такому пiдходi використання попередньо обчи-
слених наближень розв’язку пiд час обчислення його бiльш точних
наближень є ключовим для ефективної реалiзацiї та застосування чи-
сельного методу. Згiдно до теорiї Sinc–методiв розташування точок
дискретизацiї нелiнiйно залежить вiд параметра дискретизацiї i тому
точки в яких обчисленi попереднi наближення розв’язку у бiльшостi
випадкiв не спiвпадатимуть з вiдповiдними точками для обчислення
його бiльш-точних наближень.

Типовим в цьому сенсi є застосування згаданої формули трапецiй
на R до функцiї f(x). Крок цiєї квадратурної формули h та її похибка
εN залежать вiд параметру дискретизацiї N , наступним чином [9]

h ∝ N−1/2, εN = e−C
√
N .
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Вузли квадратури kh, як видно, будуть рiзними для рiзних значень
кроку h (k 6= 0). Ранiше обчисленi значення функцiї f(h0k) для сiтки
з кроком h0 можуть бути використанi повторно тiльки тодi, коли крок
нової сiтки [11]

ph = h0, p ≥ 2, p ∈ Z. (1)

При цьому, кiлькiсть вузлiв квадратури зростає у p2 разiв i тому на-
вiть у найкращому випадку p = 2 тiльки четверта частина значень
функцiї може бути використана повторно. Знаходження ранiше не об-
числених значень f(x) у багатьох важливих застосуваннях [3–5] вима-
гає значних обчислювальних ресурсiв. Саме тому вiдшукання можли-
востi повторного використання ранiше обчислених значень функцiї
пiд час побудови бiльш точного наближення цiєї функцiї на щiльнiшiй
сiтцi з мiнiмiзацiєю додаткових розрахункiв є актуальною у контекстi
застосування Sinc-методiв проблемою. Ми пропонуємо один з варiан-
тiв розв’язку цiєї проблеми для випадку Sinc–апроксимацiї функцiй.

Бiльш детальнi вiдомостi з теорiї Sinc–методiв та, зокрема, тео-
рiї Sinc–апроксимацiї представленi у пункктi 2. Загальна iдея методу
знаходження невiдомих значень апроксимованої функцiї використо-
вуючи її вiдомi значення обчисленi в точках вiдмiнних вiд точок апро-
ксимацiї сформульована в 3 пунктi. Деталям застосування цiєї iдеї до
Sinc–апроксимацiї присвячений пункт 4. Теоретичнi мiркування пiд-
твердженнi чисельними експериментами.

2. Sinc–апроксимацiя

Методи що обговорюються у даному пунктi завдячують своєю назвою
Sinc–функцiї:

sinc (x) =
sinπx

πx

яка вперше була використана у теорiї iнформацiї (див. наприклад до-
ведення Теореми Вiттакера–Котельнiкова–Шенона [1]). Ця функцiя
математично описує iдеальний низькочастотний фiльтр i тому ши-
роко застосовуються у цифровiй обробцi сигналiв. Для спрощення
подальшого викладу теорiї ми також введемо до розгляду наступне
позначення

S{k, h}(x) ≡ sinc
(x
h
− k
)
, h > 0, k ∈ Z (2)
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для функцiї, що є зсунутою та про-масштабованою версiєю sinc (x).
Це позначення є бiльш зручним для описання основаних на Sinc–
функцiї апроксимацiйних та квадратурних формул. Послiдовнiсть

{
1√
h
S(k, h)

}∞

k=−∞
(3)

утворює повний ортонормований базис у просторi W(π/h) iнтегров-
них з квадратом функцiй f(x) ∈ R, таких, що ∀z ∈ C функцiя f(z)
аналiтична, причому |f(z)| ≤ Ceπ|z/h|, з деякою додатною констан-
тою C [9]. Унiкальною властивiстю набору функцiй (2) є те що про-
екцiя ∀f ∈ W(π/h) на k-й елемент базису S{k, h}(x) дорiвнює f(kh).
Звiдки, позначивши

C∞{f, h}(x) = 1

h

∞∑

k=−∞
f(kh)S{k, h}(x),

матимемо
f(x) = C∞{f, h}(x), x ∈ R.

Простiр W(π/h) є завузьким з точки зору застосувань оскiльки
вимагає аналiтичностi функцiї у всiй комплекснiй площинi. Вияви-
лось [9], що обмеження областi аналiтичностi функцiї до смуги Dd

Dd = {z = x+ iy x ∈ (−∞,∞), |y| ≤ d} (4)

не призводить до втрати якiсних апроксимацiйних властивостей ба-
зису (3). Множина функцiй f(z) аналiтичних у смузi z ∈ Dd, для
деякого d < π/2 i таких, що величина

N1(f,Dd) ≡
∫

∂Dd

|f(z)|dz <∞,

утворює простiр, який називається простором Хардi H1(Dd) з нор-
мою ‖f‖ = N1(f,Dd) (аналогiчно можна визначити простiр Ht(Dd)
для t = 2, 3, . . . [9]). У цьому просторi розклад f(x) по послiдовностi
функцiй S{k, h} (3) вже не є точним. Тим не менше, ∀f ∈ H1(Dd)
справедлива наступна оцiнка точностi цього роскладу [10, с. 383]

sup
x∈R

|f(x) − C∞{f, h}(x)| ≤ Ce−πd/h, (5)
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константа C > 0 не залежить вiд h. Тобто, замiна функцiї f ∈ H1(Dd)
рядом який побудований з використанням значень f(x) на дискре-
тнiй множинi точок призводить до виникнення експоненцiально ма-
лої похибки, при h → 0. Похибку такого роду у лiтературi прийнято
називати похибкою дискретизацiї [13]. Згiдно пiдходу, запропонова-
ному в [2] для аналiзу точностi чисельних методiв з використанням
теорiї функцiй комплексної змiнної, похибка дискретизацiї є однiєю
з двох складових загальної похибки апроксимацiйного методу. Iнша
складова загальної похибки виникає при замiнi C∞{f, h}(x) рядом
скiнченної довжини CN{f, h}(x) :

CN{f, h}(x) = 1

h

N∑

k=−N
f(kh)S{k, h}(x), (6)

де N > 0 – цiлий параметр, який визначає кiлькiсть точок Sinc–
апроксимацiйної формули рiвну 2N +1. Таку похибку називають по-
хибкою округлення (вiдкидання). Має мiсце наступна теорема [9, с.
137]:

Теорема 2.1. Якщо функцiя f ∈ H1(Dd) є такою, що ∀x ∈ R

виконується умова

|f(x)| ≤ Le−α|x|, з деякими α,L > 0. (7)

Тодi, вибравши

h =

√
πd

αN
, (8)

для похибки Sinc–апроксимацiї функцiї f(x) рядом CN{f, h}(x) спра-
ведлива оцiнка

sup
x∈R

|f(x) − CN{f, h}(x)| ≤ CEN ,

EN = N1/2e−
√
πdαN ,

(9)

з константою C залежною вiд f, d, α та незалежною вiд N .

При доведенi теореми, загальну похибку Sinc–апроксимацiї пред-
ставляють у виглядi суми двох згаданих складових. Умова (7)
накладена для того, щоб оцiнити залишок ряду |C∞{f, h}(x) −
CN{f, h}(x)| ≤ e−

√
πdαN i таким чином узгодити похибку округле-

ння з похибкою дискретизацiї (5). Подiбнi мiркування можуть бути
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застосованими до ситуацiї коли область аналiтичностi не змiнюється,
а швидкiсть спадання f(x) на R повiльнiша нiж експоненцiальна.
Похибка округлення, в такiй ситуацiї, домiнуватиме над похибкою
дискретизацiї i буде вносити основний вклад до загальної похибки
методу.

У переважнiй бiльшостi застосувань параметри d, α не доступнi
апрiорно, тому наступний вигляд похибки є бiльш зручним на пра-
ктицi

E(N) = C1

√
Ne−C2

√
N . (10)

Цю формулу, насправдi застосовують для зворотньої задачi оцiнки
N , як функцiї вiд E :

N(E) =
[
1

C2
W2

(
−C2

C1
E
)
+ 1

]
, (11)

де W(z) означає нижню гiлку функцiї Ламберта LambertW(−1, z), [8],
а [·] – цiла частина вiд числа. Для цього спочатку за допомогою (10)
наближено знаходяться сталi C1, C2, а потiм за формулою (11) об-
числюється значення N . Оцiнки на C1, C2 можна отримати викори-
стовуючи апостерiорну схему, що базується на визначеннi невiдомих
сталих з системи рiвнянь складених на основi значення функцiї f(x)
та двох її наближень CN{f, h}(x) при N = N0, 2N0. Або трьох набли-
жень N = N0, 2N0, 4N0, якщо точне значення функцiї не доступно
для жодного x. Строго кажучи, для формування системи рiвнянь
з невiдомими C1, C2 потрiбно чотири наближення до f(x). Три на-
ближених значення дозволяють тiльки оцiнити константи C1 та C2

знизу. У бiльшостi випадкiв (для достатьно великих N0) така оцiнка
є досить точною.

Окрiм згаданого вище результатiв, що стосуються Sinc–
апроксимацiї, мiркування викладенi у пунктi 3 спираються на
поняття колокацiї. Наступний результат дозволяє оцiнити точнiсть
наближення деякої f(x) Sinc–апроксимантом за умови, що вiдомi
тiльки наближеннi значення f(x) у вiдповiдних точках апроксимацiї.

Теорема 2.2 (Stenger, [10, Теорема 3.3]). Нехай для функцiї f ∈
H1(Dd) виконуються всi умови Теореми 2.1. Якщо для набору чисел
ck ∈ C, k = −N,N виконується умова

(
N∑

k=−N
|f(kh)− ck|2

)1/2

< δ, (12)
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з деяким додатнiм δ ∈ R, то

sup
x∈R

∣∣∣∣∣f(x)−
1

h

N∑

k=−N
ckS{k, h}(x)

∣∣∣∣∣ ≤ CEN + δ, (13)

з EN визначеним в (9).

3. Колокацiя значень f(x) мiж апроксимацiйними
сiтками

Два наступнi пункти присвяченi побудовi схеми для повторного ви-
користання попередньо обчислених значень апроксимованої функцiї
f(x) при обчисленнi її бiльш точних наближень в схемi iтеративної
уточнювальної послiдовностi Sinc–апроксимацiй. Тут ми дослiдимо
промiжну задачу знаходження невiдомих значень функцiї на деякiй
сiтцi, по її вiдомими значенням у вузлах сiток меншої розмiрностi.
При досить загальних припущеннях дослiджувану проблему можна
звести до системи лiнiйних рiвнянь.

Припустимо, що на R визначена послiдовнiсть сiток (впорядкова-
них множин) ∆k, k = 1, 2, . . .

∆k = {xk,j}lkj=0 , xk,j ∈ R, lk ∈ N, lk+1 > lk

таких, що k-та сiтка мiстить mk нових, по вiдношенню до попереднiх
сiток вузлiв

mk = #

(
∆k \

k−1⋃

i=1

∆i

)
,

причому m1 = l1, mk > 0, ∀k ≥ 2. В цiй роботi символ #(X) викори-
стовується для позначення кiлькостi елементiв множини X .

Для моделювання реалiстичного випадку, що виникає при засто-
суваннi Sinc–апроксимацiї ми накладемо додаткову вимогу на послi-
довность сiток ∆k

p⋂

i=k

∆i = ∆0, ∀k, p ∈ N, (14)

яка забороняє iєрархiчне вкладення сiток послiдовностi i постулює
iснування деякої (можливо порожньої) спiльної множини вузлiв ∆0.
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Умова (14), форма базисних функцiй (3) i та обставина, що у за-
стосуваннях [4, 15] використовується апроксимацiя на сiтках утворе-
них конформними вiдображеннями ∆k, вiдкидає можливiсть засто-
сування прийомiв подiбних до швидкого перетворення Фур’є [1] для
знаходження невiдомих f(xn,j) по вiдомим f(xk,i), k ≤ n. Тому що
такi прийоми базуються на iєрархiчнiй вкладеностi сiток та рекурен-
тних спiввiдношеннях мiж базисними функцiями. Отже, вiдкинувши
iдею побудови подiбних методiв для Sinc–апроксимацiї на ∆k, ми зо-
середимось на iншому пiдходi, який базується на застосуваннi коло-
кацiї.

Припустимо, що в результатi послiдовного застосування n крокiв
апроксимацiї функцiї f(x) на ∆k, k = 1, n ми отримали послiдовнiсть
наближень f̃k(x). Для обчислення кожного з f̃k було використано j
значень f̃k,j ≡ f(xk,j), якi лiнiйно входять до формули апроксиманту

(6). Далi нам потрiбно обчислити наближення f̃n+1(x) використову-
ючи сiтку ∆n+1. Вважатимемо, що серед обчислених значень f(x)
використаних для наближення на попереднiх сiтках є, як мiнiмум
mn+1 унiкальних:

mn+1 ≤
n∑

i=1

mi. (15)

Для знаходження невiдомих значень f̃n+1,j, j = 1,mn+1 достатньо
розв’язати систему лiнiйних рiвнянь (СЛР)

f̃n+1(x) = f(xj), xj ∈ Θn+1, j = 1,mn+1, (16)

на пiдмножинi вузлiв Θn+1, де значення функцiї були обчисленi пiд
час попереднiх крокiв апроксимацiї

Θn+1 ⊆
n⋃

i=1

∆i, #(Θn+1) = mn+1. (17)

Доцiльнiсть використання системи (16) для знаходження невiдомих
fn+1(x) виглядає невиправданою на перший погляд, оскiльки у бiль-
шостi випадкiв ефективнiшим є пряме обчислення невiдомих значень
функцiї та апроксиманту f̃n+1(x). Пiдхiд з використанням СЛР ви-
правдовуватиме себе, якщо, по-перше система (16) має розв’язок, по-
друге цей розв’язок може бути обчислений з потрiбною точнiстю,
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i, по-третє, обчислювальна складнiсть знаходження f̃n+1,j вище нiж
складнiсть розв’язання цiєї системи.

Перепишемо СЛР (16) у матричному виглядi

MnWn+1 = Fn, (18)

де Wn+1 — це вектор невiдомих значень функцiї у точках ∆n+1, ма-
триця Mn має розмiрнiсть mn+1×mn+1, Fn – вектор значень функцiї
f(x) у вузлах xj ∈ Θn+1, j = 1,mn+1. Система (16), як вiдомо, має
єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли матриця Mn невироджена,
тобто коли всi її рядки та стовпцi є лiнiйно незалежними. В загально-
му випадку така лiнiйна незалежнiсть не є очевидним фактом, тому
що вона вимагає, щоб множина функцiй S {j, h(Nn+1)} (x) залиша-
лась поточково лiнiйно-незалежною вiдносно множини вузлiв Θn+1.
Довiльнiсть вибору цiєї множини випливає з довiльностi вибору ∆k,
k ≤ n. Незважаючи на це, у кожному конкретному випадку системи
(18) завжди можна забезпечити невиродженiсть Mn пiд час розв’язу-
вання цiєї системи методом Гаусса, наприклад. Для цього достатньо
виключити один з лiнiйно залежних рядкiв/стовпцiв, якщо такi тра-
пляться, за допомогою прямого обчислення значення f(x) у вiдповiд-
ному вузлi ∆n+1. I хоча такий спосiб частково нiвелює переваги вико-
ристання (16), вiн є зручним для апрiорного контролю норми Mn на
додачу. Вiд норми Mn залежить, не тiльки iснування розв’язку (18)
(див. [6]), а й стiйкiсть алгоритмiв обчислення цього розв’язку [12].
Контроль точностi знаходження розв’язку Wn+1 здiйснюється за до-
помогою застосування теореми 2.2.

Зрозумiло, що повнiстю уникнути прямих обчислень f(x) немо-
жливо, оскiльки для формування СЛР (16) потрiбно як мiнiмумmn+1

значень f(x) (15). Тому обчислення f(x) неминучi на початковому
кроцi формування першої системи i можуть також знадобитися на
наступних кроках для забезпечення виконання (15), невиродженостi
Mn або стiйкостi вибраного чисельного методу знаходження Wn+1 з
(18).

У зв’язку з цим виникає цiкаве питання: наскiльки швидке зро-
стання послiдовностi mk є допустимим в рамках виконання умови
(15)? Розв’язок рекурентної нерiвностi (15) мажорується розв’язком
рекурентного рiвняння

rn+1 =
n∑

i=1

ri.
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Використавши стандартну пiдстановку rj = aqj та просумувавши
матимемо

qn+1 − 2qn + 1 = 0,

звiдки видно, що mk не повинно зростати швидше нiж 2k.
На практицi, коли необхiдна швидкiсть iтерацiйного покращення

похибки Sinc–апроксимацiї нижче нiж експоненцiальна, mk зроста-
тиме значно повiльнiше нiж 2k. Загальна кiлькiсть вузлiв k-ї сiтки
lk = 2Nk + 1, а отже

mk < lk =

[
2

C2
W2

(
−C2

C1
Ek
)
+ 3

]

∝
[
2

C2
ln

(
−C2

C1
Ek
){

ln

(
−C2

C1
Ek
)
− 2 ln

(
− ln

(
−C2

C1
Ek
))}]

остання асимптотична оцiнка спирається на розклад (4.20) з [8]. Ви-
падок коли Ek = k−p проiлюстровано на Рис. З цього рисунку чiтко
видно логарифмiчний характер зростання mk вiдносно k. При побу-
дови графiкiв для mk була використана послiдовнiсть k = 1, 2, 4, 8, . . .
з метою моделювання реалiстичної ситуацiї з узгодженням похибок.
Тобто ситуацiї, коли Ek = k−p це похибка iншого чисельного методу
(пов’язаного, наприклад, з обчисленням резольвенти [4, 5]), що має
бути узгоджена з похибкою Sinc–апроксимацiї. У випадку змальова-
ному на Рис. ∀k, p : ∆k ∩ ∆p = {0}, тобто mk = lk − 1 – жодне з
обчислених значень f(x) не буде використане повторно.

ЯкщоNk+1 = 2Nk то реальна швидкiсть зростання {mk} для Sinc–
апроксимацiї буде менше нiж 2k оскiльки частина вузлiв ∆k+2 спiв-
падатиме з ∆k.

У наступному пунктi ми бiльш детально зосередимось на фор-
малiзацiї описаної вище схеми для випадку Sinc–апроксимацiї. Слiд
зазначити, що згадана схема є досить загальною у сенсi свободи ви-
бору послiдовностi вкладених сiток ∆k та точок для формування ко-
локацiйної системи (16), а отже залишається можливiсть iснування
таких послiдовностей ∆k та Θk для яких вiдповiднi матрицi Mk –
структурованi. Особливо перспективним є випадок коли Mk це цир-
кулянтна (блочно-циркулянтна) або теплiцева матриця [12]. У такому
разi Mk має обернену є добре обумовленою, а обчислювальна скла-
днiсть розв’язування (18) – низька. Знаходження послiдовностей ∆k,
Θk таких, що Mk належить одному зi згаданих класiв, могло б значно
розширити межi застосування схеми iтеративної Sinc–апроксимацiї i
тому лишається перспективним напрямом дослiджень на майбутнє.
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Графiк залежностi параметру mk Sinc–апроксимацiї, який характеризує
кiлькiсть нових вузлiв, вiд кроку k iтеративної схеми Sinc–апроксимацiї,
якщо Ek = k−p (C1 = C2 = 1).

4. Алгоритм методу

Дано f(x) та послiдовнiсть {∆k}, {lk}, {mk} k = 1,K

Знайти Послiдовнiсть Sinc–апроксиматнiв f̃k(x)

Обчислимо початковий вектор значень f(x): F0 = f(∆0)

Для k вiд 1 до K

1: Sk−1 =
k−1⋃
i=1

∆i sk−1 = #(Sk−1) .

2: Утворимо Θk виключивши з множини вузлiв Sk−1 тi, вiдстань
вiд яких до ∆k бiльше нiж вiдстань вiд решти вузлiв Sk−1 до
тiєї ж множини dist(x,∆k) > dist(Sk−1 \ {x},∆k):

Θk = {y ∈ Sk−1|∀x ∈ ∆k ∃!y : dist (y,∆k) ≤ dist (y,∆k \ {x})} .
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3: Якщо #(Θk) < mk то
Прямим обчисленням f(x) виключимо з розгляду тi вузли
x ∈ ∆′

k ⊂ ∆k, що не мають вiдповiдних пар в Θk:

dist (∆′
k,Θk) > dist (∆k,∆k \∆′

k) .

4: Розв’яжемо систему (18)

Wk =M−1
k−1Fk−1.

5: Застосувавши (6) побудуємо наближення f̃k(x) з використанням
щойно обчислених значень функцiї Wk, а також F0 i значень
f(x) обчислених у кроцi 3.

Щоб проiлюструвати використання наведеного алгоритму розгляне-
мо наступний приклад.

Приклад 4.1. У цьому прикладi розглянемо Sinc–апроксимацiю
на послiдовностi рiвномiрних сiток ∆k iндукованих Nk = 2k:

∆k =
{
jhk|j = −Nk, Nk

}
, k = 1, 2, . . . , 6,

де крок hk, визначається (8). Кожна з множин ∆k — це стан-
дартна для Sinc–апроксимацiї сiтка, що використовується у теоре-
мi 2.1 та iнших методах на основi Sinc–функцiй [9]. При прямому

застосуваннi формули (6) для знаходження послiдовностi f̃k(x) =
CNk

{f(x), hk}(x), k = 1, N загальна кiлькiсть вузлiв у яких необхiдно
обчислити f(x) виражається формулою

sk−1 = #(Sk−1) . (19)

Для такої послiдовностi ∆k множина ∆0 = {0}, а послiдовнiсть
lk = 2k+1 + 1. Вище було зазначено, що послiдовнiсть mk зростатиме
повiльнiше нiж lk, оскiльки ∀k > 1 ∆k ⊂ ∆k+2.

mk = 2k+1 − 2k−1 = 3 · 2k−1.

Результати застосування алгоритму iтеративної Sinc–
апроксимацiї до наближеного обчислення функцiї f(x) = e−x

2

поданi в таблицiю В нiй для кожного кроку k сформульованого вище
алгоритму, представлено наступнi данi:
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sk — загальна кiлькiсть унiкальних вузлiв послiдовностi сiток
k⋃
i=1

∆i

mk — кiлькiсть унiкальних вузлiв ∆k, якi не зустрiчались пiд час
побудови наближень на ∆j , j < k.

dk — величина що показує скiльки прямих обчислень f(x) необхiдно
здiйснити на k-му кроцi алгоритму dk = #(Θk)−mk.

K(Mk−1) = ‖M−1
k−1‖‖Mk−1‖ — число обумовленостi матрицi Mk−1.

Ealg, ENk
— експериментально обчислена похибка наближення алго-

ритму та класичної Sinc–апроксимацiї, вiдповiдно.

Nk sk mk dk K(Mk−1) Ealg ENk

4 9 8 4 2.322 0.01646 0.01531
8 19 16 10 3.11 7.705E-03 3.370E-03
16 35 32 16 8.106 4.992E-04 3.794E-04
32 69 64 34 9.425 2.967E-05 1.560E-05
64 131 128 62 38.96 5.681E-07 1.622E-07
128 261 256 130 37.2 1.043E-09 2.520E-10
256 523 512 262 86.5 9.688E-12 9.000E-12

Аналiз представлених у таблицi даних показує, що при послiдов-
ному знаходженнi семи апроксимантiв загальна кiлькiсть безпосере-

днiх обчислень f(x) склала
7∑
i=1

di + 1 = 519 в той час, як застосуван-

ня звичайної апроксимацiї потребувало б
7∑
i=1

mi = 765 безпосереднiх

обчислень f(x) у найкращому випадку. Варто також зазначити, що
зменшення кiлькостi прямих обчислень f(x) досягнуто без втрати то-
чностi апроксимацiї (див. порiвняння Ealg та ENk

у таблицi)
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