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We obtain the exact order estimates of classes MBΩ
p, θ of periodic function

of several variables by Vallée-Poussin sums with spectrum in generalized
step-hyperbolic crosses in the uniform metric.

Одержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв MBΩ
p, θ перiо-

дичних функцiй багатьох змiнних сумами Валле Пуссена зi спектром
iз узагальнених схiдчасто-гiперболiчних хрестiв у рiвномiрнiй метрицi.

1. Введение

Пусть Rd, d ≥ 1, — d-мерное евклидово пространство с элементами
x = (x1, . . . , xd), (x,y) = x1y1 + · · · + xdyd, Lp := Lp(T

d), 1 ≤ p ≤ ∞,
Td :=

∏d
j=1[0, 2π), — пространство 2π-периодических по каждой пе-

ременной функций f(x) = f(x1, . . . , xd) с конечной нормой

‖f‖p := ‖f‖Lp(Td) :=

(
(2π)−d

∫

Td

|f(x)|p dx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ := ‖f‖L∞(Td) := ess sup
x∈Td

|f(x)| при p = ∞.
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Для f ∈ Lp будем считать выполненным условие

2π∫

0

f(x) dxj = 0, j = 1, d.

Для функции f ∈ Lp рассмотрим смешанный модуль непрерыв-
ности порядка l= (l1, . . . , ld) ∈ Nd следующего вида:

Ωl(f, t)p := sup
|hj |≤tj ,
j=1,d

||∆l
hf(·)||p,

где ∆l
hf(x) := ∆ld

hd
. . .∆l1

h1
f(x) := ∆ld

hd
(. . . (∆l1

h1
f(x))) — l-смешанная

разность функции f с векторным шагом h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd,

∆
lj
hj
f(x) :=

lj∑

n=0

(−1)lj−n
(
lj
n

)
f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj, xj+1, . . . , xd).

Далее, не ограничивая общности и для простоты изложений, по-
лагаем, что l1 = · · · = ld = l.

Пусть Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — заданная функция типа смешанно-
го модуля непрерывности порядка l, которая удовлетворяет таким
условиям:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
∏d
j=1 tj = 0;

2) Ω(t) возрастает по каждой переменной;
3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤

∏d
j=1m

l
jΩ(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) непрерывна при tj ≥ 0, j = 1, d.
Будем считать, что функция Ω(t) удовлетворяет также услови-

ям (S), (Sl), которые называют условиями Бари–Стечкина [1]. Это
означает следующее.

Функция одной переменной ϕ(τ) ≥ 0 удовлетворяет условию (S),
если ϕ(τ)/τα почти возрастает при некотором α: α > 0, т. е. су-
ществует такая независимая от τ1 и τ2 постоянная C1 > 0, что
ϕ(τ1)/τ

α
1 ≤ C1ϕ(τ2)/τ

α
2 , 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функция ϕ(τ) ≥ 0 удовлетворяет условию (Sl), если ϕ(τ)/τγ почти
убывает при некотором γ: 0 < γ < l, т. е. существует такая незави-
симая от τ1 и τ2 постоянная C2 > 0, что ϕ(τ1)/τ

γ
1 ≥ C2 ϕ(τ2)/τ

γ
2 ,

0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.
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Будем предполагать, что функция Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) удовлетво-
ряет условиям (S) и (Sl), если она удовлетворяет этим условиям по
каждой переменной tj при фиксированных значениях остальных пе-
ременных.

Множество функций Ω, для которых выполняются сформулиро-
ванные выше условия 1–4, а также условия Бари–Стечкина (S) и (Sl)
обозначаем через Φα,l.

Теперь приведём определение пространств MBΩ
p,θ периодических

функций многих переменных, которые рассмотрены в работе [2].
Пусть 1 ≤ p, θ ≤ ∞, а Ω = Ω(t) — заданная функция типа сме-

шанного модуля непрерывности порядка l, которая удовлетворяет
условиям 1− 4. Тогда пространство MBΩ

p,θ определяется следующим
образом:

MBΩ
p,θ :=

{
f ∈ Lp(T

d) : ||f ||MBΩ
p,θ

<∞
}
,

где

||f ||MBΩ
p,θ

:=

(∫

Td

(
Ωl(f, t)p
Ω(t)

)θ d∏

j=1

dtj
tj

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (1)

||f ||MBΩ
p,∞

:= ||f ||MHΩ
p
:= sup

t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

. (2)

При θ = ∞ считаем, что MBΩ
p,∞ ≡ MHΩ

p . Шкала пространств
MBΩ

p,θ (в случае произвольной функции Ω = Ω(t) типа смешан-
ного модуля непрерывности порядка l, удовлетворяющей услови-
ям 1 − 4) является естественным обобщением шкалы пространств
(смешанной гладкости) Никольского–Бесова MBr

p,θ, r = (r1, . . . , rd),

rj > 0, j = 1, d, периодических функций многих переменных (см.,
например, [3]) и MBΩ

p,θ ≡ MBr
p,θ при Ω(t) = tr11 . . . trdd , rj < l,

j = 1, d. Заметим, что MBr
p,∞ ≡ MHr

p — пространства Никольского,
а MBr

p,θ, 1 ≤ θ < ∞, — пространства Бесова. Иногда пространства
MBr

p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, смешанной гладкости называют пространствами
Никольского–Бесова–Аманова.

В дальнейшем, при оценке аппроксимативных характеристик, нам
будет удобно рассматривать пространстваMBΩ

p,θ с декомпозиционной
точки зрения и использовать при этом эквивалентные (1) и (2) пред-
ставления нормы функций из пространств MBΩ

p,θ.



Приближение классов MBΩ
p, θ суммами Валле Пуссена... 311

Обозначим Dρ(s)(x) :=
∑

k∈ρ(s) e
i(k,x), ρ(s) := {k = (k1, . . . , kd) :

2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , sj ∈ N, kj ∈ Z, j = 1, d}, δs(f) := δs(f,x) :=
:= (f ∗ Dρ(s))(x), где значком “∗” обозначена операция свёртки двух

функций, т. е. ϕ ∗ g := (ϕ ∗ g)(x) := (2π)−d
∫

Td

ϕ(y)g(x − y) dy для

ϕ, g ∈ L1(T
d).

Отметим, что запись a ≍ b означает, что для неотрицательных
величин a и b, определяемых некоторой совокупностью параметров,
существует положительная величина C, не зависящая от одного, обо-
значенного контекстом параметра, такая, что C−1a ≤ b ≤ Ca. Если
же выполняется неравенство b ≤ Ca или b ≥ C−1a, то часто будем
писать b≪ a или b≫ a соответственно.

Далее, через Vn(t), n ∈ N, обозначим ядро Валле Пуссена вида
Vn(t) := 1/n

∑2n−1
k=n Dk(t), где Dk(t) :=

∑k
m=−k e

imt — ядро Дирих-
ле. Для f ∈ Lp(T

d), 1 ≤ p ≤ ∞, и s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd, положим
As(f) := f ∗As, где As(x) :=

∏d
j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)
. Заметим,

что (см., например, [4, гл. 1, § 1])

||As||p ≍ 2||s||1(1−
1
p ). (3)

Как установлено в [5] (θ = ∞) и [6] (1 ≤ θ < ∞), для функций из
пространств MBΩ

p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞, Ω ∈ Φα,l, справедливы соотношения

‖f‖MBΩ
p,θ

≍
(∑

s

(Ω(2−s))−θ ‖As(f)‖θp
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (4)

‖f‖MBΩ
p,∞

≍ sup
s

‖As(f)‖p
Ω(2−s)

, (5)

где Ω(2−s) := Ω(2−s1 , . . . , 2−sd).
При Ω(t) = tr11 . . . trdd , 0 < rj < l, j = 1, d, т. е. для пространств

Никольского–БесоваMBr
p,θ, соотношения, соответствующие (4) и (5),

установлены в [3] (для случая θ = ∞ см. также [7]).
Через MBΩ

p,θ обозначим шар единичного радиуса в пространстве
MBΩ

p,θ, т. е.

MBΩ
p,θ := {f ∈MBΩ

p,θ : ||f ||MBΩ
p,θ

≤ 1}.

Введем обозначение множеств, которые будут являться спект-
ром тригонометрических полиномов, применяемых для приближе-
ния рассматриваемых функциональных классов. Для произвольного
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N ∈ N положим, что

κ(N):= κ(Ω, p, q,N) := {s ∈ Nd : Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ ≥ N−1},

Q(N) := Q(Ω, p, q,N) :=
⋃

s∈κ(N)

ρ(s),

где a+ := max{a; 0}.
Отметим, что множестваQ(N) порождаются поверхностями уров-

ня функции Ω1(t) := Ω(t)/
∏d
j=1 t

(1/p−1/q)+
j . В том случае, когда

Ω(t) =
∏d
j=1 t

rj
j , (1/p− 1/q)+ < rj , j = 1, d, множества Q(N) яв-

ляются ступенчатыми гиперболическими крестами. В общем случае
множества Q(N) будем называть обобщёнными ступенчатыми гипер-
болическими крестами.

Далее обозначим

κ⊥(N) := Nd \ κ(N) = {s ∈ Nd : Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ < N−1}, (6)

Θ(N) := κ⊥(N)\ κ⊥(2lN). (7)

Из (6), (7) получаем (2lN)−1 ≤ Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ < N−1, т. е.

Ω(2−s)2||s||1(1/p−1/q)+ ≍ N−1, (8)

где s ∈ Θ(N).
В [8] показано, что Θ(N) 6= ∅ и

|Θ(N)| ≍ (log2N)d−1, (9)

где через |M| обозначается количество элементов множества M.
Теперь перейдем к определению аппроксимативной характеристи-

ки.
Положим

VQ(N)(x) :=
∑

s: s−1∈κ(N)

As(x),

VQ(N)(f) := f ∗ VQ(N)(x).

VQ(N)(x) является аналогом ядра Валле Пуссена, а VQ(N)(f) — ана-
логом суммы Валле Пуссена функции f (с “номерами” гармоник из
множества Q(N)).

Отметим, что множества, аналогичные Q(N), рассматривались в
работе [9].
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Данная работа является продолжением исследований автора, ко-
торые проводились в [10,11], и при этом используются и развиваются
подходы, применяемые в работах [4, 7, 8, 12].

Далее нам понадобится вспомогательное утверждение.

Лемма 1.1. [8]. Пусть функция Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типа сме-
шанного модуля непрерывности порядка l удовлетворяет условию
(S). Тогда для 0 < p <∞

∑

s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p ≪
∑

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)p
. (10)

Таким образом, учитывая включение Θ(N) ⊂ κ⊥(N) и соотноше-
ния (8)–(10), для 0 < p <∞ можем записать

∑

s∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p ≍
∑

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)p ≍ N−p ∑

s∈Θ(N)

1 ≍

≍ N−p(log2N)d−1. (11)

Заметим, что (10) и (11) имеют место, если s ∈ κ⊥(N) и s ∈ Θ(N)
заменить на s : s− 1 ∈ κ⊥(N) и s : s − 1 ∈ Θ(N) соответственно.

2. Основные результаты

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.1. . Пусть 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω1 ∈ Φα,l, l > [ 1p ],

Ω(t) = Ω1(t) ·
∏d
j=1 t

1/p
j , тогда

sup
f∈MBΩ

p,θ

||f − VQ(N)(f)||∞ ≍ N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ). (12)

Доказательство. Сначала докажем в (12) оценку сверху. Пусть
1 ≤ θ < ∞, тогда, применяя неравенства Минковского, разных мет-
рик Никольского, Гельдера (с соответствующей модификацией при
θ = 1) и учитывая (11) для Ω1 и (5), получаем

||f − VQ(N)(f)||∞ = ||
∑

s−1∈κ⊥(N)

As(f)||∞ ≤
∑

s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||∞ ≪
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≪
∑

s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||p 2
||s||1

p =
∑

s−1∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−1||As(f)||pΩ(2−s)2
||s||1

p ≤

≤
( ∑

s−1∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)−θ ||As(f)||θp
)1

θ
( ∑

s−1∈κ⊥(N)

(
Ω(2−s)2

||s||1
p

) θ
θ−1

)1− 1
θ

≪

≪ ||f ||MBΩ
p,θ
N−1|Θ(N)|1−1/θ ≪ N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ). (13)

В случае θ = ∞, аналогично (13), с учетом (5) имеем

||f − VQ(N)(f)||∞ ≪
∑

s−1∈κ⊥(N)

(Ω(2−s))−1||As(f)||pΩ(2−s)2||s||1/p ≤

≤ sup
s−1∈κ⊥(N)

||As(f)||p
Ω(2−s)

∑

s−1∈κ⊥(N)

Ω(2−s) 2||s||1/p ≪

≪ ||f ||MBΩ
p,∞

N−1|Θ(N)| ≪ N−1(log2N)d−1. (14)

Из (13) и (14), следует оценка сверху в (12).
Перейдем к установлению в (12) соответствующей оценки снизу,

которая будет достигаться на функции, построенной с использовани-
ем “пачек” As.

Рассмотрим функцию

g(x, N) = C1|Θ(N)|−1/θ
∑

s−1∈Θ(N)

Ω(2−s)2−||s||1(1−1/p)As(x),

где C1 > 0 — некоторая абсолютная постоянная.
Покажем, что g ∈ MBΩ

p,θ при некотором значении C1 > 0. Дей-
ствительно, учитывая (4), неравенство для свертки и соотношение
(9), для 1 ≤ θ <∞ получаем

||g(·, N)||MBΩ
p,θ

≍ C1|Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s′:||s′−s||∞≤1

(Ω(2−s
′

))−θ×

×
∥∥∥∥
(
As′ ∗

( ∑

s−1∈Θ(N)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥
θ

p

) 1
θ

=

= C1|Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

(Ω(2−s′))−θ×



Приближение классов MBΩ
p, θ суммами Валле Пуссена... 315

×
∥∥∥∥
(
As′ ∗

( ∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥
θ

p

) 1
θ

≤

≤ C1|Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s
′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

(Ω(2−s′))−θ×

×
(
‖As′‖1

∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)θ) 1
θ

≍

≍ |Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)θ) 1
θ

≍

≍ |Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

( ∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

1

)θ) 1
θ

≤

≤ |Θ(N)|− 1
θ

( ∑

s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

3dθ
) 1

θ

≪

≪ |Θ(N)|− 1
θ

( d∑

j=−d

∑

s′−1∈Θ(2ljN)

1

) 1
θ

≍ |Θ(N)|− 1
θ

( d∑

j=−d
|Θ(2ljN)|

) 1
θ

≍ 1.

(15)
В случае θ = ∞, учитывая (5) аналогично, как и в (15), имеем

||g(·, N)||MBΩ
p,∞

≍ sup
s′: ||s′−s||∞≤1

∥∥∥∥
(
As′ ∗

( ∑
s−1∈Θ(N)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

))∥∥∥∥
p

Ω(2−s′)
≪

≪ sup
s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

2−||s||1(1− 1
p )‖As‖p

)
≪
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≪ sup
s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

(
‖As′‖1

∑

s: s−1∈Θ(N)
||s′−s||∞≤1

1

)
≪ sup

s′:||s′−s||∞≤1
s−1∈Θ(N)

‖As′‖1 ≪ 1.

(16)
На основании (15) и (16) делаем вывод, что g(x, N) ∈ MBΩ

p,θ,
1 ≤ θ ≤ ∞, при некотором значении C1 > 0.

Покажем, что функция g(x, 2ldN) ∈ MBΩ
p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, ре-

ализует нижнюю оценку в (12). Действительно, учитывая, что
VQ(N)(g(x, 2

ldN)) = 0, имеем

||g(·, 2ldN)− VQ(N)(g(·, 2ldN))||∞ = ||g(·, 2ldN)||∞ ≍

≍ |Θ(2ldN)|−1/θ

∥∥∥∥
∑

s−1∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As

∥∥∥∥
∞

≥

≥ |Θ(2ldN)|−1/θ
∑

s−1∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2−||s||1(1− 1
p )As(0) ≍

≍ |Θ(2ldN)|−1/θ
∑

s−1∈Θ(2ldN)

Ω(2−s)2||s||1/p ≍

≍ (2ldN)−1|Θ(2ldN)|− 1
θ

∑

s−1∈Θ(2ldN)

1 ≍ N−1(log2N)(d−1)(1−1/θ).

Оценка снизу в (12) установлена.
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