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Наближення класiв BΩ
1,θ

перiодичних функцiй багатьох

змiнних у просторi L∞
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Українки, Луцьк, fedunyk@ukr.net

We obtain exact order estimates of approximation of classes BΩ
1,θ of periodic

functions of several variables in the space L∞ by using step hyperbolic
Fourier sums.

Получены точные по порядку оценки приближения классов BΩ
1,θ

периодических функций многих переменных в пространстве L∞

ступенчато-гиперболическими суммами Фурье.

1. Вступ

Нехай Lp(πd), 1 ≤ p < ∞, — простiр 2π-перiодичних по ко-

жнiй змiннiй i сумовних у степенi p на кубi πd =
d∏
j=1

[0; 2π] функцiй

f(x) = f(x1, ..., xd), в якому норма визначається так:

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =
(
(2π)

−d
∫

πd

|f(x)|pdx
) 1

p

,

L∞(πd) — простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй суттєво обмеже-
них функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) iз нормою

‖f‖L∞(πd) = ||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.
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Всюди далi будемо вважати, що для функцiй f ∈ Lp(πd) виконує-
ться додаткова умова

2π∫

0

f(x)dxj = 0, j = 1, d.

Для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, i t = (t1, ..., td), tj ≥ 0, j = 1, d,
розглянемо мiшаний модуль неперервностi порядку l:

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,d

||∆l
hf(·)||p,

де l ∈ N, ∆l
hf(x) = ∆l

h1
. . .∆l

hd
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))) — мiшана

рiзниця порядку l з кроком hj за змiнною xj i

∆l
hj
f(x) =

l∑

n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj, xj+1, . . . , xd).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного моду-
ля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) не спадає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
( d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sl), якi

називають умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо

ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
≤ C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ майже
спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2
стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)

τγ1
≥ C2

ϕ(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.
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Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), якщо Ω(t)
задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i 6= j .

Зазначимо, що функцiї, якi задовольняють сформульованi вище
умови 1–4, (S) та (Sl), можуть мати вигляд

Ω(t) =





d∏

j=1

t
rj
j

(
log

1

tj

)bj
, якщо tj > 0, j = 1, d,

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,

де 0 < rj < l , j = 1, d , a bj , j = 1, d, — фiксованi дiйснi числа.
Означимо деякi порядковi спiввiдношення, якi будуть використо-

вуватись далi.
Нехай µ(n) i ν(n), n ∈ N,− деякi додатнi функцiї. Запис

µ(n) ≪ ν(n) (вiдповiдно µ(n) ≫ ν(n)) означає, що виконується не-
рiвнiсть µ(n) ≤ C3ν(n) (вiдповiдно µ(n) ≥ C4ν(n)), де стала C3 > 0
(C4 > 0) може залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в озна-
чення класу, метрики, в якiй вимiрюється похибка наближення,
та розмiрностi d простору Rd. Якщо виконуються спiввiдношення
µ(n) ≪ ν(n) i µ(n) ≫ ν(n), n ∈ N, то функцiї µ(n) i ν(n) будемо на-
зивати функцiями однакового порядку i писати µ(n) ≍ ν(n).

Перейдемо до означення класiв функцiй BΩ
p,θ, якi було розглянуто

в роботi [2].
Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i заданої функцiї Ω(t) типу мiшаного

модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1–4, класи
BΩ
p,θ визначаються наступним чином:

BΩ
p,θ :=

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||BΩ

p,θ
≤ 1

}
,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∫

πd

(
Ωl(f, t)p
Ω(t)

)θ d∏

j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

(запис t > 0 для t = (t1, ..., td) рiвносильний tj > 0, j = 1, d).
Для подальших мiркувань нам буде зручно користуватися еквiва-

лентним (з точнiстю до абсолютних сталих) означенням класiв BΩ
p,θ.
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Нехай Vn(t) позначає ядро Валле Пуссена порядку 2n− 1, тобто

Vn(t) = 1 + 2

n∑

k=1

cos kt+ 2

2n−1∑

k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏

j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)

i для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f ∗As.
Отже, якщо 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) — задана функцiя типу

мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови
1–4, (S) i (Sl), то з точнiстю до абсолютних сталих класи BΩ

p,θ можна
означити наступним чином:

BΩ
p,θ=

{
f ∈Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,θ
=

(∑

s

Ω−θ(2−s)‖As(f, ·)‖θp
) 1

θ

≤ 1

}
, (1)

де 1 ≤ θ <∞, та

BΩ
p,∞ =

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞
= sup

s

‖As(f, ·)‖p
Ω(2−s)

≤ 1

}
. (2)

Тут Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Зазначимо, що рiвностi (1) i (2) були отриманi в роботах вiдповiдно

[3, 4].
У випадку θ = ∞ класи BΩ

p,θ спiвпадають iз розглянутими в [4]

класами HΩ
p . Зауважимо, що при Ω(t) =

d∏
j=1

t
rj
j , 0 < rj < l, класи BΩ

p,θ

є аналогами вiдомих класiв Бєсова Brp,θ (див., наприклад, [5]).
Надалi будемо розглядати класи BΩ

p,θ, якi визначаються функцiєю
типу мiшаного модуля неперервностi порядку l деякого спецiального
вигляду:

Ω(t) = ω
( d∏

j=1

tj

)
, (3)
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де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi
порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко переконатися, що
для Ω(t) вигляду (3) виконуються властивостi 1–4 функцiї типу мiша-
ного модуля неперервностi порядку l, а також умови (S) i (Sl), тому
зберiгаються наведенi в (1), (2) зображення норм функцiй з класiв
BΩ
p,θ.
Нижче будуть встановленi точнi за порядком оцiнки наближення

класiв BΩ
1,θ схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є в просторi L∞.

Щоб означити дослiджувану величину, введемо деякi позначення.
Кожному вектору s = (s1, ..., sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у

вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{
k = (k1, ..., kd) : 2

sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z \ {0}, j = 1, d
}

i для f ∈ L1(πd) позначимо

δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)
f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d
∫

πd

f(t)e−i(k,t)dt

є коефiцiєнтами Фур’є функцiї f , (k, x) = k1x1 + . . .+ kdxd.
Через Qn позначимо множину

Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s),

яку будемо називати схiдчасто-гiперболiчним хрестом. Вiдомо, що
для кiлькостi точок цiєї множини має мiсце спiввiдношення

|Qn| ≍ 2nnd−1.

Нехай f ∈ Lq(πd) i

SQn(f, x) =
∑

(s,1)<n

δs(f, x)

є частинною сумою ряду Фур’є функцiї f з "номерами" гармонiк iз
множини Qn.

Розглянемо величину

EQn(B
Ω
p,θ)q = sup

f∈BΩ
p,θ

‖f(·)− SQn(f, ·)‖q.
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2. Основний результат

За наведених вище позначень має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ)
задовольняє умову (S) з деяким α > 1 i умову (Sl). Тодi має мiсце
порядкова рiвнiсть

EQn(B
Ω
1,θ)∞ ≍ ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ ). (4)

Доведення. Скористаємось вiдомим твердженням ( див., напри-
клад, [6], с. 16).

Лема 2.1. Нехай Tn1,...,nd
— тригонометричний полiном сте-

пеня nj за змiнною xj, j = 1, d. Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце
нерiвнiсть

||Tn1,...,nd
||p ≤ 2d

( d∏

j=1

nj

) 1
q− 1

p

||Tn1,...,nd
||q . (5)

Спiввiдношення (5) вiдоме як "нерiвнiсть рiзних метрик Нiколь-
ського".

Нехай q — довiльне число, яке задовольняє умову 1 < q <∞. Ви-
користавши нерiвнiсть Мiнковського, лему 2.1 i спiввiдношення

||δs(f, ·)||q ≍ ||As(f, ·)||q, 1 < q <∞,

для f ∈ BΩ
1,θ одержимо

||f(·)− SQn(f, ·)‖∞ =

∥∥∥∥f(·)−
∑

(s,1)<n

δs(f, ·)
∥∥∥∥
∞

≤
∑

(s,1)≥n
||δs(f, ·)‖∞ ≪

≪
∑

(s,1)≥n
2(s,1)

1
q ||δs(f, ·)||q ≍

∑

(s,1)≥n
2(s,1)

1
q ||As(f, ·)||q ≪

≪
∑

(s,1)≥n
2(s,1)

1
q 2(s,1)(1−

1
q )||As(f, ·)||1 =

∑

(s,1)≥n
2(s,1)||As(f, ·)||1 =

=
∑

(s,1)≥n
ω−1(2−(s,1))||As(f, ·)||1

ω(2−(s,1))

2−α(s,1)
2(s,1)(1−α) = I.
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Щоб оцiнити I, розглянемо три випадки.
Нехай 1 < θ < ∞. Застосовуючи до I нерiвнiсть Гельдера з пока-

зником θ, а також враховуючи, що Ω(t) = ω(t1 · ... · td) задовольняє
умову (S) iз α > 1, тобто

ω(2−(s,1))

2−α(s,1)
≪ ω(2−n)

2−αn
(6)

при (s, 1) ≥ n, i використовуючи вiдоме спiввiдношення (див., напри-
клад, [6], c. 11)

∑

(s,1)≥n
2−ν(s,1) ≍ 2−νnnd−1, ν > 0, (7)

будемо мати

I ≤
( ∑

(s,1)≥n
ω−θ(2−(s,1))||As(f, ·)||θ1

) 1
θ

×

×
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1)
θ

θ−1

2(s,1)(1−α)
θ

θ−1

)1− 1
θ

≪

≪ ||f ||BΩ
1,θ

( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1)
θ

θ−1

2(s,1)(1−α)
θ

θ−1

)1− 1
θ

≪

≪
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1)
θ

θ−1

2(s,1)(1−α)
θ

θ−1

)1− 1
θ

≪

≪ ω(2−n)
2−αn

( ∑

(s,1)≥n
2(s,1)(1−α)

θ
θ−1

)1− 1
θ

≪

≪ ω(2−n)2αn2n(1−α)n(d−1)(1− 1
θ ) = ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ ).

Нехай тепер θ = ∞. Використавши спiввiдношення (6) iз α > 1 та
(7), одержимо

I ≪ ω(2−n)
2−αn

∑

(s,1)≥n
ω−1(2−(s,1))||As(f, ·)||12(s,1)(1−α) ≤
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≤ ω(2−n)2αn sup
s

||As(f, ·)||1
ω(2−(s,1))

∑

(s,1)≥n
2(s,1)(1−α) ≪

≪ ω(2−n)2αn||f ||BΩ
1,∞

2n(1−α)nd−1 ≪ ω(2−n)2nnd−1.

Нехай θ = 1. Оскiльки Ω(t) = ω(t1 · ... · td) задовольняє умову (S)
iз α > 1, будемо мати

I ≪ ω(2−n)
2−αn

∑

(s,1)≥n
ω−1(2−(s,1))||As(f, ·)||12(s,1)(1−α) ≤

≤ ω(2−n)2αn2n(1−α)
∑

(s,1)≥n
ω−1(2−(s,1))||As(f, ·)||1 ≪

≪ ω(2−n)2n||f ||BΩ
1,1

≪ ω(2−n)2n.

Таким чином, оцiнку зверху в (4) одержано.
Перейдемо до встановлення в (4) вiдповiдної оцiнки знизу. Для

цього побудуємо функцiї, якi реалiзують шуканi оцiнки у вiдповiдних
випадках.

Покладемо, що

fs(x) =

d∏

j=1

(
V2sj+1(xj)− V2sj (xj)

)
.

Нехай 1 ≤ θ <∞. Покажемо, що функцiя

f1(x) = C5ω(2
−n)n− d−1

θ

∑

(s,1)=n+1

fs(x)

iз певною сталою C5 > 0 належить до класу BΩ
1,θ.

Оскiльки ||fs(·)||1 ≪ 1 (див., наприклад, [6], c. 66), то

||f1||BΩ
1,θ

=

(∑

s

ω−θ(2−(s,1))||As(f1, ·)||θ1
) 1

θ

≪

≪ ω(2−n)n− d−1
θ

( ∑

(s,1)=n+1

ω−θ(2−(s,1))||fs(·)||θ1
) 1

θ

≪
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≪ ω(2−n)n− d−1
θ ω−1(2−(n+1))

( ∑

(s,1)=n+1

1

) 1
θ

≍

≍ n− d−1
θ (n+ 1)

d−1
θ ≪ 1.

Крiм того, легко бачити, що SQn(f1, x) = 0.
Таким чином, використовуючи той факт, що

∥∥∥∥
∑

(s,1)=n+1

fs(·)
∥∥∥∥
∞

≍ 2nnd−1, (8)

одержуємо

||f1(·)− SQn(f1, ·)||∞ = ||f1||∞ ≍ ω(2−n)n− d−1
θ ×

×
∥∥∥∥

∑

(s,1)=n+1

fs(·)
∥∥∥∥
∞

≍ ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1
θ ).

Нехай тепер θ = ∞. У цьому випадку розглянемо функцiю

f2(x) = C6ω(2
−n)

∑

(s,1)=n+1

fs(x).

Ця функцiя iз вiдповiдною сталою C6 > 0 належить до класу
BΩ

1,∞. Дiйсно, згiдно з означенням

||f2||BΩ
1,∞

= sup
s

||As(f2, ·)||1
ω(2−(s,1))

≪ ω(2−n) sup
(s,1)=n+1

||fs(·)||1
ω(2−(s,1))

≍

≍ ω(2−n)ω−1(2−(n+1)) ≪ 1.

Крiм цього, легко бачити, що SQn(f2, x) = 0.
Далi, враховуючи (8), матимемо

||f2(·)− SQn(f2, ·)||∞ ≍ ω(2−n)2nn(d−1).

Оцiнку знизу в (4) встановлено. Теорему повнiстю доведено.

Наслiдок 2.1. При θ = ∞ iз теореми отримуємо оцiнку

EQn(H
Ω
1 )∞ ≍ ω(2−n)2nnd−1.
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Зауваження 2.1. Tочну за порядком оцiнку величини
EQn(H

r
1 , L∞) встановлено В. М. Темляковим [7].

Зауваження 2.2. У випадку Ω(t) =
d∏
j=1

trj результат теореми для

класiв Br1,θ, 1 ≤ θ <∞, отримано А. С. Романюком [8].

Зауваження 2.3. Для 1 < p < ∞ точнi за порядком оцiнки ве-
личин EQn(B

Ω
p,θ)∞ одержано в [9].
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