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Власнi симетричнi коливання в’язкої

рiдини в посудинi, що має форму

тiла обертання ∗

М.Я. Барняк, О.М. Барняк
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Natural axisymmetric sloshing modes of a viscous liquid are described by a
spectral boundary problem with the spectral parameter in both the govern-
ing equation and a boundary condition. In the present paper, the problem
reduces to the boundary value problem for the Laplace equation but the
corresponding differential boundary condition includes an extra integral
term. A projective scheme is applied to solve this problem. The scheme
remains efficient for arbitrary viscosity, even though the low-viscous case
implies a singular-perturbed problem. The results on the the eigenvalues
are given for a spherical cavity.

Собственные симметричные колебания вязкой жидкости описывают-
ся спектральной задачей из спектральным параметром в уравнении и
граничных условиях. Эта задача сведена к краевой задачи для уравне-
ния Лапласа из спектральным параметром, который входит в интегро-
дифференциальное граничное условие. Для решения этой задачи ис-
пользован проекционный метод. Такая методика исследования позво-
ляет решить задачу при произвольной вязкости жидкости, в частности
для маловязкой жидкости, когда задача становится сингулярно воз-
мущенной. Приведены результаты вычислений собственных значений
задачи для сферической полости.

Нехай область Ω, яка частково заповнена рiдиною, має форму тiла
обертання вiдносно вертикальної осi. Введемо цилiндричну систему
координат (r, η, z), де вiсь z збiгається з вiссю симетрiї порожнини.
Точку z = 0 виберемо на вiльнiй поверхнi рiдини.
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Власнi коливання в’язкої рiдини описуються наступною крайовою
спектральною задачею:

− 1

H
△~v +∇p = λ~v, div~v = 0 в Ω, ~v = 0 на S, vz = −λh на Σ,

(1)
∂vr
∂z

+
∂vz
∂r

= 0,
1

r

∂vz
∂η

+
∂vη
∂z

,
2

H

∂vz
∂z

− p+ h = 0 на Σ.

Тут Σ — вiльна поверхня рiдини, S — тверда стiнка порожнини,
~v(z, η, z) — швидкiсть частинок рiдини, p(z, η, z) — тиск у рiдинi,
h(r, η) — вiдхилення по вертикалi вiльної поверхнi рiдини,

H =
g

1
2L

3
2

ν — число Галiлея, g — прискорення сил земного тяжiння,
L — характерний лiнiйний розмiр порожнини, ν — кiнематичний ко-

ефiцiєнт в’язкостi, λ = ω2L
g — спектральний параметр, ω — частота

власних коливань рiдини.
Частиннi розв’язки задачi (1) для порожнин, якi мають форму

тiла обертання, можна подати так:

~v(r, η, z) = vr(r, z) cos mη~er+vη(r, z) sin mη~eη+vz(z, η) cos mη~ez,
(2)

p(r, η, z) = p(r, z) cos mη, h(r, η) = h(r) cos mη.

При m = 0 реалiзуються осесиметричнi коливання рiдини, коли
в довiльному меридiальному перерiзi областi Ω вiдбувається один i
той самий рух рiдини, а вiльна поверхня в збуреному станi має фор-
му тiла обертання, тобто складовi швидкостi vr(r, η, z) i vz(r, η, z) та
вiдхилення вiльної поверхнi h(r, η) не залежать вiд кутової змiнної η,
а складова швидкостi vη тотожно дорiвнює нулевi. У цьому випадку
вектор швидкостi набуває вигляду

~v(r, z) = vr(r, z)~er + vz(r, z)~ez.

Його компоненти можна подати через функцiю течiї ψ0 наступним
чином:

vr = −∂ψ0

∂z
, vz =

1

r

∂

∂r
(rψ0). (3)

Пiдставивши (3) у задачу (1), одержимо наступне рiвняння, яке
задовольняє функцiя ψ0 в меридiальному перерiзi G областi Ω:

△1(△1 + λH)ψ0 = 0, (4)



28 М.Я. Барняк, О.М.Барняк

де

△1ψ0 ≡ ∂

∂r

(
1

r

∂

∂r
(rψ0)

)
+
∂rψ0

∂zr
.

Нехай λH 6= 0. Введемо позначення: △1ψ0 = −λHψ,
△1ψ0 + λHψ0 = λHϕ. Тодi

ψ0 = ϕ+ ψ, причому △1ϕ = 0, (△1 + λH)ψ = 0. (5)

Введемо на Γ (меридiальний перерiз поверхнi Σ) оператор T1, який

породжується диференцiальним виразом t1u ≡ − d
dr

(
1
r
d
dr

(ru)
)

i дiє

на класi двiчi неперервно-диференцiйовних функцiй, що задовольня-
ють умови u(0) = u(a) = 0, де a — радiус вiльної поверхнi рiдини.

Таким чином, задача (1) набуває вигляду

△1ϕ = 0, △1ψ + λHω = 0 в G, ϕ+ ψ = 0,
∂

∂n
(ϕ+ ψ) = 0 на L,

(6)

T1(ϕ+ ψ)− λH

2
ψ = 0, T1

∂

∂z
(ϕ+ ψ)− λH

2

∂ϕ

∂z
− H2

4
ψ = 0 на Γ.

Оператор T1 має обернений iнтегральний оператор T−1, його можна
записати через функцiю Грiна такого вигляду

G(x, ξ) =





1
2a2

r

(
ξ − a2

ξ

)
при 0 ≤ r ≤ ξ,

1
2a2

ξ

(
r − a2

r

)
при ξ ≤ r ≤ a.

(7)

Отже,

T−1
1 u =

a∫

0

G(τ, ξ)u(ξ)dξ. (8)

Подамо функцiю ϕ як суму двох складових:

ϕ = −ϕ̃+
λH

2
Φ, (9)

де функцiї ϕ̃ i Φ задовольняють рiвняння

△1ϕ̃ = 0, △1Φ = 0 в G
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i крайовi умови

ϕ̃ = ψ на L+ Γ, Φ = 0 на L, Φ = T−1
1 ψ на Γ.

Функцiї ϕ̃ i Φ явно не залежать вiд λ i визначаються через межовi
значення функцiї ψ на L i Γ як розв’язки вiдповiдних задач Дiрiхле
для рiвняння Лапласа.

Позначивши ω2 = −λH , дiйшли висновку, що власнi симетричнi
коливання в’язкої рiдини в осесиметричнiй порожнинi описуються
наступною крайовою спектральною задачею:

△1ψ − ω2ψ = 0, △1ϕ = 0, △1Φ = 0 в G,

∂ψ

∂n
− ∂ϕ

∂n
− ω2

2

∂Φ

∂n
= 0, Φ = 0, ϕ = ψ на L, (10)

∂ψ

∂z
− ∂ϕ

∂z
− ω2

2

(
∂Φ

∂z
+ T−1

1

∂ϕ

∂z

)
− ω4

4
T−1
1

∂Φ

∂z
− H2

4
Φ = 0 на L,

Φ = T−1
1 ϕ, ϕ = ψ на Γ.

Тут для скорочення запису значок "тильда"опускаємо.
Розглянемо рiвняння Гельмгольца в тривимiрному просторi:

△3Ψ− ω2Ψ = 0, де △3 ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (11)

Фундаментальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

Q(R) =
e−ωR

R
. (12)

Для довiльного розв’язку рiвняння (11) i довiльної областi Ω, обме-
женої поверхнями S i Σ, виконується спiввiдношення

α(P )Ψ(P ) +

∫

S+Σ

(
Ψ(r

′

, η
′

, z
′

)
∂Q(R)

∂n′ − ∂Ψ(r
′

, η
′

, z
′

)

∂n′

)
dS = 0, (13)

де (r, η, z) i (r
′

, η
′

, z
′

) — цилiндричнi системи координат, R =
R(P (r, η, z), S(r

′

, η
′

, z
′

)) — вiддаль мiж точками P (r, η, z) i S(r
′

, η
′

, z
′

),
α = 4π; якщо P ∈ Ω то α = 2π; α дорiвнює вiдповiдному тiлесному
куту, у випадку, коли P лежить на ребрi або в кутовiй точцi межi
областi Ω.
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Розглянемо область Ω, яка має форму тiла обертання вiдносно
вертикальної осi z. Частиннi розв’язки рiвняння Гельмгольца (13)
набувають вигляду

Ψ(r, η, z) = ψm(r, z) cos mη, (14)

де ψm(r, z) задовольняє в G рiвняння

△mψm − ω2ψm ≡ 1

r

∂

∂r

(
r
∂ψm
∂r

)
− m2

r2
ψm +

∂2ψm
∂z2

− ω2ψm = 0. (15)

Вiддаль R(P, S) мiж точками P (r, η, z) i S(r
′

, η
′

, z
′

) визначається
так:

R2(P, S) = (z − z
′

)2 + r2 + r
′ − 2rr

′

cos(η − η
′

) =

= (r − r
′

)2 + (z − z
′

)2 + 4rr
′

sin2

(
η − η

′

2

)
. (16)

Нехай β = η−η′

. Розвинемо функцiю Q(R(P, S)) = Q(r, z, r
′

, z
′

, β),
як перiодичну по β функцiю з перiодом 2π, у ряд Фур’є на вiдрiзку
−π ≤ β ≤ π. Ця функцiя парна щодо кута β, отже, маємо ряд тiльки
за косинусами

Q(r, z, r
′

, z
′

, β) = Q0(r, z, r
′

, z
′

) cos β + . . . , (17)

де

Q0(r, z, r
′

, z
′

) =
1

2π

π∫

−π

Q(r, z, r
′

, z
′

, β) dβ,

Qm(r, z, r
′

, z
′

) =
1

π

π∫

−π

Q(r, z, r
′

, z
′

) cos mβ dβ, m = 1, 2, . . . .

Пiдставивши (14) i (17) в (13), отримаємо

α(P )ψ(P ) cos mη +

∫

S+Σ


ψm(r

′

, z
′

)

∞∑

j=0

∂Qj
∂n′ cos jβ−

− ∂ψm(r
′

, z
′

)

∂n′

∞∑

j=0

Qj cos jβ


 cos mη

′

dS = 0.
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Враховуючи, що
∫

S+Σ

f dS =

2π∫

0

∫

L+Γ

fr
′

dl dη
′

а також

2π∫

0

cosmη
′

cos jβ dη
′

=

2π∫

0

cosmη
′

cos j(η − η
′

) dη
′

=

=





0, якщо m 6= j,
2π, якщо m = j = 0,
π cos mη, якщо m = j = 0,

маємо

α(P )

2
ψm(P ) +

∫

L+Γ

r
′

[
ψm(r

′

, z
′

)
∂Qm
∂n′ − ∂ψm(r

′

, z
′

)

∂n′ Qm

]
dl = 0, (18)

де

Qm =
1

π

2π∫

0

Q(r, z, r
′

, β, z
′

) cos mβ dβ.

Розглянемо детальнiше випадокm = 1, який вiдповiдає рiвнянням
(5). Функцiя Q1(r, z, r

′

, z
′

) у цьому разi задається так:

Q1 = 2

π/2∫

0

e−ω
√
A2+B2 sin2 t

√
A2 +B2 sin2 t

cos 2t dt, (19)

де A2 = (r − r
′

)2 + (z − z
′

)2, B2 = 4 r r
′

, t = β/2.
Визначимо значення функцiї ψ та її нормальної похiдної iз крайо-

вих умов задачi (10) через значення функцiй ϕ i Φ та їх похiдних

ψ = ϕ на L+ Γ,
∂ψ

∂n
=
∂ϕ

∂n
+
ω2

2

∂Φ

∂n
на L,

(20)

∂ψ

∂z
=
∂ϕ

∂z
+
ω2

2

(
∂Φ

∂z
+ T−1

1

∂ϕ

∂z

)
+
ω4

4
T−1
1

∂Φ

∂z
+
H2

4
Φ на L.
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Пiсля пiдстановки (20) в (18) задача (10) прийме вигляд

△1ϕ = 0, △1Φ = 0 в G, Φ = 0 на L, Φ = T−1
1 ϕ на Γ,

Sϕ ≡ α

2
ϕ+

∫

L+Γ

r
′

(
ϕ
∂Q1

∂n
− ∂ϕ

∂n′ Q1

)
dl−

−H
2

4

∫

Γ

r
′

ΦQ1dr
′ − ω2

2





∫

L+Γ

r
′ ∂Φ

∂n′Q1dl +

∫

Γ

r
′

T−1
1

∂ϕ

∂z
Q1dr

′



−

−ω
4

4

∫

Γ

r
′

T−1
1

∂Φ

∂z′Q1dr
′

= 0 на L+ Γ. (21)

Використавши фундаментальний розв’язок для рiвняння (15) зво-
демо задачу до крайової задачi для системи рiвнянь Лапласа. От-
же, задача (21) полягає в побудовi двох розв’язкiв рiвняння Лапласа,
якi задовольняють систему крайових умов, одна з яких є iнтегро-
диференцiальною.

Перейдемо до побудови наближеного методу розв’язування кра-
йової спектральної задачi (21).

Апроксимуємо шуканий розв’язок задачi скiнченими сумами:

ϕ(m) =

m∑

k=1

akwk, Φ(m) =

m∑

k=1

akΦk, (22)

де wk — однорiднi гармонiчнi полiноми, якi визначаються за допомо-
гою наступних спiввiдношень:

w1 = r, w2 = zr, wk+1 =
(2k + 1)zwk − (k − 1)(r2 + z2)wk−1

(k + 2)
, (23)

Φk — розв’язки допомiжних задач Дiрiхле:

△1Φk = 0 в G, Φk = 0 на L, Φk = T−1
1 wk на Γ. (24)

Розв’язки задач (24) побудуємо за допомогою методу Трефтца,
апроксимуючи їх скiнченими сумами

Φk =

n∑

j=1

pjkwj . (25)
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Коефiцiєнти pjk визначаємо як розв’язки системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь:

n∑

j=1

αijpjk = βik,

де

αij =

∫

L+Γ

rwi
∂wj
∂n

dl, βik =

∫

Γ

rT−1
1 wk

∂wi
∂n

dl.

Коефiцiєнти ak в сумах (22) знаходимо, виходячи iз умов ортого-
нальностi: ∫

L+Γ

rSϕ(m) · wi dl = 0, i = 1, 2, . . . , m, (26)

тобто задовольняємо iнтегро–диференцiальну крайову умову задачi
(21) в середньоквадратичному сенсi.

Як наслiдок одержуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

m∑

k=1

ak[α
(0)
ik + ω2α

(1)
ik + ω4α

(2)
ik ] = 0, (27)

де

α
(0)
ik =

∫

L+Γ

rS0(wk)widl, α
(1)
ik =

∫

L+Γ

rS1(wk)widl, α
(2)
ik =

∫

Γ

rS2(wk)widr,

S0(ϕ) =
α(P )

2
ϕ(P ) +

∫

L+Γ

r
′

(
ϕ
∂Q1

∂n′ − ∂ϕ

∂n′Q1

)
dl − H2

4

∫

Γ

r
′

ΦQ1dr
′

,

S1(ϕ) = −1

2





∫

L+Γ

r
′ ∂Φ

∂n′Q1dl +

∫

Γ

r
′

T−1
1

∂ϕ

∂z′Q1dr
′



 ,

S2(ϕ) = −1

4

∫

Γ

r
′

T−1
1

∂Φ

∂z′Q1dr
′

.

Коефiцiєнти α
(0)
ik , α(1)

ik i α(2)
ik — функцiї параметра ω, оскiльки фун-

даментальний розв’язок рiвняння Гельмгольца Q1 залежить вiд ω.
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Характеристичне рiвняння для визначення параметра ω має насту-
пний вигляд:

det[α(0)
ik (ω) + ω2α

(1)
ik (ω) + ω4α

(2)
ik (ω)] = 0. (28)

Оскiльки визначення коефiцiєнтiв α(0)
ik , α(1)

ik , α(2)
ik пов’язано з гро-

мiздкими обчисленнями, є сенс будувати розв’язки рiвняння (28), ви-
користовуючи метод послiдовних наближень, коли наступне набли-
ження обчислюється як корiнь рiвняння

det[α(0)
ik (ωn) + ω2

n+1α
(1)
ik (ωn) + ω4

n+1α
(2)
ik (ωn)] = 0. (29)

Такий алгоритм дає змогу зменшити число iтерацiй. Для обчислення
оператора S(ϕ) потрiбно вираховувати квадратури

I1 =

∫

Γ

r
′

f(r
′

)Q1dr
′

, I2 =

∫

Γ

r
′

f(r
′

)
∂Q1

∂n′ dr
′

,

I3 =

∫

L

r
′

f(s)Q1dl, I4 =

∫

L

r
′

f(s)
∂Q1

∂n′ dl. (30)

Пiдставляючи вираз для Q1 в (30), одержуємо квадратури вигляду

I5 = 2

a∫

0

r
′

f(r
′

)

π/2∫

0

e−ωRd

Rd
cos 2t dtdr

′

,

I6 = 2

a∫

0

r
′

f(r
′

)

π/2∫

0

∂

∂z

(
e−ωRd

Rd

)
cos 2t dtdr

′

.

Тут

Rd =
√
z2P + (rP − r′)2 + 4rP r

′ sin2 t (P ∈ L),

I7 = 2

π∫

0

r(θ
′

)f(θ
′

)

π/2∫

0

e−ωRd

Rd
cos 2t dtdθ

′

,

I8 = 2

π∫

0

r(θ
′

)f(θ
′

)

π/2∫

0

∂

∂n

(
e−ωRd

Rd

)
cos 2t dtdθ

′

,
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де

Rd =

√
z2 + (rP − r)2 + 4rP r sin

2 t, z = cos θ
′−h0, r = sin θ

′

(P ∈ Γ).

Чисельну реалiзацiю методу проведено для сферичної порожнини
одиничного радiуса i висоти h = 1 заповнення порожнини рiдиною.

За координатнi функцiї вибиралися однорiднi многочлени wk(r, z),
якi задовольняють рiвняння △1wk = 0 i визначаються за рекурентни-
ми формулами (23).

Побудуємо розв’язки допомiжних задач (24). Враховуючи, що всi
w2k = 0 на Γ, маємо, що всi функцiї Φ2k ≡ 0 на Γ. Функцiї Φ2k−1

визначаються як розв’язки крайових задач:

△1Φ2k−1 = 0 в G, Φ2k−1 = 0 на L, Φ2k−1 = T−1
1 w2k−1 на Γ.

Вирахуємо значення w2k−1 на Γ, тобто при z = 0

w1 = r, w2 = 0, w2k+1 = − (2k − 1)

(2k + 2)
r2w2k−1,

звiдки за математичною iндукцiєю одержуємо, що

w2k+1(r, 0) = − (2k − 1)

(2k + 2)
r2w2k−1(r, 0) = (−1)k

2(2k − 1)!!

(2k + 2)!!
r2k+1.

Нехай uk = T−1
1 w2k−1. Подамо uk у виглядi uk = ckr

2k+1 − dkr. Кое-
фiцiєнти ck визначимо на основi спiввiдношення

ckT1r
2k+1 = w2k−1 = (−1)k−1 2(2k − 3)!!

(2k)!!
r2k−1.

Тодi

ck =
(−1)k(2k − 1)!!

k(2k − 1)(2k + 2)!!
, dk =

w2k+1(r0, 0)

2k(2k − 1)w1(r0, 0)
.

Отже,

uk =
1

2k(2k − 1)

{
w2k+1(r, 0)−

w2k+1(r0, 0)

w1(r0, 0)
w1(r, 0)

}
.

Подамо шукану функцiю Φ2k−1(r, z) у виглядi

Φ2k−1(r, z) =
1

2k(2k − 1)

{
w2k+1(r, z)−

w2k+1(r0, 0)

w1(r0, r)
w1(r, z)

}
+
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+

n2∑

j=1

qjkw2j(r, z).

Коефiцiєнти qjk визначимо iз умови Φ2k−1 = 0 на L, тобто

n2∑

j=1

qjkw2j =
1

2k(2k − 1)

{
w2k+1(r0, 0)

w1(r0, 0)
w1(r, z)− w2k+1(r, z)

}
.

Помножимо цю умову на
∂w2j

∂n
i проiнтегруємо по l. Унаслiдок орто-

гональностi функцiй w2j(r, z)
∫
L

rw2j
∂w2i

∂n dl = 0, якщо i 6= j, одержи-

мо

qjk =
1

2k(2k − 1)

π/2∫

0

{
w2k+1(r0, 0)

r0
−

− w2k+1(r, z)

}
r
∂w2j(r, z)

∂n

∣∣∣∣
r=sin θ,z=− cos θ

dθ.

У таблицi наведено значення Reλk i Imλk, k = ¯1, 3, для рiзних зна-

H Reλ1 Imλ1 Reλ2 Imλ2 Reλ3 Imλ3
20 0.98827 1.45309 1.92834 0.56338 — —
50 0.53443 1.80621 1.14619 1.98469 1.73635 1.80106
100 0.32280 1.88312 0.75497 2.37934 1.22442 2.51750
400 0.10158 1.91383 0.24888 2.59854 0.45278 3.07907
1600 0.03077 1.92485 0.06673 2.63199 0.13104 3.16580
6400 0.01064 1.93006 0.01934 2.63655 0.04478 3.18907
25600 0.00418 1.93351 0.00699 2.63996 0.01212 3.18942
102400 0.00125 1.93434 0.00238 2.64160 0.00303 3.18969
409600 0.00094 1.93468 0.00112 2.64124 0.00131 3.19115
1638400 0.00045 1.93492 0.00052 2.64135 0.00060 3.19319

чень параметра H для висоти h = 1 заповнення порожнини рiдиною.
Власнi симетричнi коливання iдеальної рiдини описуються насту-

пною спектральною задачею:

△0Φ = 0 в G,
∂Φ

∂n
= 0 на L,

∂Φ

∂n
= ω2Φ на Γ.
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Наближенi розв’язки задачi знаходимо варiацiйним методом, ви-
значаючи мiнiмальнi значення функцiонала

F (Φ) =

∫
L+Γ

rΦ∂Φ
∂n dl

∫
Γ

rΦ2dr

на класi функцiї Φ, що є розв’язками рiвняння △0Φ = 0 i задоволь-

няють умову
∫

Γ

rΦdr = 0.

З урахуванням 24 - координатних функцiй при реалiзацiї методу
Рiтца було одержано такi першi три власнi значення:

ω1 = 1.93524, ω2 = 2.64128, ω3 = 3.18551.

Вони практично збiгаються iз Im(λk), наведеними в таблицi, хоча
бiльшої уваги вартi значення Re(λk), якi визначають швидкiсть за-
тухання власних коливань рiдини.

Висновки

Тут на пiдставi використання фундаментального розв’язку для рiвня-
ння Гельмгольца спектральну задачу з параметром у рiвняннi i кра-
йових умовах зведено до спектральної крайової задачi для рiвняння
Лапласа з параметром, який мiститься тiльки в крайових умовах. Та-
кий пiдхiд дав змогу розробити i ефективно реалiзувати наближений
метод побудови розв’язкiв сингулярно збуреної задачi для довiльних
значень числа Галiлея.
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