
Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2014, т. 11, № 4, 54–67

УДК 517.52

Багатовимiрне узагальнення

овальної теореми для перiодичного

гiллястого ланцюгового дробу

спецiального вигляду

Д.I. Боднар, М.М. Бубняк

Тернопiльський нацiональний економiчний унiверситет, Тернопiль;
bodnar4755@ukr.net, mariabubnyak@gmail.com

−→p -periodic branched continued fractions of the special form are defined.
The multidimentional analog of the convergence oval theorem is proved and
truncation error bounds are established if elements of this fractions belong
to the oval regions and parameters of this regions satisfied some conditions.
Values of −→p -periodic branched continued fraction are investigated.

Определены −→p -периодические ветвящиеся цепные дроби специального
вида. Установлен многомерный аналог овальной теоремы сходимости,
на основании которой получены оценки сходимости в овальных обла-
стях при некоторых дополнительных условиях на параметры этих об-
ластей. Исследованы значения, к которым сходятся −→p -периодические
ветвящиеся цепные дроби специального вида.

1. Вступ

Нехай

b0 +
∞
D
n=1

an

bn
= b0 +

a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ . . . (1)

є неперервним дробом з комплексними елементами. При дослiдженнi
множин збiжностi цього дробу використовують множини елементiв
та множини значень. Для заданої послiдовностi множин {Vn}∞n=0 iз
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Ĉ визначимо послiдовнiсть множин {Ωn}∞n=1 за допомогою спiввiд-
ношеннь: Ωn = {(an, bn) ∈ C2 : an/(bn + Vn) ⊆ Vn−1}. Послiдовнiсть
{Ωn}∞n=1 називають послiдовнiстю множин елементiв дробу (1), яка
вiдповiдає послiдовностi множин значень {Vn}∞n=0 [14, с. 70]. Окрiм
того, якщо умови (an, bn) ∈ Ωn, n ≥ 1, гарантують збiжнiсть не-
перервного дробу, то Ωn, n ≥ 1, називають множинами збiжностi.
Якщо Ωn = Ω, n ≥ 1, то множину Ω називають простою множиною
збiжностi. У 1865 р. Worpitsky довiв, що круг {z ∈ C : |z| ≤ 1/4}
є простою множиною збiжностi неперервного дробу (1), де bn = 1,
n ≥ 0. R. Lane у 1945 р. встановив, що послiдовностi кругiв Vn, де
Vn = {z ∈ C : |z − Γn| ≤ ρn} |Γn| < ρn, n ≥ 0, вiдповiдає послi-
довнiсть овальних множини елементiв Ωn, де Ωn = {(an, bn) ∈ C2 :
|an(bn + Γn) − Γn(|bn + Γn|2 − ρ2n)| + |an|ρn ≤ ρn−1(|bn + Γn|2 − ρ2n)}.
Овальнi множини збiжностi дослiджували H.L. Hillam, W.J. Thron
[9], W.B. Jones, W.J. Thron [11], H. Waadeland [16], L. Lorentzen [14]
та iн. Детальний огляд геометричних властивостей овальної областi
подано у [10]. У працях [8, 14] особливої уваги варте застосування
овальної теореми для встановлення оцiнок швидкостi збiжностi дро-
бу (1).

Огляд дослiджень, якi стосуються овальної теореми, наведено у
працях [11, 14, 15, 17].

Перiодичнi дроби є важливий пiдклас неперервних дробiв. Дрiб (1)
називають p-перiодичним, якщо послiдовностi {an}∞n=1, {bn}∞n=1 є p-
перiодичними (p ≥ 1), тобто an+p = an, bn+p = bn, n ≥ 1. D. Bernoulli,
E. Galois, O. Stolz, R. Lane, H.S. Wall, T. Tile, A. Pringsheim, O. Perron
та iншi дослiджували питання збiжностi цих дробiв. Ознаки збiжно-
стi для перiодичних неперервних дробiв часто формулюють, викори-
стовуючи нерухомi точки дробово-лiнiйного вiдображення.

Розглянемо дробово-лiнiйне вiдображення t(ω) =
aω + b

cω + d
, де a,

b, c, d, ω ∈ C, ad − bc 6= 0, c 6= 0. Воно має двi нерухомi то-
чки x та y. Точку x називають притягувальною (attracting), якщо
tn(ω) = t(tn−1(ω)) → x при n → ∞ для всiх ω 6= y. Тодi y –
вiдштовхувальна (repelling) точка цього вiдображення. Розглянемо

вiдношення k =
cy + d

cx+ d
. Якщо |k| < 1, то t(ω) називають дробово-

лiнiйним вiдображенням локсодронiчного типу, якщо |k| = 1 – елi-
птичного, а k = 1 – параболiчного типу [14, c. 175]. Узагальнен-
ням перiодичних дробiв є гранично-перiодичнi неперервнi дроби. Дрiб
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∞
D
n=1

an

bn
називають граничним-p-перiодичним, якщо виконуються умо-

ви: lim
n→∞

anp+m = a∗m, lim
n→∞

bnp+m = b∗n, m = 1, p. Скiнченнi дроби
вигляду

hn = bn +
an|
|bn−1

+
an−1|
|bn−2

+ . . .+
a2|
|b1
, n ≥ 1, b0 = 1,

називають зворотними (reversed) дробами гранично-перiодичного
неперервного дробу [14, c. 48]. Ознаки збiжностi перiодичних та
гранично-перiодичних неперервних дробiв наведено в [14, 15, 17].

2. Означення та позначення

Гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) з N гiлками розгалуження озна-
чив В. Я. Скоробогатько. Задача вiдповiдностi мiж такими дроба-
ми i кратними степеневими рядами спонукала до появи двовимiрних
неперервних дробiв (J. A. Murphy, M. O’Donohoe, Х. Й. Кучмiнська,
W. Siemaszko, А. Cuyt, О. М. Сусь та iн.). Труднощi при переходi до
n змiнних зумовили появу ГЛД з нерiвнозначними змiнними. Такi
дроби при фiксованих значеннях змiнних назвали ГЛД спецiального
вигляду:

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑

ik=1

ai(k)

1

)−1

, (2)

де ai(k) ∈ C, i(k) ∈ I, I = {i1i2 . . . ik: 1 ≤ ik ≤ ik−1; k ≥ 1; i0 =

= N}, N – фiксоване натуральне число. Їх дослiдженням займалися
Д. I. Боднар, Т. М. Антонова, Р. I. Дмитришин, О. Є. Баран та iншi
[1–5].

Дрiб (2) назвемо −→p -перiодичним гiллястим ланцюговим дробом
спецiального вигляду, де −→p = (p1, p2, . . . , pN) i pj ∈ N, j = 1, N ,
якщо елементи цього дробу задовольняють умови: ar . . . r︸ ︷︷ ︸

q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

,

де q ≥ 1 i q = npr + s, r = 1, N , 1 ≤ s ≤ pr, i ai(m) r . . . r︸ ︷︷ ︸
q

= ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

, де

m ≥ 1, i(m) ∈ I, r < im.
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Позначимо ar . . . r︸ ︷︷ ︸
s

= cr,s. Тодi дрiб (2) можна записати у виглядi

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑

ik=1

cik,s
1

)−1

, (3)

причому значення s, що залежать вiд поверху k та перiоду pik , одер-
жуємо з наступних розкладiв: k = pikn + s, якщо i1 = i2 = . . . = ik,
або k−m = pikn+ s, якщо i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ im > im+1 = . . . = ik, n ≥ 0.

Визначимо рекурентно залишки дробу (3):

R(1,j)
n = 1 +

c1,j+1

R
(1,j+1)
n−1

, R(q,j)
n = 1 +

q−1∑

k=1

ck,1

R
(k,2)
n−1

+
cq,j

R
(q,j+1)
n−1

(4)

за початкових умов: R(q,j)
0 = 1, q = 1, N , j ≥ 1. Назвемо R(q,j)

n – j-м

залишком q-ї гiлки n-го порядку. Вираз Fn =

(
1 +

n

D
k=1

ik−1∑
ik=1

cik,s
1

)−1

,

n ≥ 1, F0 = 1, називають n-м пiдхiдним дробом −→p -перiодичного дро-

бу (3), зокрема Fn =
(
R

(N,1)
n

)−1

.

Для залишкiв −→p -перiодичного ГЛД виконуються спiввiдношення

R(q,m)
n = R(q,s)

n (m = rqpq + s; 1 ≤ s ≤ pq),

R(q,m)
n = R(q−1,1)

n +
cq,m

R
(q,m+1)
n−1

(m+ 1 ≤ pq).
(5)

3. Основнi результати

Встановимо формулу рiзницi двох пiдхiдних дробiв −→p -перiодичного
гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду.

Розглянемо pj-перiодичний неперервний дрiб (j = 1, N), який є
деякою гiлкою дробу (3),

1 +
cj,1|
|1 +

cj,2|
|1 + . . .+

cj,pj |
|1 +

cj,1|
|1 + . . . (6)

Нехай rj,s – кiлькiсть повторiв елемента cj,s у kj-пiдхiдному дробi
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неперервного дробу (6). Якщо kj = λjpj + lj (0 ≤ lj ≤ pj − 1), то

rj,s =





0, якщо kj = 0,

λj + 1, якщо lj ≤ pj − 1,

λj , якщо lj = 0.

Очевидно, що kj =
∑pj
s=1 rj,s. Визначимо множину iндексiв

J
(N)
n+1 = {k1, k2, . . . , kN : kj ≥ 0,

N∑

j=1

kj = n+ 1}, n ≥ 0.

Лема 3.1. За умови, що R
(q,j)
n 6= 0, q = 1, N , j = 1, pq, n ≥ 1,

справджується формула рiзницi двох пiдхiдних дробiв ГЛД (3):

Fn+m − Fn =
(−1)n+1

R
(N,1)
n+m · R(N,1)

n

∑

k∈J(N)
n+1

N∏

i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏ki+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−jR̂

(i,j+1)
li−j

), (7)

де n ≥ 0, m ≥ 1, li = n −∑N
t=i+1 kt, R̂

(i,j)
n = R

(i,j)
n , якщо n ≥ 0, i

R̂
(i,j)
−1 = 1.

Доведення. Послiдовно застосовуючи формули (5), отримуємо

R
(ν+1,j)
m+n−k −R

(ν+1,j)
n−k =

n−k∑

q=0

q∏

i=1

cν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−iR

(ν+1,j+i)
n−k−i

×

×
(
R

(ν,1)
n+m−k−q −R

(ν,1)
n−k−q

)
+

n−k+1∏

i=1

cν+1,j+i−1

R
(ν+1,j+i)
n+m−k−iR̂

(ν+1,j+i)
n−k−i

,

де m > 0, n > 0, 0 ≤ k ≤ n, j = 1, n− k, ν = 1, N − 1.
Оскiльки Fn = 1/R

(N,1)
n , то

Fn+m − Fn = −
(
R

(N,1)
n+m −R(N,1)

n

)
/
(
R

(N,1)
n+mR

(N,1)
n

)
.

Використовуючи метод математичної iндукцiї по q, доведемо, що

R
(q,1)
n+m −R(q,1)

n = (−1)n
∑

k∈J(q)
n+1

q∏

l=1

c
rl,1
l,1 . . . c

rl,pl
l,pl∏kl+1

j=1

(
R

(l,j+1)
m+gl−jR̂

(l,j+1)
gl−j

). (8)
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Якщо q = 1, то R(1,1)
n – p1-перiодичний неперервний дрiб. Враховуючи

спiввiдношення (5) i рiвностi R(1,p1+1)
k = R

(1,1)
k , k ≥ 1, маємо

R
(1,1)
n+m −R(1,1)

n =
(−1)λ1p1cλ1

1,1c
λ1
1,2 . . . c

λ1
1,p1∏λ1p1

j=1

(
R

(1,j+1)
n+m−jR

(1,j+1)
n−j

)(R(1,λ1p1+1)
n+m−λ1p1

−R
(1,λ1p1+1)
n−λ1p1

) =

= . . . = (−1)n
c
r1,1
1,1 . . . c

r1,p1
1,p1∏n+1

j=1

(
R

(1,j+1)
n+m−jR̂

(1,j+1)
n−j

) n,m > 0,

де r1,j = λ1+1, якщо j ≤ l1+1, r1,j = λ1 у рештi випадкiв n = λ1p1+l1,
0 ≤ l1 ≤ p1 − 1, j = 1, p1.

Припускаючи, що для q = ν виконується рiвнiсть (8), маємо

R
(ν+1,1)
n+m −R(ν+1,1)

n = R
(ν,1)
n+m −R(ν,1)

n +

+
− 1cν+1,1

R
(ν+1,2)
n+m−1R

(ν+1,2)
n−1

(
R

(ν,1)
n+m−1 −R

(ν,1)
n−1

)
+ . . .+

+
n∏

s=1

− cν+1,s

R
(ν+1,s+1)
n+m−s R

(ν+1,s+1)
n−s

(
R(ν,1)
m −R

(ν,1)
0

)
−

−
n+1∏

i=1

− cν+1,s

R
(ν+1,s+1)
n+m−s R̂

(ν+1,s+1)
n−s

.

Врахуючи перiодичнiсть уздовж ν+1 : cν+1,kν+1 = cν+1,sν+1 , де kν+1 =
uν+1pν+1 + sν+1 (1 ≤ sν+1 ≤ pν+1), маємо

R
(ν+1,1)
n+m −R(ν+1,1)

n = (−1)n
∑

k∈J(ν)
n+1

ν∏

i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏kν+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−jR̂

(i,j+1)
li−j

)+

+
(−1)ncν+1,1

R
(ν+1,2)
n+m−1R

(ν+1,2)
n−1

∑

k∈J(ν)
n

ν∏

i=1

c
ri,1
i,1 . . . c

ri,pi
i,pi∏kν+1

j=1

(
R

(i,j+1)
m+li−jR̂

(i,j+1)
li−j

)+ . . .+

+
(−1)nc

rν+1,1

ν+1,1 . . . c
rν+1,pν+1

ν+1,pν+1∏n+1
s=1 R

(ν+1,s+1)
n+m−s R̂

(ν+1,s+1)
n−s

.

Пiсля елементарних перетворень одержимо формулу (8) при q = ν+1.
Використовуючи її для рiзницi залишкiв N -ї гiлки, тобто q = N ,
одержуємо (7).
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Доведемо багатовимiрне узагальнення овальної теореми для перi-
одичного гiллястого ланцюгового дробу спецiального вигляду.

Нехай iснують скiнченнi границi lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), q = 1, N . Роз-

глянемо дробово-лiнiйнi вiдораження: s(q,j)(ω) = Z(q−1) + cq,j/ω i
t(q,j)(ω) = cq,j/(Z

(q−1) + ω), j = 1, pq, Z(0) = 1 та їх композицiю
S(q)(ω) = s(q,1) ◦ s(q,2) ◦ . . . ◦ s(q,pq)(ω) i T (q)(ω) = t(q,1) ◦ t(q,2) ◦ . . . ◦
t(q,pq)(ω), q = 1, N . Позначимо X(1) – притягувальна нерухома то-
чка дробово-лiнiйного вiдображення S(1)(ω), Y (q) – вiдштовхувальнi
нерухомi точки вiдображень T (q)(ω), q = 2, N .

Теорема 3.1. Нехай елементи cq,j, q = 1, N , j = 1, pq,
−→p -

перiодичного ГЛД (3) належать овальним областям

Oq =

{
z ∈ C : |z − dq|+ |z| ρ∗q

|1 + Γ
∗|
<

ρq

|Γq|
|dq|
}
, q = 1, N, (9)

де Γq ∈ C, ρq > 0, |Γq| < ρq (q = 1, N), dq = Γq(1+Γ∗
q)

(
1− ρ∗2q

|1 + Γ∗
q |2

)
,

Γ∗
q =

∑q
j=1 Γj , ρ

∗
q =

∑q
j=1 ρj , ρ

∗
q < |1 + Γ∗

q |, q = 1, N .
Тодi

1. Послiдовностi залишкiв {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N дробу збiгаються.

Зокрема, дрiб (3) збiгається.

2. Якщо дробово-лiнiйнi вiдображення T (q)(ω), q = 2, N , – локсо-

дронiчного типу, а lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(q), то

Z(q) =

{
X(1), якщо q = 1,

−Y (q), якщо 2 ≤ q ≤ N ,
q = 1, N

i lim
ν→∞

Fn = F , де F = (Z(N))−1.

3. n-нi пiдхiднi дроби ГЛД (3) належать кругу

K =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣∣z −
Γ∗
N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

∣∣∣∣∣ ≤
ρ∗N

|1 + Γ∗
N |2 − ρ∗2N

}
.

Доведення. Нехай B(Γq, ρq) = {z ∈ C : |z − Γq| ≤ ρq}, q = 1, N ,

заданi круги. Покажемо, що R(q,j)
n ∈ B(1 + Γ∗

q , ρ
∗
q), q = 1, N , j = 1, pq,
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n ≥ 1. Очевидно, що 1 +
∑q

j=1 B(Γj, ρj) = B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q), q = 1, N ,

i 0∈B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q). Позначимо через C та R вiдповiдно центр та

радiус круга
cq,j

B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q)

. Умова
cq,j

B(1 + Γ∗
q , ρ

∗
q)

⊂ B(Γq, ρq) еквiва-

лентна виконанню нерiвностi |Γq − C| + R ≤ ρq, що рiвносильно∣∣∣∣∣
cq,j(1 + Γ

∗
q)

|1 + Γ∗
q |2 − ρ∗2q

− Γq

∣∣∣∣∣ +
|cq,j |ρ∗q

|1 + Γ∗
q |2 − ρ∗2q

≤ ρq. Отже, R(q,j)
n 6= 0, n ≥ 1,

q = 1, N , j = 1, pq.
Можна показати, використовуючи [14], що ∂Oq – це овал, який є

симетричним вiдносно прямої eαqiR, де αq = arg Γq(1 + Γ∗
q). Точки

його перетину з прямою eαqiR позначимо vq,1 та vq,2. Вiдомо, що

vq,1 = (|Γq| − ρq)(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)e

argαq ,

vq,2 = (|Γq|+ ρq)(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)e

argαq ,
(10)

де vq,1, vq,2 – вiдповiдно мала та велика осi овалу ∂Oq Очевидно, що
B(0, |v1,q|) ⊂ Oq ⊂ B(0, |v2,q|) i B(dq, |v2,q| − |dq|) ⊂ Oq ⊂ B(dq, |v1,q|+
|dq|).

За допомогою методу математичної iндукцiї по q доведемо, що
послiдовностi залишкiв {R(q,1)

n }∞n=1, q = 1, N збiгаються.
Оскiльки c1,j ∈ O1, то згiдно з овальною теоремою 3.1 з [10], по-

слiдовнiсть {R(1,1)
n }∞n=1 збiгається.

Припустимо, що для деякого k послiдовностi {R(s,1)
n }∞n=1, s = 2, k,

збiгаються.
Використовуючи багатовимiрний аналог теореми Стiльтьєса–

Вiталi, доведемо збiжнiсть послiдовностi {R(k+1,1)
n }∞n=1. Побудуємо

функцiональний дрiб, частинними чисельниками якого є комплекснi
змiннi

1 +
∞
D
k=1

jk−1∑

jk=1

zjk,s
1

, (11)

де j0 = k + 1. Позначимо σk+1 =
∑k+1
j=1 pj i z(σk+1) = (z1,1,

z1,2, . . . , z1,p1 , . . . , zk+1,1, zk+1,2 . . . , zk+1,pk+1
), fn(z(σk+1)) – n-й пiдхi-

дний дрiб (11) та R(k+1,j)
n (z(σk+1)) – його залишки n ≥ 1, j = 1, pk+1.

Зауважимо, що R(k+1,1)
n (z(σk+1)) = fn(z

(σk+1)). Визначимо множину

O = Op1
1 × . . .×Opk+1

k+1 ,
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де Opq
q = Oq × . . .×Oq︸ ︷︷ ︸

pq

i Oq – овальнi областi вигляду (9). Якщо

zq,j ∈ Oq, то R
(q,j)
n (z(σk+1)) ∈ B(1 + Γ∗

q , ρ
∗
q), q = 1, k + 1, j = 1, pq.

Отже, послiдовнiсть {R(k+1,1)
n (z(σk+1))}∞n=1 є рiвномiрно-обмеженою в

областi O.
Нехай D = {z(σk+1) ∈ Cσk+1 : |zk| ≤ r(k = 1, σk+1)} – замкнений

полiкруг, що мiститься в множинi O, де r = min
j=1,k+1

{ 1
4N ; |vj,1|} i vj,1–

мала вiсь овалу Oj . Збiжнiсть функцiонального ГЛД на D множини
O випливає з узагальнення теореми Worpitsky для ГЛД спецiального
вигляду [4].

Отже, функцiональний дрiб (11) рiвномiрно збiгається на будь-
якому компактi множини O. Зокрема, в точцi M ∈ O з координатами
zq,j = cq,j , q = 1, N , j = 1, pq.

Знайдемо границi Z(q) послiдовностей {R(q,1)
n }∞n=1, q = 1, N . Якщо

q = 1, то R
(1,1)
n – n-й пiдхiдний дрiб p1-перiодичного неперервного

дробу. Оскiльки послiдовнiсть {R(1,1)
n }∞n=1 збiжна, то дробово-лiнiйне

вiдображення S(1)(ω) є локсодронiчного або параболiчного типу. От-

же, lim
n→∞

R
(q,1)
n = Z(1), де Z(1) = X(1) – притягувальна цього вiдобра-

ження. Оскiльки dist(0, ∂O1) = |1 + Γ1| − ρ1 > 0, то Z(1) 6= 0.
Розглянемо залишки 2-ї гiлки i запишемо їх у виглядi

R(2,1)
n = R(1,1)

n +
c2,1|
|R(1,1)
n−1

+ . . .+
c2,s|
|R(1,1)

0

,

де n = rp2 + s (1 ≤ s ≤ p2). Оскiльки послiдовнiсть елементiв c2,n

є p2-перiодичною послiдовнiстю (c2,n = c2,s) i lim
n→∞

R
(1,1)
n = Z(1), то

R
(2,1)
n є n-й пiдхiдний дрiб зворотного p2-перiодичного неперервного

дробу.
Оскiльки T (2)(ω) локсодронiчного типу, то згiдно з теоремою 4.13

[14] маємо lim
n→∞

R
(2,1)
n = Z(2), де Z(2) = −Y (2) i Y (2)– вiдштов-

хувальна точка дробово-лiнiйного вiдображення T (2)(ω). Оскiльки
dist(0, ∂O2) = |1 + Γ∗

2| − ρ∗2 > 0, то Z(2) 6= 0.
Припустимо, що для деякого ν виконуюються спiввiдношення

lim
n→∞

R
(s,1)
n = Z(s), де Z(s) = −Y (s) (Y (s)– вiдштовхувальнi точки

дробово-лiнiйних вiдображеннь T (s)(ω)) i Z(s) 6= 0, s = 3, ν.
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Запишемо залишки ν + 1 гiлки виглядi

R(ν+1,1)
n = R(ν,1)

n +
cν+1,1|
|R(ν,1)
n−1

+
. . .

+

cν+1,s|
|R(k,1)

0

,

де n = rpν+1 + s, 1 ≤ s ≤ pν+1. Аналогiчно, як i для 2-ї гiлки, маємо
lim
n→∞

R
(ν+1,1)
n = Z(ν+1), де Z(ν+1) = −Y (ν+1) i Y (ν+1)– вiдштовхуваль-

на точка дробово-лiнiйного вiдображення T (ν+1)(ω) локсодронiчного
типу.

Оскiльки Fn = 1/R
(N,1)
n i |R(N,1)

n | > δ, де δ = |1+Γ∗
N |− ρ∗N (n > 0),

то послiдовнiсть {Fn}∞n=1 збiгається. Окрiм того, що дробово-лiнiйнi
вiдображення T (q)(ω), q = 2, N є локсодронiчного типу, lim

n→∞
Fn = F i

F = (Z(N))−1. Оскiльки R(N,1)
n ∈ B(1+Γ∗

N , ρ
∗
N ), то Fn ∈ K, n > 1.

Встановимо оцiнки швидкостi збiжностi перiодичного гiллястого
ланцюгового дробу спецiального вигляду.

Теорема 3.2. Нехай елементи cq,j, q = 1, N , j = 1, pq,
−→p -

перiодичного ГЛД (3) належать овальним областям Oq: cq,j ∈ Oq,
q = 1, N , де Oq визначають за формулами (9).

1. Якщо виконуються умови

ρq < (|1 + Γ∗
q | − |Γq| − ρ∗q−1)/2,

де ρ0 = 0, q = 1, N , то справджуються оцiнка швидкостi збiжностi
дробу (3)

|F − Fn| ≤ LCN−1
n+N−1ζ

n+1, n ≥ 1, (A)

де ζ = max
q=1,N

{ζq}, ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

.

2. Якщо Γq i ρq, q = 1, N , задовольняють умови

ρq < (|1 + Γ∗
q | − |Γq| − 3ρ∗q−1)/2,

де ρ0 = 0 i q = 1, N , то справджується оцiнка

|F − Fn| ≤ LCN−1
n+N−1ξ

n+1, n ≥ 1, (B)

де ξ = max
q=1,N

{ηq}, ξq =
|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

, L =
M

(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N )2

, M =

= max
q=1,N

{|1 + Γ∗
q | − ρ∗q}.
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Доведення. Для оцiнок швидкостi збiжностi дробу (3) викори-
стаємо формулу (7). Якщо виконуються умови cq,j ∈ Oq, q = 1, N ,

j = 1, pq, то залишкиR(q,j)
n належать вiдповiдним кругам B(1+Γ∗

q, ρ
∗
q).

Тому виконуються також оцiнки |R(q,j)
n | ≥ |1 + Γ∗

q | − ρ∗q , q = 1, N ,
j = 1, pq.

1. Оскiльки cq,j ∈ Oq, то |cq,j | < |v2,q|, q = 1, N ; j = 1, pq. Отже,
для j = 1, pq, 1 ≤ s ≤ n+ 1 маємо

|cq,j |
|R(q,j+1)
n+m−s||R(q,j+1)

n−s |
≤ (ρq + |Γq|)(|1 + Γ∗

q | − ρ∗q)

(|1 + Γ∗
q | − ρ∗q)2

.

Введемо позначення ζq =
ρq + |Γq|

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

i Aq =

|cq,1|kq,1 |cq,2|kq,2 . . . |cq,pq |kq,pq∏kq+1
j=1 |R(q,j+1)

lq+m−j ||R̂
(q,j+1)
lq−j |

. Оскiльки kq,1 + . . . + kq,pq = kq,

q = 1, N , то маємо оцiнки Aq ≤ ζ
kq
q , kq ≤ n i Aq ≤ (|1 + Γ∗

q | − ρ∗q)ζ
k,

k = n+ 1. Враховуючи це, одержуємо

|Fm+n − Fn| ≤
1

(|1 + Γ∗
N | − ρ∗N )2

∑

k∈J(N)
n+1

ζk11 ζk22 . . . ζkNN ≤ LCN−1
n+N−1ζ

n+1.

При m→ ∞ отримаємо оцiнку (A).
2. Оскiльки cq,j ∈ Oq, q = 1, N , j = 1, pq, то, враховуючи реку-

рентнi спiввiдношення (5), одержуємо:
cq,j

R
(q,j+1)
n−1

∈ B(Γq, ρ∗q + ρ∗q−1),

n ≥ 1, q = 1, N , j = 1, pq. Отже, справджуються наступнi оцiнки:∣∣∣∣∣
cq,j

R
(q,j+1)
n−1

∣∣∣∣∣ ≤ |Γq| + ρ∗q + ρ∗q−1 i
|cq,j |

|R(q,j+1)
n+m−s||R(q,j+1)

n−s |
≤

|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

.

Позначимо ξq =
|Γq|+ ρ∗q + ρ∗q−1

|1 + Γ∗
q | − ρ∗q

, q = 1, N . Використовуючи попере-

дню схему доведення, маємо оцiнку (B).

Позначимо W1 = {z ∈ C : |z| ≤ 1/(4N)} i Wq = {z ∈ C : |z| ≤
1/(4q)}, q = 2, N . Багатовимiрнi узагальнення теореми Ворпiцкого
див. [4] для перiодичних ГЛД (3) сформулюємо так
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1. Нехай дрiб (3) є 1-перiодичним, тобто −→p = (1, 1, . . . , 1). Якщо
елементи cq,1, q = 1, N , цього дробу задовольняють умови |cq,1| ≤
≤ 1/(4N), q = 1, N , тобто cq,1 ∈ W1, то цей дрiб збiгається.

2. Нехай дрiб (3) є −→p -перiодичним, pq ≥ 1, q = 1, N . Якщо еле-
менти cq,j , q = 1, N , j = 1, pq, такого дробу задовольняють умови
|cq,1| ≤ 1/(4N) i |cq,j | ≤ 1/(4q), q = 1, N , j = 2, pq, тобто cq,1 ∈ W1 i
cq,j ∈ Wq, то ГЛД (3) збiгається.

Приклад 3.1. Розглянемо (2,1)-перiодичний ГЛД з 2 гiлками
розгалуження вигляду

c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 +
c1,2

1 + . . .

+
c2,1

1+
c1,1

1 +
c1,2

1 +
c1,1

1 + . . .

+
c2,1

1+
c1,1

1+
c1,2

1+ . . .

+
c2,1

1+ . . .

.

Покладемо, що Γ1 = 0.15+0.15i i ρ1 = 0.25, Γ2 = 0.1 i ρ2 = 0.12. Умови
теорем 3.1 та 3.2 за цих значень виконуються. Крiм цього, оскiльки
великi осi овалiв вигляду (9) становлять |v1,2| ≈ 0.42 i |v2,2| ≈ 0.195,
то овали O1, O2 не є пiдмножинами кругiв Ворпiцкого для (2,1)-
перiодичного ГЛД (3).

Задамо елементи (2, 1)-перiодичного ГЛД: c1,1 = 0.1eαi, c1,2 =
= 0.4eαi (α = arg Γ1(1 + Γ1) i α = 0.915), c2,1 = 0.17. У табли-

цi подано результати обчислень залишкiв R
(q,1)
n , q = 1, 2, вiдповiд-

но до рекурентних формул (5). Обчислимо значення границi по-

слiдовностi залишкiв 1-ї гiлки X1 = lim
n→∞

R
(1,1)
n . Оскiльки R

(1,1)
n –

n-й пiдхiдний дрiб 2-перiодичного неперервного дробу, то X(1) =
(λ − 2 × c1,2 +

√
λ2 − 4c1,2 · c1,1)/2 (λ = 1 + c1,1 + c1,2) [14, с. 181]. За

заданих елементiв дробу X(1) = = 1.06991 + 0.0247775i. Розглянемо
дробово-лiнiйне вiдображення T (2)(ω) = c2,1/(X

(1)+ω). Його нерухо-
мi точки знаходимо за формулами x = (−X(1)+

√
(−X(1))2 + 4c2,1)/2,

y = (−X(1)−
√
(−X(1))2 + 4c2,1)/2. Їх значення становлять x = 0.14−

−0.002i та y = −1.21032 − 0.00222i. Оскiльки |k| =

∣∣∣∣∣
y +X(1)

x+X(1)

∣∣∣∣∣ =

= 0.116, то дробово-лiнiйне вiдображення T (2)(ω) є локсодронiчного
типу. Отже, lim

n→∞
R

(2,1)
n = Z(2), де Z(2) = −y, i значення цiєї границi

дорiвнює 1.21032+ 0.0222018i.
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n R
(1,1)
n R

(2,1)
n

1 1.089+0.044i 1.2597+0.044i
2 1.00415+0.023526i 1.1389+0.0187i
3 1.06999+0.025294i 1.2192+0.0228i
4 1.068853+0.023978i 1.2082+0.0213i
5 1.0699904+0.02478i 1.21056+0.02229i
6 1.069901+0.024753i 1.21028+0.02216i
7 1.0699085+0.024777i 1.21032+0.0222i
8 1.069908+0.024777i 1.210319+0.0222009i
9 1.0699087+0.0247774i 1.21032+0.0222019i
10 1.069908+0.024777i 1.2103202+0.0222017i
11 1.0699087+0.0247774i 1.2103202+0.0222018i
12 1.06990875+0.02477748i 1.210320205+0.02220181352i
13 1.06990875+0.02477748i 1.21032020575+0.02220181376i
14 1.06990875+0.02477748657i 1.21032020578+0.0222018137i
15 1.06990875+0.02477748656i 1.2103202577+0.02220181337i

4. Висновки

Означено −→p -перiодичний гiллястий ланцюговий дрiб спецiального
вигляду. Для нього встановлено формулу рiзницi пiдхiдних дробiв.
За цiєю формулою доведено оцiнки швидкостi збiжностi цих дробiв.
Дослiджено овальнi множини збiжностi та встановлено оцiнки похи-
бок апроксимацiї в цих областях.
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