
Збiрник праць Iнституту математики НАН України 2014, т. 11, № 4, 76–85

УДК 517.53

Двовимiрнi апроксиманти типу Паде

для деяких спецiальних рядiв двох

змiнних

А.П. Голуб, Г.М. Веселовська

Iнститут математики НАН України, Київ;
golub@imath.kiev.ua, anaweseka@gmail.com

Exact expressions for two–dimensional rational approximants are derived
for some power series using method of generalized moment representations.

Используя метод обобщенных моментных представлений, получены
явные выражения для двумерных рациональных аппроксимант неко-
торых степенных рядов.

Багатовимiрнi аналоги апроксимацiй Паде вивчаються ще з дру-
гої половини XX ст. Рiзноманiтнi пiдходи до побудови таких аналогiв
описано, зокрема, в [1]. На базi розвитку методу узагальнених момен-
тних зображень Дзядика [2] в [3] було запропоновано метод побудови
та дослiдження рацiональних апроксимант типу Паде для степене-
вих рядiв двох змiнних, що базується на використаннi двовимiрних
узагальнених моментних зображень.

Означення 1 ( [3]). Будемо говорити, що для двовимiрної чи-
слової послiдовностi{sk,m}∞k,m=0 має мiсце узагальнене моментне зо-
браження на добутку деяких лiнiйних просторiв X ×Y за бiлiнiйною
формою 〈., .〉, якщо у просторi X вказано двовимiрну послiдовнiсть
елементiв {xk,m}∞k,m=0 , а у просторi Y – двовимiрну послiдовнiсть
елементiв {yj,n}∞j,n=0 такi, що

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k, j,m, n ∈ Z+. (1)
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У випадку, коли простори X та Y — нормованi i у просторi X
iснують обмеженi лiнiйнi оператори A,B : X → X , якi комутують
мiж собою, i такi, що:

Axk,m = xk+1,m,

Bxk,m = xk,m+1,

для всiх k,m ∈ Z+, а у просторi Y iснують лiнiйнi обмеженi оператори
A∗, B∗ : Y → Y такi, що

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉,

〈Bx, y〉 = 〈x,B∗y〉,
для ∀x ∈ X , ∀y ∈ Y , зображення (1) можна подати в операторному
виглядi:

sk,m = 〈AkBmx0,0, y0,0〉, k,m ∈ Z+. (2)

Поставимо у вiдповiднiсть двовимiрнiй числовiй послiдовностi
{sk,m}∞k,m=0 формальний степеневий ряд вiд двох змiнних:

f(z, w) =

∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm. (3)

Зображення коефiцiєнтiв sk,m у виглядi (2) дає змогу модифiкувати
подання функцiї (3):

f(z, w) = 〈R̂z(A)R̂w(B)x0,0, y0,0〉, (4)

де резольвентна функцiя R̂w визначається рiвнiстю
R̂w(A) = (I − wA)

−1.
У [3] було встановлено наступний результат:

Теорема 1. Нехай формальний степеневий ряд вiд двох змiнних
має вигляд (3) та нехай для двовимiрної послiдовностi {sk,m}∞k,m=0

має мiсце узагальнене моментне зображення на добутку лiнiйних
просторiв X ×Y вигляду (1). Тодi, якщо для деяких N1, N2 ∈ N iснує
узагальнений полiном

YN1,N2 =

N1∑

j=0

N2∑

n=0

c
(N1,N2)
j,n yj,n, c

(N1,N2)
N1,N2

6= 0, (5)
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такий, що виконуються умови бiортогональностi

〈xk,m, YN1,N2〉 = 0, (6)

при (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2]\{(N1, N2)}, то рацiональна функцiя

[N/D]f (z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (7)

де

QD(z, w) =
N1∑

j=0

N2∑

n=0

c
(N1,N2)
N1−j,N2−nz

jwn (8)

i

PN (z, w) =

N1−1∑

k=0

N2−1∑

m=0

zkwm
k∑

j=0

m∑

n=0

c
(N1,N2)
N1−j,N2−nsk−j,m−n+

+zN1

N1∑

k=0

N2−1∑

m=0

zkwm
N1∑

j=0

m∑

n=0

c
(N1,N2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+wN2

N1−1∑

k=0

N2∑

m=0

zkwm
N1∑

j=0

m∑

n=0

c
(N1,N2)
N1−j,n sk−j,m+n, (9)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти
якого збiгатимуться з коефiцiєнтами ряду (2) для
(k,m) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

В [3]– [5] на пiдставi теореми 1 та деяких її узагальнень було по-
будовано апроксиманти типу Паде для низки степеневих рядiв двох
змiнних, зокрема для частинних випадкiв гiпергеометричних рядiв
Аппеля та Гумберта. В данiй працi пропонується поширення вказа-
ного пiдходу на новий клас степеневих рядiв.

Нехай X = Y = L2([0, 1], t
νdt), ν > −1, — простори функцiй, су-

мовних з квадратом за мiрою tνdt на [0, 1]. Розглянемо в просторi X
лiнiйнi обмеженi оператори

(Aϕ)(t) = tϕ(t),

(Bϕ)(t) = tσϕ(t),
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де σ > 0 — iррацiональне число. На добутку просторiв X × Y визна-
чимо бiлiнiйну форму

〈x, y〉 =
1∫

0

x(t)y(t)tνdt.

Нехай
x0,0(t) = y0,0(t) ≡ 1.

Тодi
xk,m(t) = yk,m(t) = tk+mσ, k,m ∈ Z+.

Враховуючи (2), маємо:

sk,m =

1∫

0

tk+mσ+νdt =
1

k +mσ + ν + 1
, k,m ∈ Z+, (10)

отже,

f(z, w) =

∞∑

k,m=0

zkwm

k +mσ + ν + 1
. (11)

Згiдно з теоремою 1 для знаходження апроксиманти Паде функцiї
(11) потрiбно побудувати узагальнений полiном вигляду (5), для яко-
го б виконувалися умови бiортогональностi (6). Тобто в даному ви-
падку нам потрiбно побувати узагальнений полiном вигляду

YN1,N2 =

N1∑

j=0

N2∑

n=0

c
(N1,N2)
j,n tj+nσ

з умовами бiортогональностi

1∫

0

tk+mσ+νYN1,N2(t)dt = 0

для всiх (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2]\{(N1, N2)}.
Оскiльки за припущенням число σ не є рацiональним, то система

функцiй
{tj+nσ : j = 0, N1, n = 0, N2} (12)



80 А. П. Голуб, Г. М. Веселовська

буде чебишовською на [0, 1]. Тодi при кожних N1, N2 ∈ N такi уза-
гальненi полiноми YN1,N2 будуть iснувати, а їхнi старшi коефiцiєнти
будуть вiдмiнними вiд нуля.

Запишемо систему функцiй (12) у такому виглядi:

{ϕl(t)}Ll=0, (13)

де
L = (N1 + 1)(N2 + 1)− 1,

a

ϕl(t) = tλl , λl = l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
, l = 0, L,

[α] — цiла частина числа α.
Далi використаємо наступну теорему (див., наприклад, [7]).

Теорема 2. Нехай {ck,m}∞k,m=0 - двовимiрна числова послiдов-
нiсть така, що її визначники Ганкеля є вiдмiнними вiд нуля

HN−1 := det ||ck,j ||N−1
k,j=0 6= 0, N ∈ N.

I нехай в лiнiйному просторi X вказано послiдовнiсть елементiв
{ϕk(t)}∞k=0, а у просторi Y– послiдовнiсть {ψj(t)}∞j=0 такi, що

ck,j = 〈ϕk, ψj〉, k, j ∈ Z,

де 〈., .〉 – бiлiнiйна форма на добутку просторiв X та Y. Тодi, якщо
при довiльному N ∈ Z+ побудувати узагальненi полiноми

Y0 = ε0ϕ0, YN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0,0 c0,1 . . . c0,N
c1,0 c1,1 . . . c1,N
. . . . . . . . . . . .

cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,N

ϕ0 ϕ1 . . . ϕN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, N = 1,∞,

та

X0 = ε0ψ0, XN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0,0 c0,1 . . . c0,N
c1,0 c1,1 . . . c1,N
. . . . . . . . . . . .

cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,N

ψ0 ψ1 . . . ψN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, N = 1,∞,
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де εN = (HNHN−1)
−1/2, N = 0,∞, H−1 = −1 , то будуть виконува-

тися спiвiдношення бiортогональностi

〈XM , YN 〉 = δM,N , M,N = 0,∞,

δM,N =

{
0, при M 6= N,
1, при M = N.

У нашому випадку X = Y = L2([0, 1], t
νdt), {ϕk}∞k=0 = {ψj}∞j=0 i

〈ϕ, ψ〉 =
1∫

0

ϕ(t)ψ(t)tνdt = 0.

Враховуючи, що

ck,j = 〈ϕk, ψj〉 =
1∫

0

tλk tλj tνdt =
1

λk + λj + ν + 1
, k, j = 0, L,

для бiортогонального полiнома YN1,N2 за теоремою 2 отримуємо зо-
браження

YN1,N2 = εN1,N2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0,0 c0,1 . . . c0,L
c1,0 c1,1 . . . c1,L
. . . . . . . . . . . .

cL−1,0 cL−1,1 . . . cL−1,L

ϕ0 ϕ1 . . . ϕL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= εN1,N2

L∑

l=0

(−1)lϕl det ||ck,i : k = 0, L− 1, i ∈ [0, L]\{l}||,

з деякою ненульовою константою εN1,N2 . Останнi визначники є ви-
значниками Кошi (див., наприклад, [8]).

Отже,

∆
(L)
l = det ||ck,i : k = 0, L− 1, i ∈ [0, L]\{l}|| =

=

∏L−1
k=0

∏L
m=k+1(λk − λm)2

∏l−1
k=0(λk − λl)2

∏L−1
k=0 (λk + λl + ν + 1)

∏L−1
k=0

∏L
m=0(λk + λm + ν + 1)

=
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= κL

∏L−1
k=0 (λk + λm + ν + 1)
∏l−1
k=0(λk − λl)2

,

де κL – константа, що залежить вiд L, але не залежить вiд l. Врахо-
вуючи явний вираз показникiв λl, отримуємо

∆
(L)
l = κL

∏L−1
k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1+1

]
+
[

l
N1+1

])
+ ν + 1

)

∏l−1
k=0

(
k − l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1+1

]
−
[

l
N1+1

]))2 .

Пiдрахуємо окремо чисельник:

L−1∏

k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1 + 1

]
+

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
=

=

N1∏

k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
+ ν + 1

)
×

×
2N1+1∏

k=N1+1

(
k + l + (σ −N1 − 1)

(
1 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
× . . .×

×
(N2+1)(N1+1)−2∏

k=N2(N1+1)

(
k + l + (σ −N1 − 1)

(
N2 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
=

=

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
+ ν + 1

)

N1+1

×

×
(
l + (σ −N1 − 1)

(
1 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)

N1+1

× . . .×

×
(
l + (σ −N1 − 1)

(
N2 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)

N1

=

=

∏N2

m=0

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1+1

]
+ ν + 1 +mσ

)
N1+1(

l + (σ −N1 − 1)
[

l
N1+1

]
+ ν +N1 +N2σ + 1

) ,

де через (α)k позначено символ Похгаммера:

(α)k =

{
1, при k = 0,

(α)(α + 1) · . . . · (α+ k − 1), при k ∈ N.
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Розглянемо тепер знаменник

∏l−1

k=0

(
k − l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1 + 1

]
−
[

l

N1 + 1

]))2

.

Очевидно, що при l = 0, N1 буде
[

k
N1+1

]
= 0 i

[
l

N1+1

]
= 0 , а тому

l−1∏

k=0

(k − l)2 =

l∏

k=1

k2.

При l = N1 + 1, 2N1 + 1 буде
[

l
N1+1

]
= 1, отже,

N1∏

k=0

(k− l− (σ−N1 − 1))2
l−1∏

k=N1+1

(k− l)2 =

l−N1−1∏

k=l−2N1−1

(k+ σ)2
l−N1−1∏

k=1

k2.

Аналогiчно, якщо при деякому 0 ≤ p ≤ N1,

l = pN1 + p, (p+ 1)N1 + p, то
[

l
N1+1

]
= p, тодi

l−pN1−p∏

k=l−(p+1)N1−p
((k + pσ)(k + (p− 1)σ) · . . . · (k + σ))

2
l−pN1−p∏

k=1

k2.

Врахувавши це, для знаменника отримаємо вираз
[

l
N1+1

]

∏

m=1

((
(mσ −

([
l

N1 + 1

]
(N1 + 1) +N1 − l

))

N1+1

)2

×

×
((

l −
[

l

N1 + 1

]
(N1 + 1)

)
!

)2

.

Таким чином,

∆
(L)
l = κL ·

∏N2

m=0

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1+1

]
+ ν + 1 +mσ

)
N1+1

l + (σ −N1 − 1)
[

l
N1+1

]
+ ν +N1 +N2σ + 1

×

× 1

∏
[

l
N1+1

]

m=1

((
(mσ −

([
l

N1+1

]
(N1 + 1) +N1 − l

))
N1+1

)2×
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× 1
((
l −
[

l
N1+1

]
(N1 + 1)

)
!
)2

i

YN1,N2 =

N1∑

j=0

N2∑

n=0

c
(N1,N2)
j,n tj+nσ =

L∑

l=0

(−1)ltλl∆
(L)
l .

Звiдси
c
(N1,N2)
j,n = (−1)j+n(N1+1)∆

(L)
j+n(N1+1) =

= (−1)j+n(N1+1) · κL ·
∏N2

m=0 (j + (n+m)σ + ν + 1)N1+1

j + (n+N2)σ + ν +N1 + 1
×

× 1

(j!)2
∏n
m=1 ((mσ −N1 + j)N1+1)

2 , (14)

при цьому ми можемо покласти κL = 1.
А тому, з врахуванням теореми 1 для функцiї вигляду (11), мо-

жна побудувати апроксиманти Паде. Справедливою буде наступна
теорема:

Теорема 3. Для функцiй вигляду (11) при довiльних
N1, N2 ∈ ∈ N рацiональна функцiя вигляду (7)–(9), в якiй
коефiцiєнти cj,n, j = 0, N1, n = 0, N2, визначаються формула-
ми (14), матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєн-
ти якого збiгатимуться з коефiцiєнтами ряду (11) для всiх
(j, n) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.
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