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Про лiнеаризацiю одного класу
систем нелiнiйних рiзницевих
рiвнянь в околi особливої точки

Получены достаточные условия линеаризации широкого класса
систем нелинейных разностных уравнений в окрестности особой
точки.

Sufficient conditions for linearization for a wide class of systems of
nonlinear difference equations in the neighborhood of a singular point
have been obtained.

Системи рiзницевих рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = A(t)x(t) + f(t, x(t)), (1)

де t ∈ R, A(t) - дiйсна неперервна, N -перiодична (n × n) - матриця,
f : R×Cn → Cn, розглядалися багатьма математиками (див. [1-9] i ци-
товану в них лiтературу) i в даний час ряд важливих питань їх теорiї
досить добре вивченi при деяких припущеннях вiдносно матрицi A(t)
i вектор-функцiї f(t, x). Продовжуючи цi дослiдження, в данiй статтi
дослiджується структура множини неперервних розв’язкiв системи
рiвнянь (1) у випадку, коли f(t, x) ∈ Ckx, k > 1, при t ∈ R, |x| ≤ b.

Оскiльки в силу [6] iснує неперервна замiна змiнних

x(t) = C(t)y(t),
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де C(t) - неособлива, неперервна, N - перiодична (n × n) - матриця,
що приводить систему рiвнянь (1) до вигляду

y(t+ 1) = Λ(t)y(t) + f̄(t, y(t)), (2)

де Λ(t) = C−1(t + 1)A(t)C(t) - неперервна, 1-перiодична
матриця, для якої виконується умова detΛ(t) ̸= 0, та
вектор-функцiя f̄ визначається спiввiдношенням f̄(t, y(t)) =
= C−1(t + 1)f(t, C(t)y(t)), то далi розглядатимемо систему рiвнянь
(2). При цьому будемо припускати виконаними наступнi умови:

1. коренi λi(t), i = 1, 2, ..., n, рiвняння det(Λ(t)−λ(t)E) = 0 є дiйснi,
неперервнi 1-перiодичнi функцiї, якi задовольняють наступним
спiввiдношенням

λi(t) ̸= λj(t), i ̸= j,

0 < |λi(t)| < 1, i, j = 1, 2, ..., n, t ∈ [0, 1);

2. для довiльного набору (i1, ..., in) цiлих невiд’ємних чисел

(
n∑
j=1

ij ≥ 2) при t ∈ R виконуються нерiвностi

λi(t) ̸= λi11 (t) · λi22 (t) · . . . · λinn (t), i = 1, 2, ..., n,
n∑
j=1

ij ≤ k

де k > lnλ∗
lnλ∗ , λ∗ = min

{
min
t
{|λi(t)|, i = 1, . . . , n}

}
,

λ∗ = max
{
max
t

{|λi(t)|, i = 1, . . . , n}
}
;

3. функцiї f̄i, i = 1, 2, ..., n, є неперервними N -перiодичними
по t та належать класу Ck по y1, . . . , yn при |yi| ≤ b,
i = 1, . . . , n;

4. функцiї f̄i, i = 1, 2, ..., n, та всi їх частиннi похiднi першо-
го порядку по y1, . . . , yn обертаються в нуль при yi = 0,
i = 1, . . . , n.

В подальшому будемо вважати, що матриця Λ(t) має вигляд
Λ(t) = diag(λ1(t), . . . , λn(t)) (в противному випадку систему рiвнянь
(2) можна привести до вказаного вигляду за допомогою лiнiйної не-
особливої замiни змiнних).
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Теорема 3. Нехай виконуються умови 1-4. Тодi iснує замiна змiн-
них

z(t) = γ(t, y(t)), (3)

де γ(t, y(t)) - неперервна, N -перiодична по t вектор-функцiя, що на-
лежить класу Ck по y при t ∈ R, |y| = max

1≤i≤n
|yi| ≤ b∗ < b, причому

γ(t, 0) ≡ 0, ∂γ(t,y)∂y

∣∣∣
y=0

= E, E - одинична (n × n) матриця, що при-

водить систему рiвнянь (2) до лiнiйного вигляду

z(t+ 1) = Λ(t)z(t). (4)

Для доведення теореми достатньо показати, що для системи рiв-
нянь

γ(t+ 1,Λ(t)y(t) + f̄(t, y(t))) = Λ(t)γ(t, y(t)), (5)

iснує розв’язок γ(t, y(t)), що задовольняє вказаним в теоремi 1 умо-
вам.

Лемма 1. Нехай виконуються умови 1-4. Тодi iснує вектор-функцiя

k(t, y) = y +
k∑

|i|=2

ki(t)y
i, (6)

де i = (i1, . . . , in), |i| = i1 + . . . + in, y
i = yi11 . . . yinn , ki(t)-деякi непе-

рервнi, N -перiодичнi по t функцiї, така, що

k(t+ 1,Λ(t)y(t) + f̄(t, y(t)))− Λ(t)k(t, y(t)) = F (t, y(t)), (7)

де F = (F 1, . . . , Fn), функцiї F j(t, y), j = 1, . . . , n, - неперерв-
нi, N - перiодичнi по t, належать класу Ck по y при t ∈ R,
|y| ≤ b∗, та обертаються в нуль при y = 0 разом з усiма своїми
частинними похiдними по y порядку ≤ k

Доведення. Оскiльки згiдно умов 3,4 в деякiй областi D : |t| <
∞, |y| ≤ b∗ < b вектор-функцiю f(t, y) можна представити у виглядi:

f̄i(t, y) =

k∑
|i|=2

f̄i(t)y
i + φ(t, y), (8)



Про лiнеаризацiю одного класу систем ... 109

де f̄i(t) — неперервнi, N -перiодичнi по t вектор-функцiї, компонен-
ти φj(t, y), j = 1, . . . , n, вектор-функцiї φ(t, y) є неперервними та N -
перiодич-ними при t ∈ R функцiями, що належать класу Ck по y при
|y| ≤ b∗, та обертаються в нуль при y = 0 разом з усiма своїми ча-
стинними похiдними по y порядку ≤ k, то приймаючи до уваги (6),
(8), отримуємо

Λ(t)y +

k∑
|i|=2

f̄i(t)y
i + φ(t, y)+

+
k∑

|i|=2

ki(t+ 1)
(
Λ(t)y +

k∑
|i|=2

f̄i(t)y
i + φ(t, y)

)i
−

− Λ(t)y − Λ(t)
k∑

|i|=2

ki(t)y
i =

=
k∑

|i|=2

λi(t)ki(t+ 1)yi −
k∑

|i|=2

Λ(t)ki(t)y
i +

k∑
|i|=2

Pi(t)y
i +R(t, y), (9)

де λ(t) = (λ1(t), ..., λn(t)), λi(t) = λi11 (t) · λi22 (t) · . . . · λinn (t),

Pi(t) = (P 1
i (t), . . . , P

n
i (t)), R(t, y) = (R1(t, y), . . . , Rn(t, y)), P ji (t),

j = 1, . . . , n, |i| = 2, . . . , k —деякi многочлени вiдносно kl(t+ 1) iз не-
перервними та N -перiодичними по t коефiцiєнтами, причому |l| < |i|
та Pi(t) = f̄i при |i| = 2, функцiї Rj(t, y), j = 1, . . . , n є неперервни-
ми N -перiодичними по t, що належать класу Ck по y при |y| ≤ b∗,
та обертаються в нуль при y = 0 разом з усiма своїми частинними
похiдними по y1, . . . , yn порядку ≤ k.

Прирiвнюючи в (9) коефiцiєнти при yi, i = 2, 3, . . . , k, нулю, отри-
маємо послiдовнiсть систем лiнiйних рiзницевих рiвнянь вiдносно
вектор-функцiй ki(t):

λi(t)ki(t+ 1) = Λ(t)ki(t)− Pi(t), |i| = 2, 3, . . . , k. (10)

Оскiльки P ji (t), j = 1, . . . , n, |i| = 2, . . . , k — многочлени вiдносно
kl(t + 1) з неперервними, N -перiодичними по t коефiцiєнтами,
причому |l| < |i|, то приймаючи до уваги умови 1,2 можна
послiдовно показати, що система рiвнянь (10) має неперервнi
N -перiодичнi по t розв’язки ki(t) = (k1i (t), . . . , k

n
i (t)),

|i| = 2, . . . , k, якi мають вигляд
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kji (t) =

N−1∑
k=0

[αij(t)]
k

1− [αij(t)]N
λ−1
j (t)P ji (t+ k), (11)

де αij(t) = λ−1
j (t) · λi11 (t) · λi22 (t) · . . . · λinn (t), |i| = 2, 3, . . . , k,

j = 1, . . . , n.
Таким чином, безпосередньо з (9) випливає, що якщо в якостi

ki(t), |i| = 2, . . . , k, розглядати неперервнi, N -перiодичнi по t розв’яз-
ки системи рiвнянь (10), якi представляються у виглядi (11) та покла-
сти F (t, y) = R(t, y), то буде виконуватися рiвнiсть (7). Таким чином,
Лема 1 доведена.

Розв’язок γ(t, y) системи рiвнянь (5) будемо шукати мето-
дом послi-довних наближень, причому послiдовнi наближення
γm(t, x),m = 0, 1, ... визначимо наступним чином:

γ0(t, y) = k(t, y),

γm(t, y) = Λ−1(t)γm−1(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y)),m = 1, 2, ....
(12)

Покажемо, що в деякiй областi D∗ : |t| < ∞, |y| ≤ b∗ < b, послiдов-
нiсть γm(t, y),m = 0, 1, . . . , рiвномiрно збiгається до деякої вектор-
функцiї γ(t, y) = (γ1(t, y), . . . , γn(t, y)), що є розв’язком системи рiв-
нянь (5). Для цього доведемо рiвномiрну збiжнiсть ряду

γ0(t, y) +
∞∑
m=1

[γm(t, y)− γm−1(t, y)].

Поклавши γm(t, y) − γm−1(t, y) = Γm(t, y),m = 1, 2..., запишемо цей
ряд у виглядi

k(t, y) +

∞∑
m=1

Γm(t, y). (13)

При цьому маємо

Γ1(t, y) = Λ−1(t)k(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y))− k(t, y)),

Γm(t, y) = Λ−1(t)Γm−1(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y)), m = 2, 3, ....
(14)

Позначимо через CkD множину вектор-функцiй F (t, y) =
(F 1(t, y), . . . , Fn(t, y)), всi компоненти яких неперервнi
N -перiодичнi по t, k раз неперервно диференцiйовнi по y в
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областi D функцiї та обертаються в нуль при y = 0 разом з усiма
своїми частинними похiдними по y1, . . . , yn порядку ≤ k. Для кожної
вектор-функцiї F (t, y) ∈ CkD визначимо

|F (t, y)|0 = max
1≤j≤n

|F j(t, y)|,

|F (t, y)|p =

∣∣∣∣∣∂pF (t, y)∂yp

∣∣∣∣∣ = max
1≤j≤n

∑
1≤il≤p

|F jyi1 ...yin (t, y)|, p = 1, . . . , k

(15)
Оскiльки в силу умов 1,3,4 при достатньо малих |y| та

всiх t ∈ R виконується нерiвнiсть |Λ(t)y + f̄(t, y)| ≤ |y|,
то використовуючи Лему 1, послiдовно можна показати, що
Γm(t, y) ∈ CkD,m = 1, 2, .... Далi покажемо, що при достатньо малих
|y| ≤ b∗, всiх t ∈ R та m = 1, 2, .... виконуються оцiнки

|Γm(t, y)|p ≤Mpθ
m−1|y|k−p, p = 0, 1, ..., k, (16)

де Mp = const > 0, λ−1
∗ λ∗k < θ < 1.

Дiйсно, оскiльки в силу (14) та (7) при m = 1 маємо

Γ1(t, y) = Λ−1(t)k(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y))− k(t, y) = Λ−1(t)F (t, y),

то
∂pΓ1(t, y)

∂yp
= Λ−1(t)

∂pF (t, y)

∂yp
, p = 1, . . . , k,

i тому при всiх (t, y) ∈ D∗ отримуємо

|Γ1(t, y)|p ≤Mp|y|k−p, p = 0, 1, . . . , k,

тобто оцiнки (16) виконуються при m = 1. Використовуючи метод
iндукцiї, припустимо, що данi оцiнки доведенi для деякого m ≥ 1.
Тодi в силу (14) маємо

Γm+1(t, y) = Λ−1(t)Γm(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y)),

∂pΓm+1(t, y)

∂yp
= Λ−1(t)

∂pΓm
∂yp

(t+ 1,Λ(t)y+

+f̄(t, y))
(
Λ(t) +

∂f̄(t, y)

∂y

)p
+Rp,
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p = 1, . . . , k,

де R1 = 0, Rp =
p−1∑
i=1

Pi
∂iΓm(t,y)

∂yi (t + 1,Λ(t)y + f̄(t, y)),

p = 2, . . . , k та Pi - деякi многочлени вiдносно похiдних вектор-
функцiї f̄(t, y) по y порядку ≤ k. Оскiльки при достатньо малих
|y| ≤ b∗ < b, (далi будемо вважати b∗ < 1) та всiх t ∈ R маємо

|Λ(t)y + f̄(t, y)| ≤ (λ∗ + δ)|y|,
∣∣∣∣Λ(t) + ∂f̄(t,y)

∂y

∣∣∣∣ ≤ λ∗ + δ < 1, де

δ = δ(b∗) → 0 при b∗ → 0, то

|Γm(t+ 1,Λ(t)y + f̄(t, y))| ≤Mpθ
m−1(λ∗ + δ)k−p|y|k−p,

p = 0, 1, . . . , k,

i, вiдповiдно,

|Γm+1(t, y)|0 ≤ λ−1
∗ M0θ

m−1(λ∗ + δ)k|y|k,

|Γm+1(t, y)|1 ≤ λ−1
∗ M1θ

m−1(λ∗ + δ)k−1|y|k−1(λ∗ + δ),

|Γm+1(t, y)|p ≤ λ−1
∗ Mpθ

m−1(λ∗ + δ)k−p|y|k−p(λ∗ + δ)p+

+M1
pM1θ

m−1|y|k−1 + . . .+Mp
p−1Mp−1θ

m−1|y|k−p+1,

p = 2, 3, . . . , k,

де M j
i - деякi додатнi сталi. Виберемо b∗ настiльки малим, щоб при

всiх (t, y) ∈ D∗ виконувалися спiввiдношення

λ−1
∗ (λ∗ + δ)k < θ < 1

λ−1
∗ (λ∗ + δ)k +M−1

p M1
pM1|y|p−1 + . . .+M−1

p Mp
p−1Mp−1|y| ≤ θ

p = 2, 3, . . . , k

Тодi
|Γm+1(t, y)|p ≤Mpθ

m|y|k−p, p = 0, 1, . . . , k,

i таким чином, оцiнки (16) мають мiсце при (t, y) ∈ D∗ та всiх
m = 0, 1, . . . .

Оскiльки безпосередньо з (16) випливає

||Γm+1(t, y)||p = sup
(t,y)∈D∗

|Γm(t, y)|p ≤Mpθ
m, p = 0, 1, . . . , k,
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m = 0, 1, . . . ,

то послiдовнiсть ∂pγm(t,y)
∂yp , p = 0, 1, . . . , k,m = 0, 1, . . . , рiвномiрно збi-

гається в областi D∗ до ∂pγ(t,y)
∂yp , p = 0, 1, . . . , k причому γ(t, 0) ≡ 0 та

∂γ(t,y)
∂y

∣∣
y=0

= E, (випливає безпосередньо з того, що

γ(t, y) = k(t, y) +
∞∑
m=1

Γm(t, y),

k(t, y) = y +
k∑

|i|=2

ki(t)y
i,

Γm(t, y) ∈ CkD∗
, m = 1, 2, . . .).

Переходячи в (12)до границi приm→ ∞, можна переконатися, що
вектор-функцiя γ(t, y) = lim

m→∞
γm(t, y) є розв’язком системи рiвнянь

(5). Теорема доведена.
Використовуючи замiну змiнних x(t) = C(t)y(t), вищедоведену те-

орему та представлення загального розв’язку системи рiвнянь (4)

zi(t) = |λi|tωi(t), i = 1, . . . , n,

де ωi(t) - довiльнi неперервнi при t ∈ R+ функцiї, що задовольняють
умовi.

ωi(t+ 1) = ωi(t)signλi, i = 1, . . . , n,

можна отримати представлення будь-якого неперервного при
t ≥ 0, |y| ≤ b∗ розв’язку системи рiвнянь (1) в околi тривiального
розв’язку.
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