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Топологiчна спряженiсть
кусково-лiнiйних унiмодальних
вiдображень

A method for constructing of the homeomorphism which determines
the topological conjugation of two piecewise linear continuous maps
of the interval whose graphs looks like symbol Λ is proposed.

Вступ. Робота присвячена топологiчнiй спряженостi динамiчних си-
стем, породжених неперервними вiдображеннями iнтервалу [0; 1] на
себе.

Нагадаємо, що вiдображення f та f̃ ∈ C([0; 1]) нази-
ваються топологiчно спряженими, якщо iснує гомеоморфiзм
h ∈ C([0; 1]), для якого комутує дiаграма

[0; 1]
f−−−−→ [0; 1]

h

y yh

[0; 1]
f̃−−−−→ [0; 1],
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тобто виконується рiвнiсть

h(f(x)) = f̃(h(x))

для будь-якого x ∈ [0; 1].
Питання про топологiчну спряженiсть є одним з найважливiших в

теорiї динамiчних систем [3]. Але знайти аналiтичне представлення
гомеоморфiзму вдається лише в окремих випадках. Зауважимо, що
якщо виписане вище спiввiдношення розглядати як функцiональне
рiвняння, i при цьому функцiї f та f̃ вважати лiнiйними, то мето-
ди розв’язання таких функцiональних рiвнянь, аж до виписування
розв’язку в аналiтичному виглядi, наведено в [2]. Водночас, в задачi,
яку розглядаємо, функцiї f та f̃ не є лiнiйними, але є найпростiшими
серед нелiнiйних, що пояснює актуальнiсть задачi.

Прикладом аналiтичного представлення спрягаючого гомеомор-
фiзму в одновимiрнiй динамiцi є

h(x) = sin2
(πx

2

)
,

котрий задає топологiчну спряженiсть логiстичного вiдображення

f̃(x) = 4x(1− x)

та вiдображення

f(x) =

{
2x, x < 1/2;
2− 2x, x > 1/2,

(1)

Вiдмiтимо, що топологiчна спряженiсть неперервних вiдображень
iнтервалу в себе вивчалась також в [3]. В цiй роботi описано кла-
си топологiчно спряжених вiдображень, напiвгрупа iтерацiй яких є
скiнченою групою.

Вiдображення з C([0; 1]) називається унiмодальним, якщо воно
зростає на деякому пiдiнтервалi [0; v] та спадає на пiдiнтервалi [v; 1],
де v ∈ (0; 1). Будемо розглядати найпростiшi унiмодальнi неперервнi
кусково-лiнiйнi вiдображення fv iнтервалу [0; 1] на себе — лiнiйнi на
кожному з iнтервалiв [0; v] та [v; 1] такi, що fv([0; v]) = fv([v; 1]) =
[0; 1]. Явна формула вiдображення fv має вигляд

fv(x) =

{
x
v , x 6 v;
1−x
1−v , x > v.

(2)
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Знаходження гомеоморфiзму h, який є розв’язком функцiональ-
ного рiвняння

h(f(x)) = fv(h(x)). (3)

рiвносильне розв’язанню системи лiнiйних функцiональних рiвнянь
h(2x) =

1

v
h(x) x ≤ 1/2,

h(2− 2x) =
1− h(x)

1− v
x > 1/2.

В роботi [4] показано, що пряме застосування методiв розв’язання
лiнiйних функцiональних рiвнянь, описаних в [2], не дає можливостi
виписати аналiтично шукану функцiю h, оскiльки потребує розв’яза-
ння суттєво нелiнiйних функцiональних рiвнянь, аналiтичнi методи
розв’язання яких на даний час не вiдомi.

В нашiй роботi пропонується спосiб побудови гомеоморфiзму h,
який визначає топологiчну спряженiсть вiдображення fv та вiдобра-
ження (1). Надалi, якщо не сказано iнше, значення параметру v вва-
жатимемо фiксованим, i не будемо щоразу повторюватися, що вiд-
ображення h, котре будуємо, залежить вiд v.

2. Iснування гомеоморфiзму, який задає топологiчну спря-
женiсть. Побудуємо гомеоморфiзм h, що задовольняє функцiональ-
не рiвняння (3).

Для спочатку побудуємо щiльну множину A у множинi визначе-
ння гомеоморфiзму h та щiльну множину B у множинi його значень
так, щоб виконувалась рiвнiсть h(A) = B.

2.1. Побудова множини A. Наступнi леми описують найпростiшi
властивостi гомеоморфiзму h.

Лема 1. Вiдображення h є монотонно зростаючим таким, що
h(0) = 0 та h(1) = 1.

Доведення. Оскiльки вiдображення h є гомеоморфiзмом, то
воно або монотонно зростає, або монотонно спадає. Оскiльки h вiд-
ображає iнтервал [0; 1] на себе, то або h(0) = 0 та h(1) = 1, або
h(0) = 1 та h(1) = 0.

Пiдставимо в рiвнiсть (3) значення x = 0 та отримаємо

h(f(0)) = fv(h(0)).
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Оскiльки f(0) = 0, то має виконуватися рiвнiсть
h(0) = fv(h(0)), тобто точка x = h(0) є нерухомою точкою
вiдображення fv.

Втiм для вiдображення fv точка x = 1 не є нерухомою, а точка
x = 0 є нерухомою. Отже, h(0) = 0. Останнє доводить лему.

З означення топологiчної спряженостi випливають двi наступнi
властивостi вiдображення h.

Позначимо n-ту iтерацiю вiдображення f через fn, тобто

fn(x) = f(f(. . . (f︸ ︷︷ ︸
n разiв

(x)) . . .)).

Лема 2. Якщо має мiсце (3), то для кожного натурального n
виконується рiвнiсть

h(fn(x)) = fnv (h(x)). (4)

Лема 3. Якщо вiдображення fv1 топологiчно спряжене вiдобра-
женню fv2 , а вiдображення fv2 топологiчно спряжене вiдображенню
fv3 , то вiдображення fv1 топологiчно спряжене вiдображенню fv3 .

Метод, який ми використовуємо для знаходження вiдображення
h, полягає в дослiдженнi динамiчних властивостей вiдображень f та
fv, котрi випливають з найпростiшого аналiзу дiаграм Ламерея цих
вiдображень.

Ми побудуємо строго зростаюче вiдображення h на множинi рацiо-
нальних чисел iнтервалу [0; 1], зi знаменником, що дорiвнює деякому
степеню двiйки. Ця множина є щiльною на промiжку [0; 1] i за не-
перервнiстю зможемо продовжити вiдображення h на весь промiжок
[0; 1].

Позначення 1. Позначимо An, n > 1 множину всiх тих точок
iнтервалу [0; 1] таких, що

fn(An) = 0.

Лема 4. {
0;

1

2n−1
; . . .

k

2n−1
; . . .

2n−1 − 1

2n−1
; 1

}
.
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Доведення. Якщо двiйковий запис числа x ∈ [0; 1] має вигляд

x = 0, α1α2 . . . αi . . . ,

де αi, i = 1, 2, . . . , дорiвнює 0 або 1, то двiйковий запис числа f(x)
має вигляд

f(x) =

{
0, α2α3 . . . αi . . . , якщо α1 = 0,
0, α2α3 . . . αi . . . , якщо α1 = 1,

де αi = 1− αi.
Звiдси випливає, що для кожного числа x ∈ [0; 1] умова fn(x) = 0

означає, що цифри його двiйкового запису, починаючи з (n + 1)-ої
дорiвнюють нулю, а першi n цифр є довiльними.

Зазначене доводить лему.

З леми 4 випливає наступна властивiсть множини
∞∪
n=0

An, яку по-

значимо через A.

Лема 5. Множина A є щiльною в промiжку [0; 1].

Властивостi множин An та A пiдсумуємо в такiй теоремi.

Теорема 1. . Множини An та A мають наступнi властивостi.
1. An ⊇ An−1 при n ≥ 1.
2. A = [0; 1].
3. На точки множини An вiдображення f дiє за формулою

f

(
i

2n

)
=


i

2n−1
, 0 ≤ i ≤ 2n−1;

2n − i

2n−1
, 2n−1 < i ≤ 2n

4. При будь-якому фiксованому n ≥ 2 має мiсце рiвнiсть f(An) =
An−1.

Приклад 1. Обмеження функцiї f на множину A3 дiє як пiд-
становка:

f =


0

1

23
2

23
3

23
4

23
5

23
6

23
7

23
8

23

0
1

22
2

22
3

22
4

22
3

22
2

22
1

22
0

22

 .
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Графiчно множину An можно побувати за допомогою дiаграми
Ламерея для орбiт точок вiдображень iнтервалу, як повний прообраз
точки 0 вiдображення fn.

Аналогiчно до того, як ми побудували множину An для вiдобра-
ження f , побудуємо множину Bn для вiдображення fv.

2.2. Побудова множини B.

Позначення 2. Позначимо Bn, n > 1 множину всiх тих точок
iнтервалу [0; 1] таких, що

fnv (Bn) = 0.

Лема 6. Для будь-якого v ∈ (0; 1)

B1 = {0; 1} та B2 = {0; v; 1}.

Доведення. Лема очевидно випливає з означення вiдображе-
ння fv.

Лема 7. Потужнiсть множини Bn дорiвнює 2n−1 + 1.

Доведення. Доведемо теорему методом математичної iнду-
кцiї.

Для n = 1, 2 твердження теореми випливає з леми 6.
Нехай для Bn−1 має мiсце твердження теореми. Оскiльки кожна

точка, крiм точки x = 1, множини Bn−1 має два прообрази, а точка
x = 1 має один прообраз вiдображення fv, то потужнiсть множини
Bn на одиницю менша, нiж подвiйна потужнiсть множини Bn−1.

Далi нам знадобляться двi наступнi технiчнi леми.

Лема 8. Нехай a; b ∈ [0; 1], a < b i лiнiйне вiдображення g(x) =
x−a
b−a . Тодi графiк вiдображення s = fv(g) є ламаною, що cкладається
з двох ланок, причому s(a) = s(b) = 0 та s(t) = 1, де

t = a+ v(b− a).

Лема 9. Нехай a; b ∈ [0; 1], a < b i лiнiйне вiдображення g(x) =
x−b
a−b . Тодi графiк вiдображення s = fv(g) є ламаною, що cкладається
з двох ланок, причому s(a) = s(b) = 0 та s(t) = 0, де

t = b− v(b− a).
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З лем 8 та 9 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 1. Нехай a; b ∈ [0; 1], a < b i лiнiйне вiдображення
g таке, що g([a; b]) = [0; 1]. Тодi графiк вiдображення s = fv(g) є
ламаною, що cкладається з двох ланок, i для значення екстремуму
t якого, має мiсце рiвнiсть множин{

t− a

b− a
;
b− t

b− a

}
= {v; 1− v}.

Позначення 3. Позначимо екстремуми вiдображення fnv через
β(k, n) де k = 0; 1; . . . ; 2n, причому для 0 ≤ k1 < k2 ≤ 2n з нерiвностi
k1 < k2 випливає нерiвнiсть β(k1; n) < β(k2; n).

Лема 10. Множина B є щiльною в промiжку [0; 1].

Доведення. Для кожного n > 1 розглянемо максимум dn вiд-
станi мiж сусiднiми точками множини Bn.

Довести щiльнiсть множини B означає довести, що

lim
n→∞

dn = 0. (5)

Розглянемо двi довiльнi сусiднi точки βi,n; βi+1;n множини Bn.
Нагадаємо, що за побудовою множини Bn токи β(i, n) та β(i+1;n)

– екстремуми вiдображення fnv . Тому для точок β(2i, n + 1), β(2i +
1, n+ 1) β(2i+ 2;n+ 1) маємо рiвностi{

β(2i+ 1, n+ 1) = β(i, n)
β(2i+ 2;n+ 1) = β(i+ 1, n),

причому з лем 8 та 9 маємо, наступнi включення:

β(2i+ 1, n+ 1)− β(i, n)

β(2i+ 1, n+ 1)− β(i, n)
∈ {v; 1− v};

β(2i+ 1, n+ 1)− β(i, n)

β(2i+ 1, n+ 1)− β(i, n)
∈ {v; 1− v}.

Цi включення гарантують рiвнiсть

dn+1 6 max{v; 1− v} · dn.

Зауважимо, що 0 < max{v; 1 − v} < 1, i це обумовлює те, що
послiдовнiсть {dn} дiйсно прямує до 0.

Отже, для множин Bn та B =
∞∪
n=1

Bn маємо наступний аналог

теореми 1.
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Теорема 2. Множини Bn та B мають наступнi властивостi.
1. Bn ⊇ Bn−1 при n ≥ 1.
2. B = [0; 1].
3. При будь-якому фiксованому n ≥ 2 має мiсце рiвнiсть fv(Bn) =

Bn−1.

Для означення гомеоморфiзму h перепозначимо точки множини
An.

Позначення 4. Позначимо

α(k, n) =
k

2n
, де k = 0; 1; . . . ; 2n. (6)

Використовуючи це позначення, можемо стверджувати, що

An = {α(k; n− 1), 0 ≤ k ≤ 2n−1}.

Зауважимо, що α(k; n) – екстремуми вiдображення fn.
Для кожного n ∈ N побудуємо зростаюче вiдображення hn, ви-

значене на промiжку [0; 1] наступним чином. На множинi An, для
кожного k, 0 ≤ k ≤ 2n−1 виконується рiвнiсть

hn(α(k; n− 1)) = β(k; n− 1).

Крiм того, графiк hn є кусково лiнiйним i складається з 2n−1 вiдрiзкiв
прямих, котрi з’єднують точки площини з координатами

(α(k; n− 1)); β(k; n− 1))

та координатами

(α(k + 1; n− 1)); β(k + 1; n− 1))

.
Розглянемо вiдображення h

h(x) = lim
n→∞

hn(x).

Оскiльки множини An та множини Bn вкладенi (див. властивостi
1) теорем 1 i 2), то для кожного x ∈ A послiдовнiсть hi(x) стабiлiзу-
ється, крiм того множини A i B є щiльними в iнтервалi [0; 1] (див.
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властивостi 2) теорем 1 i 2). Враховуючи монотонне зростання непе-
рервного вiдображення hn, звiдси випливає, по-перше, що границя в
означеннi h(x) iснує, а h(x) є гомеоморфiзмом, а, по-друге, що дiа-
грама

A
f−−−−→ A

h

y yh

B
fv−−−−→ B

комутативна.

2.3. Приклад побудови графiкiв вiдображень hn. Проiлюстру-
ємо описаний вище спосiб побудови вiдображень hn для n ≤ 4 та
v = 3/4.

За лемою 6, B1 = {0; 1}.
Далi, B2 = B1 ∪ f−1

3/4(1) = B1 ∪ {3/4}. Тому графiк вiдображен-
ня h2 складається з двох вiдрiзкiв та проходить через точки (0; 0),
(1/2; 3/4) та (1; 1). Надалi для кожного n > 1 графiк вiдображення
hn також проходитиме через кожну з цих трьох точок.

6
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Знайдемо вiдображення h3, виходячи з аналiтичних розрахункiв
та явного запису вiдображення

f3/4(x) =

{
4/3x, x 6 3/4;
−4x+ 4, x > 3/4.

Враховуючи, що B2 = B1 ∪ f−1
3/4(3/4), то двоточкову множину

f−1
3/4(3/4) знайдемо з рiвнянь{

4/3x1 = 3/4;
−4x2 + 4 = 3/4.

⇒
{
x1 = 9/16;
x2 = 13/16.
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Таким чином,

B3 = {0; 9/16; 3/4; 13/16; 1},

i графiк вiдображення h3 додатково пройде через такi двi точки:
(1/4; 9/16) та (3/4; 13/16).

6

-














�����s

u

u
s

s

У схожий спосiб можемо побудувати вiдображення h4. Для цього
побудуємо множину

B4 = B3 ∪ f−1
3/4{9/16; 13/16}.

Для цього розв’яжемо рiвняння
4/3x1 = 9/16;
4/3x2 = 13/16;
−4x3 + 4 = 13/16;
−4x4 + 4 = 9/16;

⇒


x1 = 27/64;
x2 = 39/64;
x3 = 51/64;
x4 = 53/64;

що означає, що

B4 = {0; 27/64; 9/16; 39/64; 3/4;

51/64; 13/16; 53/64; 1}
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2.4. Cимвольний спосiб опису множин An, та Bn, а також вiд-
ображення hn. Лема 4 дає вичерпний опис елементiв множини An
для кожного n. Множина Bn, в свою чергу, залежить не лише вiд n,
але i вiд v, тому явне задання цiєї множини виглядатиме складнiше.

Водночас, наведений вище опис дозволить нам дати як унiфiкова-
не зображення елементiв множин An та Bn, так i, використавши це
зображення, навести iнше зображення вiдображення h. Попередньо
введемо деякi додатковi позначення.

Вiдображення f , визначене формулою (1), є необоротним, втiм
складається з двох оборотних вiдображень, якi позначимо

φ0(x) = 2x;
φ1(x) = 2− 2x.

Оберненi до вказаних вiдображень iснують i легко можуть бути ви-
писанi явно. Позначимо оберненi до вiдображень φ0 та φ1 як φ−1

0 та
φ−1
1 вiдповiдно, а iтерацiї цих вiдображень позначимо φ−n

0 та φ−n
1

вiдповiдно. Аналогiчно, користуючись формулами (2), можемо вве-
сти функцiї ψ−n

0 та ψ−n
1 .

Позначення 5. Пiд знаками φ0, φ1, ψ0 та ψ1 розумiтимемо
не стiльки формальнi символи – грецькi лiтери з використанням
iндексiв з метою зменшення кiлькостi вживаних лiтер, а функцiї
двох змiнних, тобто розглядаються функцiї φ(i; x) та ψ(i; x) де
i ∈ {0; 1} ⊂ Z та x ∈ [0; 1], визначенi наступним чином

φ(i; x) =

{
φ0(x) при i=0
φ1(x) при i=1,
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ψ(i; x) =

{
ψ0(x) при i=0
ψ1(x) при i=1.

Доведення. Позначення полягає в тому, що з iндексами 0 та
1 функцiй φ0, φ1, ψ0 та ψ1 ми надалi працюватимемо як з цiлими
числами, виконуючи над ними арифметичнi операцiї i формулюючи
в таких термiнах потрiбнi твердження.

Аналогiчно до того, як вiдображення f було представлено в двiй-
ковiй системi зчислення можемо навести вiдповiднi представлення
для функцiй φ−1

0 та φ−1
1 .

Зауваження 1. Якщо двiйковий запис числа x ∈ [0; 1] має вигляд
x = 0, α1α2 . . . , то виконуються рiвностi:

φ−1
0 (x) = 0, 0α1α2 . . . та

φ−1
1 (x) = 0, 1α1α2 . . . ,

де αi = 1− αi.

Лема 11. Множина An є множиною усiх точок вигляду

x = φ−1
i1

(φ−1
i2

(. . . φ−1
in

(0) . . .)), (7)

де i1, . . . , in ∈ {0; 1}.
Доведення. Очевидно, що для будь-якого набору чисел

i1, . . . , in ∈ {0; 1} i числа x ∈ [0; 1] вигляду (7) виконується умова
fn(x) = 0, бо вона є наслiдком означення функцiї φ0 та φ1.

Те, що для рiзних наборiв i1, . . . , in числа x, визначенi рiвнiстю (7)
будуть рiзними, випливає з явних формул для функцiй φ−1

0 та φ−1
1 ,

наведених в зауваженнi 1.

Лема 12. Для кожних i1, . . . , in ∈ {0; 1} та числа x ∈ [0; 1],
визначеного рiвнiстю (7), з двiйковим записом

x = 0, α1 α2 . . . αn

виконуються такi умови:
1. α1 = i1;
2. Для кожного k ∈ {1, . . . , n} має мiсце рiвнiсть

αk = 2 ·
{
i1 + . . .+ ik

2

}
,

тобто αk – остача вiд дiлення на 2 суми

α1 + . . .+ αn.
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Доведення. Лема доводиться за iндукцiєю i випливає з заува-
ження 1.

Мають мiсце аналогiчнi твердження, котрi описуються властиво-
стi вiдображень ψi та множин Bn.

Лема 13. Множина Bn є множиною усiх точок вигляду

x = ψ−1
i1

(ψ−1
i2

(. . . ψ−1
in

(0) . . .)),

де i1, . . . , in ∈ {0; 1}.

Лема 14. Для кожних двох наборiв чисел i1, . . . , in та j1, . . . , jn
будуть рiвносильними нерiвностi

φ−1
i1

(. . . φ−1
in

(0) . . .) < ψ−1
i1

(. . . ψ−1
in

(0) . . .) та
φ−1
j1

(. . . φ−1
jn

(0) . . .) < ψ−1
j1

(. . . ψ−1
jn

(0) . . .)
.

Наслiдком цих лем є така теорема.

Теорема 3. Для строго монотонного вiдображення hn : An →
Bn i для кожних i1 . . . , in виконується рiвнiсть

hn(φ
−1
i1

(. . . φ−1
in

(0) . . .)) = ψ−1
i1

(. . . ψ−1
in

(0) . . .).
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